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Krivolinijski integrali

Tema 1

Krivolinijski integral




Krivolinijski integrali

Vektor polozaja tacke

Svakoj tacki u prostoru R? ili R* mozemo
pridruziti njen vektor polozaja . U pros-
toru R2: (,y)

=

7= (v,y) = 27+ yJ
U prostoru R?: 1)

Fz(:c,y,z)zxi’—i—yj’—i—z%.
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Krivolinijski integrali

Izvod vektorske funkcije

Neka je 7 : [a,b] — R2ili 7 : [a, b] — R3 vektorska funkcija data sa:

() = (x(t),y(t)),t € [a,b] Y. 7(t) = (x(t), y(t), 2(1)), t € [a, b].

7t + At)
+ At) — 7(t)

()



Krivolinijski integrali

|zvod vektorske funkcije 7(t)

Neka je 7: [a,b] — R3 tj. ¥ =7(t) za t € [a, b].

A7) = T(t+ At) —7(t)
= @+ A Y+ AL, 204 AD) (20, 9(0), 2(0)
= (@l A0 — 2(0),y(t + A1) — y(t), 2(t+ A1) — =(0)

L AT (e A — a(t), y(t+ AL — y(8), 5(t+ A1) — 2(0)
At—0 At At—0 At

—  lim (a:(t + At) —x(t) y(t+ At) —y(t) z(t+ At) — z(t))
T At—0 At ’ At ’ At

@y = Jim S0 = ), 50, 20)

dF(t) = (F)dt = (&(6)dt, §(6)dt, 2(0)dt) = (da(t), dy(t), d=(t)).
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Glatke krive

Neka je i € {2,3}.
Definicija
Za skup L C R* kaZemo da je prosta glatka kriva (ili gladak Zordanov luk) ako postoji interval
[a, b] i vektorska funkcija 7 : [a,b] — R za koje vaZi
(i) L={r(t):t€la,b]};

(i) 7 bijektivno preslikava skupa (a,b) na L \ {7(a), 7(b)};

(iii) 7 je neprekidno diferencijabilna funkcija na (a,b);

(iv) (7(t))" # 0 zasvakot € (a,b).
Ako je 7(a) = 7(b) kaZemo da je kriva L zatvorena.

Kazemo da je tada sa

\f: 7(t), te [a,b]\

data glatka parametrizacija krive L.
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Krivolinijski integral skalarne funkcije - vektorski

Neka je funkcija f : D — R, D C R ineka je L C D glatka kriva data parametrizacijom
7=7(t) té€la,b.

Definicija

Ako je funkcija h(t) = (f(7(t)))|(7(t))’] integrabilna na intervalu [a, b] onda je krivolinijski integral

skalarne funkcije f = f(7) duZ krive L, u oznaci [ f(7)dr, definisan sa
L

b b

[ 1@ = [ iar) = [ @) d

L a a

Definicija
Akoje L = L1 U...U Ly, po delovima glatka kriva, onda je

/f(f')dR:/f(T_")dT-l—-..-‘r/f(F)dr.
L Ly

Ln

= = = = T



Krivolinijski integrali

Krivolinijski integral skalarne funkcije - skalarno

b

[ 1@ = [ |y d

L a
(2(1), y(t), 2(1))
(&), (1), 2(t)] = V(@(®)2 + (5(1)% + (2(1))?

il
~t
~
=
Il

—~
)
—~
~
=
=
<

b
Lff(F)dr = [ f=(®),y(t), 2(t)V/(@(1)2 + (¥(1)? + (2(1))%dt.
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Krivolinijski integrali

Krivolinijski integral skalarne funkcije - osobine

(1) Neka za funkcije f,g: D —+ R, D CR3i L C D postoje integrali [ f()dri [ g(7)dr.
L L

Tada vazi:
J(af(7) + Bg(7)dr = a{ f(P)dr + B{Q(F')dn a,BER;

L

()
Neka je f : D — R, D C R2 nenega-
tivna neprekidna funkcija na L C D i neka je
f(z,y) 20, (z,y) € L. Za povr§

S={(z,y,2) ER®: (z,y) € L, 0< 2 < f(x,9)},

AS = | f(z,y)dr.
/



Krivolinijski integrali

Krivolinijski integral skalarne funkcije - osobine

(3) Duzina Al putanje L C R3: Al = [dr.
L

(4) Ako je L C R3 komad Zice i ako je linearna gustina u = u(7) zice L poznata u svakoj tacki
7 te krive, onda je masa zice L :

m= [ uwrdr
L
(5) Teziste T(xr,yt, 21) :
1
e = / () dr
m
L
1
yr = — / yu(r)dr
m
L
o = = [t
m
L



Krivolinijski integrali

Primer

Primer
Izracunati duZinu dela cikloide

L=< (x, ERQ:J;:2t—sint,y:21—cost,te E’Eﬂ ]
’ 4" 3

Kako je &(t) = 2(1 — cost), y(t) = 2sint to je

5n
3
Al = [dr= [ 221 —cost)? +22sintdt
L 1
= 2\/§f V1—costdt=4 [ |sin%|dt
1 1
E 5z
= 87[sinudu:—8(:osu|%6 :8(§ + cos g).
8



Krivolinijski integrali

Primer

Primer

Izracunati duZinu dela cilindricne zavojnice
L={(x,y,2) €R®: x =3cost, y =3sint, z =2t, 0 <t < 4r}.

Iz £(t) = —3sint, y(t) = 3costi 2(t) = 2 sledi

47 47
Al:/dr:/\/Qsin2t+9c052t+4dt:\/13/dt:471'\/13,
0 0

L
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Primer

Primer

lzraCunati I = [(x — y)dr, po duZini polukruZnice
L

L={(z,y) eR?: 2%+ (y—1)> =4, 2 > 0}.

Jedna glatka parametirzacija kruznice je

L= {(x,y) €R?:z =2cost, y=2sint+ 1, —

o3
IN
-
IN

(S

——

Za datu parametrizaciju je

A/ (@(#)2 + (9(t)2 = V4sin?t +4cos?2t = 2.

usy
2

— i

[ (@ =war =

L —

(2cost — 2sint — 1)2dt = 2(28int+2cost7t)| =8—2m.

[SE)
[NE]



Krivolinijski integral vektorske funkcije

Definicija

Neka je F = F(i), ¥ C D, vektorska funkcija i L C D orijentisana glatka kriva data sa ¥ = #(t),
t € [a, b]. Ako je funkcija

h(t) = F(7(t)) - (F(1))’

integrabilna na intervalu [a, b], tada odredeni integral
b
/ F(i) - di = / F(i(e)) - (7(t))dt
L a

zovemo krivolinijski integral vektorskog polja F (druge vrste) po L od tacke A = 7(a) do
tacke B = 7(b).

Akoje L = L1 U...U Ly, po delovima glatka kriva, onda je

gde su glatke krive Ly, ..., Ly, saglasno orijentisane.



Krivolinijski integrali

Krivolinijski integral vektorske funkcije

U ravni.
Ako je F(7) = (P(F), Q(F)) vektorsko polje i L C D orijentisana glatka
kriva data sa

L=A7:7=(z(t),y(t)) : t € [a,b]}
onda je

[F@-dr = [ (Pew).Q@.w) - (@o.dy)
L

L
b
— / (P((t), y(1)), Qx(t), y(t)) - ((t)dt, y(¢)dt)
ab
/ (P((t),y®)(t) + Q (), y()i(®) ) dt.



Krivolinijski integrali

Osobine krivolinijskog integrala

Neka je L C D orijentisana glatka kriva, F i G su vektorska polja definisana na D i postoje
integrali [ F - d7i [ G - d. Tada vazi
L L

L(AB) L(BA)

Rad polja F' duz luka L je krivolinijski integral [ F - d7.
L

Rad polja F duz zatvorene krive L naziva se cirkulacija vektorskog polja £
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Krivolinijski integrali

Nezavisnost od putanje integracije

Definicija
Krivolinijski integral vektorske funkcije ne zavisi od putanje integracije

ako je njegova vrednost ista za sve putanje koje povezuju pocetnu i
krajnju tacku.

Definicija
Za vektorsko polje F = F(7), ¥ C D, kaZemo da je konzervativno u
oblasti D ako je za svaku zatvorenu krivu L C D integral jednak nuli,

?{F-dF:O.
L




Nezavisnost od putanje integracije

Teorema

Ako je F' = F () konzervativno vektorsko polje u oblasti D, onda za
sve krive Ly, Ly C D vaZzi

/ﬁ-df: / F.dr

L1(AB) L2(AB)

Posmatrajmo sa proizvoljne dve tacke A, B € D i proizvoljne po delovima glatke krive

L1(AB), L2(AB) C D. Kako je kriva L = L1 (AB) U Ly(BA) zatvorena, a F' konzervativno,
sledi




Krivolinijski integrali

Potencijalna polja

Definicija
Vektorsko polje F=F (7), 7 € D, je potencijalno ako postoji skalarno
polje f : D — R sa osobinom

F=V{f.

U tom sluéaju je f potencijal polja F .




Krivolinijski integrali

Potencijalna polja - primer

Primer
Gravitaciono polje tacke M (x,y, z), mase m, G=yg- 73 -0 gde je g
gravitaciona konstanta, r = || i 7o = ~, je potencijalno polje sa
potencijalom f = —g™*.

Primetimo prvo da za 7 = (z, y, ) imamo
(z,y,2)

T
r=|F = vz2 +y2+22 o= — = :
|ﬁ| r /x2+y2+22

. 1. _ 1 - L
Nekaje f(7) = —gm - ;, 4. f(z,y,2) gmi\/m' Gradijent funkcije f je

2x,2y,2z x,Y,%z
oF = g ) om. (2,,2) 1
222 + 2 + 22)} (@2 + 2 + 22)(a? + y? + 22)}

m (z,y, 2) m

=g — 70

= g-

2 /3 2 2
<\/12+y2+z2> T2+ Yyt +z r



Krivolinijski integrali

Potencijalno akko konzervativno

Teorema
Vektorsko polje je potencijalno ako i samo je konzervativno. J

(=) Pretpostavimo da je F' = F(7') potencijaino polje nad D sa potencijalom f = f(7), F = V1.
Izaberimo proizvoljno po delovima glatku krivu L(AB) C D. Tada vazi

b b
/L<AB)F-dF = a/Vf(r*(t)) (b)) dt = a/h (t)dt = h(b) — h(a)

= [f(7(®)) = f(7a)) = f(B) = f(A).

gde je h(t) = f(z(t), y(t), 2(t)) (h = f(z,y,2),9de je x = z(t), y = y(t), 2 = 2(1)).
Primetimo da je ove kori§¢en izvod sloZene funkcije tj. lan¢ani izvod:
dh(t) _ of

R (t = — =
®) dt ox

(7)) () + 2L (F0) - 9(0) + S () - 2(0)
y z

= (Fow) Faw. Gew) - ww.i.z0

IGORGON



Ekvivalentne osobine

Teorema

Neka je D jednostruko povezana oblast i neka je F = F(7), # C D

neprekidno diferencijalno vektorsko polje na D. Sledeca tvrdenja su
ekvivalentna:

(a) integral [ F - d7 ne zavisi od putanje integracije
L(AB)
(b) F je potencijalno polje
(c) F je konzervativno polje
(d) (d1) Akoje D C R? ondaje P, = Q,.
(dy) Akoje D CR?, ondaje P, = Q. iP.=R,iQ.=R,t VxF=0.

v



Divergencija i rotor

Definicija
Neka je ' = (P(7), Q(7), R(7)), ¥ = (z,y,z) € D C R3. Divergencija vektorskog polja F', u
oznacidiv F iliV - F, je skalarno polje D — R definisano sa

(V-F)(m,y,z) = (%7%» %) -(P(x,y,z),Q(z,y,z),R(a:,y,z))

%($7y7 Z) + Z%(x’ y’ Z) + %(x7y7 z)'

Definicija

Neka /e F = (P(7),Q(7), R(¥)), ¥ = (z,y, z) € D C R3. Rotor vektorskog polja F, u oznaci
rot FiliV x F, je vektorsko polje D — R3 definisano sa

= (M- 520, L™ - E@®, 2O -%m).

) = — = =

.
Ty
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Krivolinijski integrali

Osobine

@ Vektorsko polje F je bezvrtlozno ako je V x F = 0.
@ Vektorsko polje F je solenoidalno ako je V - F =o.

Rec solenoidalno vodi poreklo od grcke reci za solenoid, a ima
znacenje "u obliku cevi". Jedan primer solenoidalnog polja je
magnetno polje.



Krivolinijski integrali

Primer

Primer
Ako se materijalna tacka rotira oko ose brzinom F, onda je

1 _
ugaona brzina Kretanja te tacke. To znaci da u slucaju kada je
V x F # 0 postoji vrtloZno kretanje.




Formula Grina

Prosta (jednostruko) povezana oblast D C R? je povezana oblast u R?
sa osobinom da za svaku zatvorenu, prostu (bez tacaka

samopresecanja) krivu L iz D vaZzi da je oblast koju ograni¢ava L
takode u D.

Teorema

Neka je D C R? zatvorena oblast ograni¢ena zatvorenom po delovima
glatkom prostom Krivom L. Ako su funkcije P, Q, P, i Q. neprekidne
nad D i ako je kriva L orijentisana tako da tacke oblasti D ostaju sa
leve strane kada se L obilazi u zadatom smeru, tada vazi

f{ Pdzx + Qdy = / / P,)dzdy.




Krivolinijski integrali

Primer

Primer

lzracunati [ (2zy — x?)dx + (z + y?)dy, ako je L pozitivno orijentisan

L
rub oblasti

D={(z,y) eR*: ¢y’ <a,y>—a® 2 <1}.

vz

//(1 — 2z)dzdy = /ldz / (1—2z)dy
0

—x2

I =

1

y=vz

8
I
—._. &
=
-
|
Do
8
&
<

de = /(1 —2z)(Vz + 2?)dz

y=—x
0 Yy
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Formula Grina 2

Teorema

Neka je D C R? zatvorena visestruko povezana oblast ograni¢ena
unijom zatvorenih po delovima glatkih prostih L, U ... U L,,. Ako su
funkcije P, Q, P, i Q, neprekidne na D i ako je kriva L orijentisana

tako da tacke oblasti D ostaju sa leve strane kada se L obilazi u datom
smeru, tada vaZi jednakost

ja{ Pdz + Qdy = / / P,)dxdy.
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Krivolinijski integrali

Primer

Primer

lzracunati I = [ (y3dx — 23dy) + [ (y3dx — 23dy), ako je
L1 L2
Yy

Li = {(z,y) eR?: 22 +9* =1} /
Ly = {(z,y) eR?: 2% +¢*> =13} f&l
o 3 o N
i L, je orijentisana pozitivno, a L, je ori-

Jjentisana negativno.

»




Krivolinijski integrali

Primer
Neka jeA(1,0), B(v/3,0), C(—1,0) i D(—+/3,0) i podelimo krive L1 i Lo na slede¢i nagin:
y
Ly
Ly = {(zy) eR?:a® +4% =1,y >0} ]
LY = {(zy) eR?:2?+y*> =1,y <0} .
L,Q = {($ay)€R21$2+y2:3,y20} /1/
LY = {(z,y) eR?:2% 442 =3,y <0} 7y

Primenom formule Grina, za Q, = —3z2 i P, = 3y?, dobijamo

I = -3 //(:c2 +y?)dedy — 3 //(z2 +y?)dady = —3//(102 +y?)dzdy.
Dy Dy D

Prelaskom na polarne koordinate,

T o VB 1
I = —3/d<p-/p3dp:—3<p -1p4 :—3~27r-1(9—1):—127r.
0 1

0 1
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