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Diferencijalne jednacine

Program

Teme:
(i) postavljanje matematickih modela,
(i) klasifikacija diferencijalnih jednacina,
(iii) reSavanje nekih klasa obi¢nih diferencijalnih jednacina.
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Pojam

Jednacina koja sadrzi bar jedan izvod nepoznate funkcije koja zavisi
od jedne ili viSe promenljivih se naziva diferencijalna jednacina.

Diferencijalne jednacine se dele na:

@ obicne - kod kojih nepoznata funkcija zavisi samo od jedne
promenljive, i

@ parcijalne - kod kojih nepoznata funkcija zavisi od vise
promenljivih.

Red jednacine je red najviSeg izvoda koji se pojavljuje u toj jednacini.



Diferencijalne jednacine

Primeri

Primer

Sledece jednacine su diferencijalne:
(@) y'(xz) = £ (obicna prvog reda)
y"(z) — ’( ) + 2py(x) = 0 (obicna drugog reda)
( ,yyz) + & U(r,y,

(b)

(c) Lups) 4 0 = 0 (parcijalna drugog reda)
(d) 3(t) + w?p(t) = 0, w—const. (obi¢na drugog reda)
(e)

Ty = L\ /14 ()2 g — const. (obicna drugog reda)




Diferencijalne jednacine

Primeri - sistem

Konjukcija dve ili vise diferencijalnih jednacina se naziva sistem
diferencijalnih jednacina.

Primer
Primer sistema dve diferencijalne jednacine sa dve nepoznate funkcije:




Diferencijalne jednacine

Definicija

Implicitni (ili opsti) oblik obi¢ne diferencijalne jednacine n-tog reda je

Gz, y(@),y (z),...,.y"(2)) =0,

(1)

Eksplicitni (ili normalni) oblik je

Yy (2) = Fz,y(2).y (2), ...,y ().




Diferencijalne jednacine

Res&enje diferencijalne jednacine

Funkcija y = ¢(x) je reSenje diferencijalne jednacine (1) na (a,b) ako
vazi:

@ ¢ je definisana na (a,b),

@ n puta je diferencijabilna na (a, b) i

@ ¢ identiCki zadovoljava jednacinu (1) tj. za svako z € (a,b) vazi

P (2) = F(a, p(x), ¢ (),..., 0" V().



Obicne diferencijalne jednacine prvog reda

Tema 2

Obicne diferencijalne jednacine prvog reda




Obicne diferencijalne jednacine prvog reda

Obi¢ne diferencijalne jednacine prvog reda

Implicitni oblik diferencijalne jednacine prvog reda je

a eksplicitno oblik je

G(z,y,y) =0

y = F(x,y).
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Obicne diferencijalne jednacine prvog reda

Geometrijska interpretacija

Linijski segment je uredjena trojka

(z,y,9),

gde je ¥’ u svakoj tacki (x, y) odredjen tom diferencijalnom jednacinom.

Skup svih linijskih segmenata se naziva polje pravaca.
Kaze se da je kriva saglasna sa poljem pravaca: koeficijent pravca

tangente na grafik reSenja diferencijalne jednacine y = v (x) u tacki

(z,9(x)) je dat sa ¢'(z) = F(z,¥(x)).



Obicne diferencijalne jednacine prvog reda

Primer

Primer
Neka je y = -3

/S S S s = V=~ N NN NN\
/S /S S md— NN\ N\
//////'3:-‘\\\\\\
Lol il il o iGN NN N
] 1777722~ ~NN\\\\\
1117 772F~NV\\ 0\
§ ol B ZEINEN Nl VR
il \_1\_1:_-/1/ A
N VNN SRz g of L
N N NN N N2 miempt iz /. v/ ] o)
\\\\\\\_3:—’//////
NN\NNN\NNSN~F—rr s/ /
N\ NN SN ~edetrmr r /7 /
NN NN SN~ rr s/ /

P+ =Ce(y=VC-22Vy=—/C—22)
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Obicne diferencijalne jednacine prvog reda

KosSijev pocetni problem

Kriva koja prolazi kroz tacku (xg, yo), tj. zadovoljava pocetni uslov
y(zo) = vo, je partikularno reSenje.

Kaze se da je sa
y' = F(z,y), y(0) = o (3)

zadat pocetni (Cauchyev) problem.



e diferencijalne jednacine prvog reda

Primer

Primer

=ziy(2)=-1.

Neka je i/

15/38
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Obicne diferencijalne jednacine prvog reda

Neki tipovi obi¢nih diferencijalnih jednacina prvog reda

@ jednacina sa razdvojenim promenljivim
@ homogena diferencijalna jednacina

@ linearna diferencijalna jednacina

© Bernulijeva diferencijalna jednacina

@ jednacina totalnog diferencijala



Obicne diferencijalne jednacine prvog reda

Jednacina sa razdvojenim promenljivim

Jednadina oblika

v = (@) 9w), | (5)

Ako integralimo levu i desnu stranu (4) po z, dobijamo

[9(y)-y/dx = [ f(x)dz 4+ C odakle je
[9(y)dy = [ f(z)dz + C.



Primer

Primer
Resiti pocetni problem y' = 2y, y(0) = 3. J

Ako, za y # 0, razdvojimo promenljive i integralimo, dobijamo
d d
dx Y
& Iyl =22+ C o y==+2 oy =Ce®.
Iz poCetnog uslova sledi
y(0)=3=Ce?"=3=C =3,

odakle je resenje pocetnog problema y(x) = 3¢%*.



Obicne diferencijalne jednacine prvog reda

Jednacina u kojoj se mogu razdvoijiti promenljive

Neka je

y’ = f(g;ziz%) [ (ag, bz) = k:(al, bl).

Smena:
t=az+biy=t =a+bhy

=)




Obicne diferencijalne jednacine prvog reda

Homogena jednacina

Neka je f neprekidna funkcija nad (a,b). Za jednacinu oblika

v(@) = (")

kazemo da je homogena diferencijalna jednacina prvog reda.

Uvedimo smenu:

t(z) = @ =y(z) =z t(z) = y'(z) = t(z) + zt' ().

Jednacina

o o V@ 1
@) + 2t () = S(U@) = 21/ (@) = 1) ~ o) > g s = 0

koja razdvaja promenljive.



Obicne diferencijalne jednacine prvog reda

Primer
Primer
Nadi opste resenje diferencijalne jednacine xyy' = 2 + y>. J
Ako jednacinu podelim sa zy, dobijamo
y/ — z + E
Yy x

Uvodjenjem smene t = £

x
, 1
tx+t:;+t

1
& t'xzfé/tdt:/@
t T

1
=3 5152 =In|z| +In|C| = y? = 22 In|Cx|.

December 9, 2021 21/38



Obicne diferencijalne jednacine prvog reda

Jednacina koja se svodi na homogenu

Neka je

ar by

/I a1x+b1y+cl> .
= s |
Yy f<a2a1+b2y+02 as ba

Smena:
r=X4+a,y=Y +p
Polazna jednacina postaje

ay a1 X+ Y+aia+ b1+
dX "\ a2 X +b2Y+asa +baf+ 2 )
i ako je («, B) reSenje sistema jednacina

aia+bif+c1 =0
asa+baB+co =0

dobijamo homogenu diferencijalnu jednacinu
A _faXeby) ay (mdbiy
ax = as X + bY - ax = ag—}-bg% ’



Primer

Primer

NTTINT) . . M dy _  4dx—4y
Resiti diferencijalnu jednacinu g = —p—".

Kako sistem jednacina

4o 48
—4a + B

Sa=1A8=1)

Smenal:z=X+1,y=Y +1

dy  4X -4y

— = ———— (homogena diferencijalna jednacina)
dX —4X +Y



Obicne diferencijalne jednacine prvog reda

Primer

Primer

Resiti diferencijalnu jednacinu % = _iﬁ%:ig-
dY — 4X —4Y

dX  —4X+vY

Smena2: t= X,V =t/X +1

4—4t 4 —t2

t—4 dx
OX +t= s X = @/ _ (X
—4+t t—4 412 X
1 dt dt
s ([ —+3] —)=mh|X|+hC
2(/2—t+ /2+t) n X[ +In
1 2 3
& —71n’( +?) =In|CX]|
2 t—
Y _
X 2 3
X " |=CXeY-2X=C?*2X+Y)3
2+%)3 ( )

Smenal: X =2 -1, Y =y—1= 2z+y+1=C%12z+y—3)2
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Obicne diferencijalne jednacine prvog reda

Linearna diferencijalna jednacina

Diferencijalna jednacina oblika

v+ f(@)y = g(x), | (9)

se kaze da je linearna diferencijalna jednacina prvog reda.



Linearna jednagina - NE UCITI NAPAMET FORMULU

Teorema

Neka su f i g neprekidne nad intervalom (a,b). Tada postoji
jedinstveno resenje jednacine (9) koje zadovoljava pocetni uslov
y(zo) = zo i definisano je na (a,b). ReSenje je dato sa

T T T )
ylx) =e o (yo -i-/g(t)emo dt) (10)
)

Smena: y(z) = u(z)v(z), ¥’ (z) = v/ (z)v(z) + u(z)v'(z)

u'(z)o(z) +u(z)v' (2) + fz)u(z)v(z) = g(x)
u(z)o(z) +u(z) (V' (2) + f(2)v(z)) = g(x)
V(@) + f@) =0 A (2)v(@) = g(x)
dv(z)
v(z)

= —f@dz A (@) = g(a)




Obicne diferencijalne jednacine prvog reda

Linearna jednacina

In o(a)] = — / fWd A @) = g()

— ] far I F(de
v(z) =e %0 A d(x) = g(x)e®o
— f fwyar < f f(u)du
v(z) =e *O A u(z) = /g(t)e“CO dt+C
z0

~Frwar E | fuydu
y(z) = ul@)v(z) = e 0 / gends

o

Iz pocetnog uslova y(zo) = yo sledi da je C = yo. Dakle,

x t
— [ feydt < [ flw)du

y(z)=e "0 (yo +/g(t)eIO dt).

£



Primer

Primer

Naci opste resenje diferencijalne jednacine y' + %y = 923,

3
w'v+ w’ + Zwv =923
T

u'v + u(v/ + §v) = 9z

x
v’—l—%v:() u'v = 923
3—;+%v:0 u’x%:9x3
g—;:—%v o = 98
. v=tes0
In|v| = =3In|z|
o=

1 /9 . 9, C
=uv = '+ C) ==+ —
Y 3 (7 ) 7 3
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Bernoullijeva diferencijalna jednacina

To je diferencijalna jednacina oblika

Y+ f(@)y = g(x)y, a eR\{0,1}. | (11)

Smena:

Jednadina
Z(x) + (1 —a)f(r)z(z) = (1 - a)g(z).

je linearna diferencijalna jednacina.



Obicne diferencijalne jednacine prvog reda

Primer

Primer

Naci opste resenje diferencijalne jednacine y' + %y = zy?.

Ako jednadinu podelimo sa y2, dobijamo

y 11
=4+ -—-=u=
v owy
Smenal: z = i :z’:fy%y’
, 1
2 —z=—uz
x
Smena2: z = uwv.
!/ / 1 / / 1
vv+uw — —uw=—-z=>vv+ulv ——v)=—z

T

T
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Obicne diferencijalne jednacine prvog reda

Primer - nastavak

Primer
Naci opste resenje diferencijalne jednacine y' + %y = zy°. J
o — L1y = uv=—zx
dv _"do vz =—x
In || =In |z u=-1
v=21a u=—-z+C



Obicne diferencijalne jednacine prvog reda

Jednacina totalnog diferencijala

Jednacina

| P(x,y)dz + Q(z,y)dy = 0 (12)
je jednacina totalnog diferencijala ako postoji funkcija F' = F(z,y)
Ciji je totalni diferencijal jednak levoj strani te jednacine, tj. za koju u
nekoj oblasti vazi

dF (z,y) = P(z,y)dx + Q(z,y)dy,
g,
0 . 0
%ZP(x7y) I 72@(%,@)

Ay
Ako postoji takva funkcija, onda iz dF'(x,y) = 0 sledi da je reSenje
jednacine (12)
F(z,y) =C.



Jednacina totalnog diferencijala

Teorema

Neka su P(x,y), Q(z,y), %—g(x, y) i %—f(m, y) neprekidne u jednostruko
povezanoj oblasti G.

Jednacina (12) je jednacina totalnog diferencijala ako i samo ako za
svako (z,y) € G vaZi

oP, . 0Q

v




Primer

Primer
Pokazati da je
(32%y — 6x)dx + (z° + 2y)dy = 0

jednacina totalnog diferencijala i resiti je.

Ako uvedemo oznake P = 3z2y — 6z i Q = x + 2y, onda je Py, = 322 = @, odakle sledi da je
zadata jednacina totalnog diferencijala i postoji funkcija F(z,y) = C1 za koju je

Fy(z,y) = 322y — 6z Fy(z,y) =23+ 2y
F(z,y) = 2%y — 322 + o(y)
Fy(z,y) = 2* + ¢'(y)

2?4+ ¢ (y) = 2® + 2y
¢ (y) =2y
o(y) =y> + C2
F(z,y) = 23y — 322 + y? = C.



Integracioni mnozitel]

Ako nije ispunjen uslov P, = @, postavlja se pitanje da li postoji
funkcija h = h(z,y) za koju

jeste jednacina totalnog diferencijala.

Ako postoji takva funkcija, onda se kaze da je izraz h(x,y)
integracioni mnozitelj.



Primer

Primer
Resiti diferencijalnu jednacinu

(2z + 2%y + ) dx + (2y + 23 + zy?)dy = 0,

ako ona ima integracioni mnoZitelj oblika f(t) gde jet = xy.

Neka je h(z,y) = f(t(z,y)), gde je t = xy. Tada je, koriste¢i lan¢ana pravila

df d ; .
ha(e,y) = B0 = j(0) yihy(a,9) =

df dt

ady—f(t)'ﬁ

t=xy =tz =y,ty =

Neka je
P=ft) 2z +2y+y*) Q= f(t)(2y+2® +ay?)




Obicne diferencijalne jednacine prvog reda

Primer
Py =Qx
& fxz+ 2%y + ) + F(O)(@® +3y°) = F(Oy(2y + 2° + 3y®) + (1) (32 + ¢°)
& f)(22® — 2%) = f(t)(22% — 2y7)
Sy df(t)
& fi)=ft) e 50} =dt
& Inf(t)=t
s ft)=¢t

Znadi, integracioni mnozitelj je e*¥ i zadata diferencijalna jednacina je ekvivalentna jednacini

(2z + =2y + y3)ezyd:r; + 2y + z° + xy2)ezydy =0.



Obicne diferencijalne jednacine prvog reda

Primer

Primer
Resiti jednacinu totalnog diferencijala

(2z + 2%y + y*)e™da + (2y + 22 + zy?)e™dy = 0.

Fy = 2z + x2y + y3)e™¥ Fy = (2y + 23 + zy?)e??
F=2[ze®dz +y (22 + y?)e®dz + ¢(y) Fy = 2ye® + (23 + zy?)e®¥
F=2[ze"dz + y(%(a}2 +y2)e™ — %fxezyda:) + o(y) Fy = 2ye® + (23 + zy?)e™¥
F = (2 +y*)e™ + o(y)
Fy = 2ye™ + (23 + xy®)e™ + ¢’ (y)
2ye™ + (¢ + 2y®)e™ + ¢/ (y) = 2ye™ + (2 + xy®)e™?
¢'(y)=0= () =C
F(z,y) = (@® +y*)e™ + C
Resenje zadate diferencijalne jednacine je
(@2 +y?)e™ 4+ C = 0.
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