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Master metoda

Tema 1

Master metoda




Master metoda

Master metoda

Daje tesnu granicu za ("skoro sve”) rekurentne relacije oblika
T(n) = aT(n/b) + f(n), (1)
gdesua>1,b>1i f(n) je data funkcija.

Teorema (Master teorema)
Ako je T'(n) zadato rekurentnom relacijom (1), tada vaZi:
Q@ T(n) = O(n'°®:2), ako je f(n) = O(n'°82~€), za neku konstantu
€e>0;
Q T(n) = 0O(n'*®%1gn), ako je f(n) = O(n'°#2);
Q T(n) = O(f(n)), ako je f(n) = Q(n'°8s9%<), za neku konstantu
e > 0 i ako postojin, > 0 takvo da je af(n/b) < cf(n) za neko
c<lisven > ng;




Master metoda

Master teorema: skica dokaza za n = v™

Neka je n = b™. Tada je rekurzivno stablo oblika:
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Master metoda

Master teorema: skica dokaza za n = v™

Na i-tom nivou:

@ veli¢ina argumenta u ¢voru je ;; - pa je na posledenjem nivou
# = 1, odakle je i = log;, n , a broj nivoa je log, n + 1;

@ broj vorova je a’ i svaki Evor vredi f(7)- pa je cena za itav nivo
a'f (). Na poslednjem nivou ima a'°8™ = n'°8:@ gvorova. Kako
je T(1) konstana cena poslednjeg nivoa je ©(n'°8: ).

Dakle, vredi
log, n—1

T(n) = ©(n'® %) + Y af(bﬁ) )

1=0

Prvo treba da odredimo slozenost za g(n) = S1. %" a'f(§).



Master metoda

Master teorema: skica dokaza za n = v™
Lema

Neka jea > 1ib > 1 konstante i neka je g(n) = zﬁ‘fg” ! a'f(%). Tada
vaZe sledece ocene:

@ g(n) = O(n'%%), ako je f(n) = O(n'°%2~¢), za neko e > 0;
Q g(n) = O(n'=%1gn), ako je f(n) = O(n'o%2);

Q g(n) =Q(f(n)), ako postojing > 0 takvo da je af(n/b) < cf(n), za
nekoc < 1 isvakon > ng.

y
Prvi sluéaj. Iz f(n) = O(n'°8s ¢=€) sledi f(n/b") = O((n/b%)l°8b *—€), pa imamo
log, n—1 lo logy n—1 . i
8p A€ logy, a—e ab
g(n) S d Z ( ) =dn Z() blogb a
i=
logp n—1 pelogpn _ 1 née—1
_ dnlogb a—e Z (be)z dTLlOgb a—e _ dnlogb a—e
i b — 1 b1

Posto su b i e konstante, iz poslednjeg imamo g(n)

— O(nf) - O(nlogs =€) = O(nlo8s ), 1.
g(n) = O(a'®s™).
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Nastavak dokaza leme

Drugi sluéaj. 1z f(n) = ©(n'°8s %) sledi f(n/b") = ©((n/b*)!°%s @), odakle sledi

log, n—1 logy n—1
g(n) = © Z a‘(n/b*)8v e | = @[ nloss @ Z 1

=0 =0

€] (nlogb % logy, n) =0 <n1°gb “lg n)
Treci slucaj. Posto je g(n) = Zi‘fg nl aif(% , i svi sabirci sa desne strane su pozitivni

mozemo zakljuciti g(n) = Q(f(n)). 1z uslova af(n/b) < cf(n), zaneko c < 1isven > ng,
imamo f(n/b) < (c/a)f(n), odnosno f(n/b) < (c/a)f(n/b*~1) < ... < (c/a)’f(n), odakle je
a’f(n/b*) < ¢ f(n). Iz poslednjeg sledi

log, n—1 logy n—1

sn) = > ()< X dfm+on

1=0 i=0
> 1
< Jm) Yo +00) = T f(n) + O1) = O(f(n),
1=0
gde je O(1) ograni¢enje za sve Elanove sume za koje je i < ng (jer za njin a* f(n/b*) < ¢t f(n)

ne mora da vazi). 1z g(n) = Q(f(n)) i g(n) = O(f(n)) sledi g(n) = O(f(n)).



Master metoda

Master teorema: skica dokaza za n = b™ - kraj

Za izvedeno T(n) = ©(nl8ra) 4 S 18" a'f (), na osnovu
prethodne leme mozemo zakljuciti:
@ Ako je f(n) = O(n'°897¢), za neku konstantu ¢ > 0, tada vaZi

T(n) — @(nlogb a) + O(nlOgb a) — @(nlogb a);
Q Akoje f(n) = O(n'® %), tada
T(n) — e(nlogb a) + @(nlOgba Ig Tl) _ @(nlogba Ig Tl);

© Akoje f(n) = Q(nlo#» 2+€), za neku konstantu ¢ > 0 i ako postoji
n, > 0 takvo da je af(n/b) < cf(n) zaneko ¢ < 1isven > ny,
tada
T(n) = ©(n'*®*) +O(f(n)) = O(f(n)).



Master metoda

Master metod: primeri

Koriste¢i Master metod dati tesne granice za:
Q@ T(n)=4T(n/2) +n;

e Ovde jea=4ib=2, paimamo n'°&* = ploe24 = O(n?). Kako je
f(n) =n = 0(n'824¢), za ¢ = 1, moZemo primeniti 1. slu¢aj
Master teoreme i regenje je T'(n) = O(n?).

Q T(n)=T(3n/4)+ 2;

o Ovdejea=1ib=4/3, paimamo n'°g* = n'l°8/s1 = O(1). Kako
je f(n) =2 =0(1) = O(n'°# %), mozemo primeniti 2. slu¢aj Master
teoreme i reSenje je T'(n) = ©(lgn).

Q T(n)=2T(n/3) +nlgn;

e Ovde jea=2ib=3, paimamo n'°e * = pl°es 2, Kako je
f(n) =nlgn = Q(n'°8:2+¢), za e = 0,3 (jer je log; 2 ~ 0,63), i za
svako n (veée od ny = 3) vazi uslov regularnosti
af(n/b) =2(n/3)1g(n/3) < (2/3)nlgn = cf(n), za c = 2/3,
mozemo primeniti 3. slu¢aj Master teoreme i reSenje je
T(n) = O(nlgn).



Master metoda

Master metod: "rupe”

Izmedu 1. i 2, kao i izmedu 2. i 3. slu¢aja Master teoreme postoje
rupe”, tj. Master metod ne daje reSenje za sve rekurentne relacije
oblika T'(n) = aT'(n/b) + f(n). Razlog je §to f(n) i n'°% @ moraju da se
bar "polinomno” razlikuju da bi primenili 1. ili 3. sluCaj Master teoreme.

Primer

Na rekurentnu relaciju T'(n) = 4T (n/2) + n?lgn ne moZemo primeniti
Master teoremu jer n'°s»® = n?, a f(n) = n%lgn.

Posto je f(n) = n?lgn brze rastuta od n? mozemo pomisliti da mozemo primeniti 3. slucaj
Master teoreme. Medutim, to nije slu€aj jer ne mozemo naci € > 0 takvo da je
f(n) = n?lgn = Q(nlos2 4t<) = Q(n2+¢) jer je Ig n sporije rastuca funkcija od n¢ za svako

€ > 0.



Master metod: zadaci

Zadatak

Koriste¢i Master metod dati tesne granice za sledece rekurentne
relacije:

Q@ T(n)=4T(n/2) +1;
@ T(n)=4T(n/2) + ny/n;
Q T(n) =4T(n/2) +n?;
Q T(n) =4T(n/2) +n3;
(n)
(n)

Resenje. Na Casu. ¢
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Linearne rekurentne relacije

Tema 2

Linearne rekurentne relacije




Linearne rekurentne relacije

Linearne rekurentne relacije: primer

Problem: Izracunati n-ti ¢lan Fibonacijevog niza
fl = 17f2 = 17f3 :f2+fls ] fn :fn—1+fn—2-
Pretpostavimo da je n > 1. ReSenje:

Algorithm 1: F'(n)

if n <2 then
| returnl
else
| return F(n—1) + F(n—2)

Vreme rada algoritma (u univerzalnom sistemu) je:
Tn)=0(1)+T(n—1)+T(n—-2)+0(1)=T(n—-1)+T(n—2)+06(1).
Kako dati dobru ocenu za ovakvu rekurentnu relaciju?

Domaci: Napisati iterativni algoritam za rac¢unanje Fibonacijevog n-tog broja koji radi u vremenu
O(n).



Linearne rekurentne relacije

Linearne rekurentne relacije sa konstantnim
koeficijentima: oblik

Definicija

Linearna rekurentna relacija k-tog reda sa konstantnim koeficijentima
je oblika:

Tn)=a1T(n—1)4+aT(n—2)+...+aT(n—k)+ f(n),

gde su ay,as,...,a realne konstante i k < n.

Uz poCetne uslove T'(0) = to, T'(1) = t1,...,T(k — 1) = tx_1 Cini
pocetni problem.

@ Ako je f(n) = 0 linearna rekurentna relacija se zove homogena.
@ Ako je f(n) # 0 linearna rekurentna relacija se zove nehomogena.

Pitanje: Podseca na nesto? Pogledajte gradivo iz linearnih diferencijalnih jednacina viseg reda,




Homogena linearna rekurentna relacija

Tema 3

Homogena linearna rekurentna relacija




Homogene linearne rekurentne relacije sa
konstantnim koeficijentima
Opéti oblik:

Tn)=a1T(n—1)4+aT(n—2)+...+aT(n— k).

Resenje trazimo uvode¢i smenu T'(i) = x!, pa dobijamo:

2" —a" = a2 — . —a" R =0.

Nakon deljenja sa % +# 0 dobijamo karakteristiéni polinom:

zF — alxk_l — agxk_Q —...—ar=0.

Sledi: Radi lakSeg razumevanja u nastavku ¢emo prvo obraditi homogene linearne rekurentne
relacije drugog reda.



Homogena linearna rekurentna relacija

Homogena linearna rekurentna relacija drugog reda
sa konstantnim koeficijentima
Opsti oblik:

T(n)=a1T(n—1)+ a2T(n — 2),
gde su a; # 0V az # 0 realne konstante i sa 7'(0) = ¢y, 7(1) = t; su
dati poCetni uslovi. Smenom 7T'(i) = %, od rekurentne relacije
dobijamo karakteristi¢ni polinom 2% — a1z — as = 0.
Teorema
Ako su koreni karakteristicnog polinoma z; i zo, razlikujemo dva
slucaja:

@ 21 # 2z resenje je T'(n) = C127 + Cazy, gde su konstante Cy i Cy
(koje mogu biti i kompleksne, ako su z1 i zo kompleksni)
jedinstveno odredene pocetnim uslovima;

@ z; = zy. resenje je T'(n) = C12] + Canzy, gde su (realne)
konstante C i Cy jedinstveno odredene pocetnim uslovima.




Dokaz teoreme
@ 2z # z2: Pokazimo da je T(n) = C12] + C22l reSenje za
T(n) =a1T(n —1) 4+ a2T(n — 2) za sve (potencijaino kompleksne) konstante C1 i Ca.
a1T(n—1)+ a2T(n —2)
=ai <C1z?_1 + sz;l_l> + a2 (Clz?_g + 0223_2)
= 01277 %(a121 + a2) 4+ Cozl " 2(a122 + az)
= 01277222 4 Cozl 7222 = T(n).

@ 2z = zy: Pokazimo da je T'(n) = C12] + Caonz] reSenje za
T(n) =a1T(n — 1) 4+ a2T(n — 2) za sve konstante C1 i C2 (iz R).

a1T(n—1)+ a2T(n — 2)
=a (Clz?_l + Ca(n — l)z?_l) + as (Clz?_Q + Ca(n — 2)2?_2)
= C’1zf72(a1z1 +a2) + anz?72(a1z1 +az) — 022?72((1121 + 2a2)

= 0127722 + Conz? 222 40 = T(n).

Gde smo u oba slucaja koristili a1 z; + a2 = 22, i = 1,2, na osnovu karakteristi¢nog polinoma. U

drugom slu¢aju imamo 22 — a1z — az = (2 — 21)? = 22 — 2212 + 22, odakle je a1 = 2z |

as = —z%, teje aiz1 + 2a2 = Qz% - 22% =0.



Homogena linearna rekurentna relacija

Dokaz teoreme - nastavak

Pokazujemo da su konstante C4, C2 jedinstveno odredene pocetnim uslovima
T(0) =to,T(1) = t1.
@ 21 # z2: Zamenom pocetnih uslova u opste reSenje T'(n) = C12]* + C22% dobijamo

sistem
Ch + C2 = to
21C1 + 2905 = U
Cija je determinanta Ds = z3 — 21 # 0, odakle sledi da sistem ima jedinstveno reSenje po
C1iCs.
@ 2z; = z3: Zamenom pocetnih uslova u opSte reSenje T'(n) = C12}* + Canz] dobijamo
sistem
Ch + = to
21C1 + z21C2 = t©

Cija je determinanta Dy = 21 # 0 (jer a1 # 0V as # 0), odakle sledi da sistem ima
jedinstveno reSenje po C1 i Cs.



Dokaz teoreme - kompleksni koreni

Posto je karakteristi¢ni polinom sa realnim koeficijentima znamo da vazi: ako je z; € C \ R koren
polinoma tada je z; takode koren. U tom slu€aju vazi z; # z1, tj. opSte reSenje je oblika
T(n) = C12] + C2Z}. Neka je z1 = o + i3 = p(cos ¢ + isin ). Sledi:

@ Vazi C; = Coq, jeriz to,t1 € Risistema

(of +  Cq = to
21C1 + 7109 t1

koji dobijamo iz pocetnih uslova, imamo Im(C1 + C2) =0, tj. Im(C2) = —Im(Ch) (iz
prve jednacine). Iz druge jednacine imamo
Im(z1C1 +2z1C2) =0
& alm(Ch) + BRe(C1) — alm(C1) — BRe(C2) =0
& B(Re(Ci) — Re(C2)) =0,
a posto je 8 # 0 (jer z1 € C\ R), sledi Re(C1) = Re(C2).
@ Nekaje C1 = E —iF. |1z Moavrove formule imamo z]* = p"(cos ny + isinny). OpSte
reSenje se sada oblika
T(n) = G127+ C1zZ} = 2Re(C127)
P (2E cos ny + 2F sinnep).



Homogena linearna rekurentna relacija

Homogena linearna rekurentna relacija drugog reda
sa konstantnim koeficijentima

T(n)=aT(n—1)+aT(n—-2) = x*—ax—ag=0.
Da rezimiramo:
@ Ako su koreni 21, 2o realni i razliciti, opste reSenje je oblika
T(n) = Clz? + ngg.

@ Ako su koreni z1, 2o jednaki (samim tim i realni), opSte reSenje je
oblika
T(n) = Ciz] + Canzy.

@ Ako su koreni z1, zo kompeksni i z; = p(cos ¢ + isinp), opSte
reSenje je oblika

T(n) = p"(E' cos(np) + F'sin(ngp)).



Homogena linearna rekurentna relacija

Fibonacijeva linearna rekurentna relacija

Primer
Resiti Fibonacijevu rekurentnu relaciju F(n) = F(n — 1) + F(n — 2), uz
pocetne uslove F(0) =0/ F(1) = 1.

Karakteristi¢ni polinom je 22 — 2 — 1 = 0, ¢iji su koreni z; ), = 112‘/5

(brojevi "zlatnog preseka”). Posto su koreni realni i razliCiti opSte

reSenje je
1 D 1—-+/5
F(n) = Cy ( +2f> 4O ( f)

2

Zamenom pocetnih uslova dobijamo F(0) = C; + C = 0, 1.
Cy = —Cy, paje F(1) = C; 15 — ¢ 155 = 01/5 = 1, odakle imamo
C, = . Re8enje po&etnog problema je

L
1 (1+v5) 1 [1-v5)\"
Fn) = — = .
Ve 2 vh\ 2




Homogena linearna rekurentna relacija

Homogena linearna rekurentna relacija drugog reda
sa konstantnim koeficijentima - jo$ primera

Zadatak

Resiti pocetne probleme:
Q@ T(n)=4T(n—1)—4T(n—2),T(0) =1, T(1) = 4;
Q T(n)=-9T(n—2), T(0)=1,T(1) = 6.

Resenje.
Q Karakteristiéni polinom je 22 — 4z + 4 = 0, ¢&iji su koreni 21 /2 = 2. Posto imamo
dvostruki koren opste reSenje je T'(n) = C12™ + Can2™. |z pocetnih uslova dobijamo
T0)=Cy=1,paizT(1) =2C1 +2C3 = 4imamo C2 = 1. ReSenje je

T(n) =2" +n2".

e Karakteristiéni polinom je 22 + 9 = 0, &iji su koreni
212 = £3i = 3(cos(m/2) £ isin(r/2)). Posto su koreni kompleksni, opste resenje je
T(n) = 3"(C1 cos(nm/2) + Ca sin(nm/2)). 1z poetnih uslova dobijamo T'(0) = C1 = 1i
T(1) = 3C2 = 6. ReSenje je

T(n) = 3"(cos(nm/2) + 2sin(nm/2)).



Homogena linearna rekurentna relacija

Homogene linearne rekurentne relacije n-tog reda sa
konstantnim koeficijentima (bez dokaza)

Tn) = aiT(n—1)4aT(n—-2)+...+aT(n—k)

= zk—alzk_l—agwk_Q—...—ak:O.

Ako su z1, 22, . . ., 2 Svi koreni karakteristicnog polinoma, opste reSenje je oblika

Cifi(z1) + Cafa(z2) + ...+ Crfr(zk) =0,

pri cemu
@ akoje z;, =z, =...= z;,, realan koren viSestrukosti m > 1 tada
Jis (2iy) = 203, fig (2iy) = m2l oo figy (Rigy) = ’ﬂm_lzﬁ;
@ akojez;, =...=z,, = p(cosp + isinp) kompleksan koren viSestrukosti m > 1 tada
jeiz; =...=z;, = p(cosp —isinyp) ivazi

fir (zi) = p" cos(np), ..., fiy, (2i,,) = ™71 p" cos(ne);

Fir(zj2) = p" sin(ng),..., £, (25,,) = 0™~ p" sin(ng).



Nehomogena linearna rekurentna relacija

Tema 4

Nehomogena linearna rekurentna relacija




Nehomogena linearna rekurentna relacija

Nehomogene linearne rekurentne relacije sa
konstantnim koeficijentima

Opsti oblik nehomogene jednacine

Tn)=a1T(n—1)+aT(n—2)+...+aT(n—k)+ f(n),
gde su ay, ..., a realne konstante i f(n) # 0 realna funkcija.
Ovoj nehomogenoj jednacini odgovara homogena

Tn)=aT(n—1)4+aT(n—-2)+...+aT(n—k).



Nehomogena linearna rekurentna relacija

Nehomogene linearne rekurentne relacije sa
konstantnim koeficijentima
Teorema

Neka je T,,(n) jedno (partikularno) reSenje nehomogene jednacine.
Ako je T'(n) opste reSenje nehomogene jednacine, tada je

opste resenje odgovarajuce homogene jednacine.

Ako su Ty (n) i T'(n) reSenja nehomogene rekurentne relacije, onda za njih vazi

T(n)

aiT(n—1) + ... + aTn—-k) + f(n)
Tp(n)

a1Tp(n—1) + ... 4+ aTp(n—k) + f(n)
Ako od prve jednacine oduzmemo drugu,

T(n)—Tp(n) = a1(T(n—1)—Tp(n—-1)) + ... + ar(T(n—k)—Tp(n—k))
odakle je T'(n) — Tp(n) reSenje odgovarajuc¢e homogene rekurentne relacije i

Ty(n) = T(n) — Tp(n) & T(n) = Ty(n) + Tp(n).




Nehomogena linearna rekurentna relacija

Nehomogena: pogadanje oblika partikularnog resenja

Neka je nehomogeni deo linearne jednacine oblika
f(n) = t"(bpn™ + bp_1n™ 4+ ..+ by),

gde su b, ..., by realne konstante.
Tada je partikularno reSenje je oblika

Tp(n) = n't™(dpn™ + dp 0™+ ...+ dp),

gde je
@ d,,n™ +dy,_1n™ !t + ... + dp polinom m-tog stepena (istog kao u
nehomogenom delu) sa neodredenim koeficijentima;
@ [ je viSestrukost korena ¢ karakteristiCne jednacine (ako ¢ nije
koren onda uzimamo [ = 0).



Nehomogena linearna rekurentna relacija

Slozenost algoritma za racunanje n-tog Fibonacijevog
broja

Za vreme rada tog algoritma (u univerzalnom sistemu) imali smo:
Tn)=Tn—-1)+T(n—2)+ O(1).

Zadatak
Resiti rekurentnu relaciju T'(n) =T(n — 1)+ T(n — 2) + d. J

Opste reSenje trazimo u obliku T'(n) = Tj,(n) + Tp(n), gde smo ranije ve¢ odredili reSenje
odgovarajuée homogene rekurentne relacije Tj, (n) = C1 (”‘[) + C2 (%) . Kako je

f(n) = d sledi da je partikularno re$enja oblika T),(n) = A, pa zamenom u po&etnu rekurentnu
relaciju dobijamo A = A+ A +d, odakle je A = —d. Opste re$enje pocetne rekurentne relacije je

T(n)01<1+2\/5> +02<1_2‘/5> —d.

Napomena: Ovaj algoritam je eksponencijalne slozenosti, jer je T'(n) = © (( 1+‘/5)n>.

2



Nehomogena linearna rekurentna relacija

Nehomogene linearne rekurentne relacije sa
konstantnim koeficijentima: primeri

Zadatak

Odrediti resenje rekurentne relacije
Tn)=4T(n—1)—4T(n—2)+2",T(0)=1,T(1) = 4.

Resenje je oblika T'(n) = Ty (n) + Tp(n), gde smo ranije odredili Ty, (n) = C12™ + Can2™. Kako
je nehomogeni deo f(n) = 27, imamo da je partikularno resenje oblika T, (n) = An22™ (imamo
¢&lan n? jer je 2 dvostruki koren karakteristicnog polinoma homogenog dela). Zamenom u
pocetnu rekurentnu relaciju imamo

An22™ = 4A(n —1)22" 71 —4A(n — 2)22n72 2",
gde nakon deljenja sa 22 i sredivanja dobijamo A = 1/2. Dakle, opste resenje je
T(n) = C12" + Con2™ + n227n~ 1
Iz pocetnih uslova dobijamo T(0) = C1 = 1, paiz T(1) = 2C1 + 2C2 + 1 = 4imamo Cy = 1/2.
Resenje je
T(n) = 2" +n2n~1 4 n2on-1,



Nehomogena linearna rekurentna relacija

Nehomogene linearne rekurentne relacije sa
konstantnim koeficijentima: zadaci

Zadatak
Odrediti opsta reSenja sledecih rekurentnih relacija:
Q@ T(n)=3T(n—1)+n;

Resenje. Na Casu. ¢
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