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Teorija algoritama

Tema 1

Teorija algoritama




Teorija algoritama

|zraCunljivost

Pitanje 1: Sta je to algoritam? Ovaj put trazimo preciznu matematic¢ku
definiciju.

Pitanje 2: Da li za svaki matematicki problem mozemo da napravimo
algoritam koji ga reSava?

David Hilbert je mislio: DA! U ovkiru svake aksiomatske teorije za
svako tvrdenje mozemo mehanicki proveriti da li je tacno ili ne.
Medutim, Kurt Gedel je pokazao da u okviru svake aksiomatske
teorije koja u sebi sadrzi aksiome prirodnih brojeva (odnosno Peanove
aksiome) postoji formula koja vazi na N ali nije posledica posmatranih
aksioma. Tj. teorija prirodnih brojeva nije kompletna, pa ni odluciva
jer ne postoji algoritam koji bi za datu formulu uvrdivao da li ona vaZzi
na N ili ne.

Pogledati prvih 9 min predavanja prof. Filipa Vadlera:
https://www.youtube.com/watch?v=I01Zat1ZtGU


https://www.youtube.com/watch?v=IOiZatlZtGU

|zraCunljivost - CerCova teza

Tri modela izracunljivosti:
@ Rekurzivne funkcije - Kurt Gedel;
@ Tjuringove masine - Alan Tjuring;
@ A raéun - Alonzo Cerg.

Sva tri modela su ekvivalenta!!!

Ceréova teza: Klasa izradunljivih funkcija se poklapa sa klasom
A-definabilnih/Tjuring-izraCunljivih/rekurzivnih funkcija.

Kasnije su se pojavili i drugi modeli izraCunljivosti: Postovi sistemi,

algoritmi Markova, gramatike Comskog, masine Minskog, while
programi, itd.



Prosto rekurzivne funkcije

Tema 2

Prosto rekurzivne funkcije




Prosto rekurzivne funkcije

Prosto (primitivno) rekurzivne funkcije

Definicija (Osnovne funkcije)

@ Nula funkcija: N(z) =0, za sve z € N.

@ Sledbenicka funkcija: S(x) = x + 1, za sve z € N.

© Projekcije: I : N" —» N, zak e {1,...,n}, date sa
Nz, ..., xn) = g

Definicija (Kompozicija i Sema proste rekurzije)
@ Zadate funkcije g : N¥ — N ihq,..., h: N* - N, kompozicija
f :N" — N je definisana sa
flx1,. .y xn) = g(ha(zr, .y zpn)y ooy h(Tr, .oy xy)).
©Q Zadateg:N" - Njh:N"*2 - N kazemodaje f : N**! — N

dobijena Semom proste rekurzije ako za sve x1,...,x,,y € N:

o f(z1,...,2,,0) =g(z1,...,2n);
° f(xla-"7xn7y+1) = h(mly-~a$n7y7f($17~--,$my>)'

= i - = =



Prosto rekurzivne funkcije

Prosto rekurzivne funkcije

Napomena: u Semi proste rekurzije z — 1, ..., x,, se zovu parametri
rekurzije, a y glavna promenljiva po kojoj je rekurzija i definisana.

Prosto rekurzivne funkcije su one koje moZzemo dobiti od osnovnih
konacnom primenom pravila za kompoziciju i S$emu proste rekurzije.

Prosto rekurzivne funkcije predstavljaju znacajnu klasu Gedelovih
rekurzivnih funkcija.

Teorema (Teorema rekurzije)

Za date funkcije g : N — N i h : N**2 — N postoji jedinstvena funkcija
f : N"*! N koja zadovoljava uslove:

° f(J;l,...,fL'n,O) :g(‘rla"wxn);
° f(l'l,...,xn,y‘i‘l) = h(‘rh'")xnuyaf(xlv'”7xn)y))'

Dokaz ne¢emo raditi. Zainteresovani mogu naci ovaj dokaz u knjizi prof.-Dolinke.



Prosto rekurzivne funkcije

Prosto rekurzivne funkcije: primeri
@ Sabiranje + : N> — N:

+(x,0) = z=g(x)
+(zy+1) = z+@y+1)=(x+y)+1=h(zy +(x,9))

gde je g(x) = Ill(x) i h(z,y,z) = S(Ig(l‘,y,z)).
Na primer:

+(3,2) = h(3,1,+(3,1)) = h(3,1,h(3,0,+(3,0)))
= h(3,1,h(3,0,3)) = h(3,1,4) = 5

Primetimo: Ako su f i g prosto rekurzivne funkcije, tada je
+(f,9) = f + g takode prosto rekurzivna (jer je u pitanju kompozicija
prosto rekurzivnih funkcija + i f, g).



Prosto rekurzivne funkcije

Prosto rekurzivne funkcije: primeri
@ Mnozenje - : N2 — N:
gde je g(z) = N(z) i
Wz, y, 2) = +(z,2) = +(I5(2,y, 2), I} (2, 9, 2)).
Na primer:

(3,2) = h(3,1,-(3,1)) = h(3,1,h(3,0,-(3,0)))
= R(3,1,h(3,0,0)) = h(3,1,3) = 6.

Primetimo: Ako su f i g prosto rekurzivne funkcije, tada je
«(f,9) = f - g takode prosto rekurzivna (jer je u pitanju kompozicija
prosto rekurzivnih funkcija - i f, g).



Prosto rekurzivne funkcije

Prosto rekurzivne funkcije: primeri

@ Unarna funkcija prethodnik P : N — N definisana sa:

0 zax =0
r—1 zaxz >0,

P(z) = {

je prosto rekurzivna jer je

za g(z) = N(z) i h(z,y) = I} (z,y).
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Prosto rekurzivne funkcije

Prosto rekurzivne funkcije: primeri

@ Operacija monus - : N> — N:

() - |
je prosto rekurzivna jer
=(z,0) = z=g(),
;($,y + 1) = h(l?,y, ;(x,y)),
gde je g(z) = I{(z) i h(z,y, 2) = P(I3(z,y, 2)).
Na primer:
~(3,2) = h(3,1,=(3,1)) = h(3,1,h(3,0,=(3,0)))
= h(3,1,h(3,0,3)) = h(3,1,2) = 1.

0 zar <y
r—y zax >y,

Primetimo: Oduzimanje = — y nije (totalna) funkcija — : N> —» N, pa
nije ni prosto rekurzivna.



Prosto rekurzivne funkcije

Eksplicitna transfomacija

Direktno iz definicije kompozicije imamo sledece tvrdenje.

Teorema

Ako je g : N* — N prosto rekurzivna funkcija i hy, . .., hy, : N* — N su ili
projekcije ili konstantne funkcije. Tada je f : N — N je definisana sa

flze, ... zn) = g(hi(xr, . ymp), .o he(@n, .0y 2n)),

takode prosto rekurzivna.

Primer

Ako je g : N3 — N prosto rekurzivna, tada su f(x,y) = g(y, z,0),
h(z,y,z) =gy, z,x) i(z,y, z,u) = g(z, x, z) takode prosto rekurzivne.

v




Prosto rekurzivne funkcije

Prosto rekurzivne funkcije: joS primera

@ Unarna funkcija signum sg : N — N definisana sa:

sq(x) = 0 zax=0
9= zax >0,

je prosto rekurzivna jer je

sg(0) = 0=g(x),
sgly+1) = 1="h(y,sg(y)),
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Prosto rekurzivne funkcije

Prosto rekurzivne funkcije: joS primera

@ Unarna funkcija antisignum sg : N — N definisana sa:

59(x) — 1 zazxz=0
g |l 0 zaz>0,

je prosto rekurzivna jer je

59(0) = 1=g(x),
sgly+1) = 0=nh(y,s9(y)),

za g(z) = S(N(x)) i h(z,y) = N(I{(z,y)).
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Prosto rekurzivne funkcije

Prosto rekurzivne funkcije: predikati

Unarni predikat je neki podskup od N. Kazemo da je unarni predikat
p prosto rekurzivan ako je prosto rekuzivna njegova karakteristicna
funkcija
_ {1 akovazip(z)

Cpl) = { 0 ako ne vazi p(z).
Za unarni predikat “je ve¢e od nule” karakteristi¢na funkcija je sg, pa je
predikat prosto rekurzivan.
Binarni predikat je neki podskup od N2. Kazemo da je binarni
predikat p prosto rekurzivan ako je prosto rekuzivna njegova
karakteristiCna funkcija

Co(z,y) = {

Za binarni predikat “je manje jednako od” karakteristiCna funkcija je
C<(z,y) = leq(z,y) = 3g(x ~ y), pa je predikat prosto rekurzivan.

Analogno za n-arne predikate (tj. n-arne realcije na skupu N).

1 akovaZi p(z,y)
0 ako nevazi p(x,y).



Prosto rekurzivne funkcije

Prosto rekurzivni predikati: primeri

Sledeci binarni predikati su prosto rekurzivni.
o "="tjerje C-(z,y) = eq(z,y) = 59(|lz —y|) =59((x ~y) + (y ~ 2));

° "#” jerje C.(x,y) = neq(z,y) = sg(|x — y|);

° "<"jerje Cc(x,y) =le(z,y) =5g(x ~y) - syl — yl);
@ =" Cs(z,y) = geq(x,y) = domaci;

@ ">": C.(z,y) = ge(x,y) = domadi.

Sledece funkcije su prosto rekurzivne.
® min(z,y): jer je min(z,y) = le(z,y) - = + geq(z, y) - y;
@ mazx(x,y): domadi.
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Prosto rekurzivne funkcije

Funkcija zadata po slucajevima
Teorema

Neka su g1, ..., gk, a1,...,q,_1 prosto rekurzivne funkcije iz N® uN j

neka vaZi da u svakoj tacki iz N" vrednost najvise jedne od funkcija
ai,...,a_1 je jednaka nuli. Tada je prosto rekurzivna i

gi(z1,...,zy)  za ay(zy,...,2y) =0

’ ’ gk,l(xl,...,wn) zZa Oékfl(l'l,...,.%'n) =0
gk(x1,...,x,)  Inace.
v
Dokaz sledi direktno iz:
flz1, . izn) = 3glaa(z1,...,20))  g1(21,. .., Tn)
+ ... +5g(ag—1(z1,. .., 2n)) - Gp—1(x1,. .., Tn)
+sg(ar(z1,...,@n) .. op_1 (@1, Tn))
'gk(xlz ce 7wn)'
Primetimo da o1 (21, ...,2n) = 0 definiSe jedan (n-aran) predikat na N Cija je karakteristi¢na
funkcija sg(a1 (z1,...,Zn)




Funkcija zadata po sluCajevima: posledica

Teorema

Neka je f : N — N prosto rekurzivna i g : N — N . Ako se vrednosti
funkcija f i g ne poklapaju samo na konacno mnogo tacaka iz domena,
tada je i g prosto rekurzivna.

Dokaz sledi iz

c1 ako (z1,...,on) = (al,...,al)
9@, wn) = Ck ako (z1,...,2n) = (ak,...,ak)
f(z1,...,zn)  inate,

akosu (a},...,al),...,(a¥,...,ak) jedine tatke iz domena u kojima f i g uzimaju razli¢ite
vrednosti (i g uzima vrednosti ¢y .. ., ¢, redom). Primetimo da je (z1,...,2n) = (a%, co,al)
prosto rekurzivni predikat na N, jer je njegova karakteristi¢na funkcija
hi(z1,...,2zn) = eq(z1,al) - ... eq(zn,al), a karakteristitna funkcija predikata "inace” je
i(21,. ., 2n) = sg(eq(z1,a}) + ... + €G(wn,a)) - ... - sg(eq(z1,a}) + ... +eq(zn, ak)).



Prosto rekurzivne funkcije

lteracija je specijalan slucaj rekurzije: o zbiru

Teorema (Teorema o zbiru)

Neka je u : N™ — N prosto rekurzivna funkcija. Tada je prosto
rekurzivna i f : N — N definisana sa

Tn
flz1, . op1,2p) = Zu(wl,...,xn,l,i).
=0
W
Dokaz. Sema proste rekurzije za f je
flx1,...,2n-1,0) = g(z1,...,2n-1),
flx1, . Tn—1,2n +1) = h(z1,...,Tn-1,2n, f(Z1,...,Tn-1,Tn)),
zag(zi,...,n-1) =u(T1,...,Tn-1,0)i
h(z1,. ., Tn—1,Zn,y) =y +u(z1,...,Tn_1,2n + 1), jerje

f(xh"-vxn—hwn + 1) = f(wlw-'vxn—laxn) +u(:1}1,~-~,£13n_1,£1?n + 1)



lteracija je specijalan slucaj rekurzije: o proizvodu

Teorema (Teorema o proizvodu)
Neka je u : N™ — N prosto rekurzivna funkcija. Tada je prosto
rekurzivna i f : N* — N definisana sa

Tn

fz1, .., zp—1,2p) = Hu(:vl, ey Xp—1, 1),

=0

Dokaz ide analogno dokazu Teoreme o zbiru.

Podestimo se: ako su f1,. .., fi : N® — N prosto rekurzivne tada sutoi 3.7 ; f; i [I; fi po
definiciji kompozicije (recimo, vazi > | fi = +(f1, +(. .., +(fn=1, fn)...)).




Prosto rekurzivne funkcije

Primeri

Prosto rekurzivne su:
@ kompletiranje celobrojnog deljenja dato sa

| |z/y] akojey >0
a(z,y) = { x akojey =0,

jer mozemo da brojimo koliko puta dodajemo y sve dok suma ne
postane ve¢a od z, tj. ¢(z,y) = >/, geq(z, iy).

@ ostatak pri deljenju rest(x,y), jer je rest(x,y) = x — q(x,y) - y. Za
ovako definisano, vazi rest(z,0) = 0.

@ predikat "z je deljivo sa y”, jer je karakteristicna funkcija

div(z,y) = sg(y) - sg(rest(z,y)),
koje za y = 0 vraca vrednost 0.



Prosto rekurzivne funkcije

Primeri

Prosto rekurzivne su:
@ broj delitelja broja z, jer ga mozemo definisati kao

v(x) = Z div(zx,1).
i=1

@ predikat "z je prost”, jer je karakteristicna funkcija

Pr(z) = eq(v(x),2).
@ broj prostih brojeva < z, jer ga mozemo definisati sa
m(z) = Y Pr(i).
=2
@ NZD(x,y)i NZS(x,y) (bez dokaza).



Prosto rekurzivne funkcije

Zadaci

Zadatak
Dokazati da su sledece funkcije/predikati prosto rekurzivni.
Q
Q ¥;
© broj prostih delitelja broja x;
Q predikat x je paran”;
Q .

Resenje. Na Casu. ¢




Rekurzivne i parcijalno rekurzivne funkcije

Tema 3

Rekurzivne i parcijalno rekurzivne funkcije




Rekurzivne i parcijalno rekurzivne funkcije

Minimalizacija

Do sada smo videli da prosto rekurzivne funkcije modeluju osnovne
gradivne elemente algoritama: rekuziju i iteraciju. Jedan takav
element je i pretrazivanje.

Minimalizacija modeluje pretrazivanje: intutivno, minimalizacija
omogucava da od svih mogucéih reSenja neke jednacine odaberemo
"minimalno” (direktnom pretragom po svim redenjima).

Ako je g(z1,...,x,,y) = 0 jednacina koja po y ima reSenja - mi trazimo
minimalno resenje.



Rekurzivne i parcijalno rekurzivne funkcije

Ograni¢ena minimalizacija

Definicija (Ograni¢ena minimalizacija)
Neka je g : N**! — N takva da za sve x4, ..., x, € N postojiy € N
takvo da je g(x1,...,xn,y) = 0. PiSemo da je
py(g(z1,...,20,y) = 0) = q,

ako je g(x1,...,xp,a) =0ig(xy,...,x,,b) #0zasveb < a. Za
funkciju

f(xlv s ,xn) = /,Ly(g(l'l, o 7-73n7y) = O)’
kaZemo da je dobijena od g primenom ogranicenog operatora
minimalizacije.

Primer

Ako je g(z,y) = = — y, tada moZemo definisati funkciju f primenom ograni¢enog operatora
minimalizacije poy sa f(x) = py(g9(z,y) = 0).

PoStojex ~y =0zasvey > z,vazi f(z) = x.
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Rekurzivne i parcijalno rekurzivne funkcije

Ograni¢ena minimalizacija i rekurzivne funkcije

Primetimo da u p,(g(z1,...,zn,y) = 0) jednacina g(x1,...,zn,y) =0
odreduje jedan predikat G na N*+1:

@ G je definisan za sve elemente skupa N**1;

@ ako za fiksirano (z1,...,zy) vazi p,(g(z1, ..., zn,y) = 0) = a, tada

jeu (r1,...,xn,c), zasve ¢ > a predikat G tacan, i zasve c < a
predikat G je netacan.
@ zafiksirano (z1,...,z,), G mora da bude tacan barem za jednu

vrednost argumenta y.
Sledi, Cq(z1,...,2n,y) =35g9(g(x1,...,2n,y)) i za fiksno (z1,...,z,) mi
zapravo trazimo najmanju vrednost argumetna y za koju je G tacan (i
takva mora da postoji).

Definicija (Rekurzivne funkcije)

Funkcija f : N* — N se zove rekurzivna ako se moZe dobiti od
osnovnih funkcija konacnom primenom kompozicije, Seme proste
rekurzije i ograni¢enog operatora minimalizacije.




Rekurzivne i parcijalno rekurzivne funkcije

Minimalizacija - ogranicena?

Sta to ograni¢ava ograniéenu minimalizaciju
fxi, .. xn) = py(g(xr, ..., 2n,y) =0)?
@ Funkcija ¢ mora da bude totalna na N"*!, tj. definisana za sve
(71,...,7n,y) (0dnosno, predikat G je definisan na N**+1);
@ Zafiksirano (x4, ...,x,), jednacina g(x1,...,z,,y) = 0 mora da
bude ta¢na bar za jedno y (G mora da bude tacan za bar jedno y).

@ Iz prethodne tacke sledi da rezultuju¢a funkcija f(z1,...,z,) mora
da bude totalna na N".

Podsecanje: Za funkciju f : N* — N kazemo da je parcijalna ako je
njen domen D < N”.



Minimalizacija i parcijalno rekurzivne funkcije
Definicija (Minimalizacija (neograni¢ena))
Neka je g : N**! — N parcijalna. Pisemo da je

py(9(@1, ... 20, y) = 0) = a,

ako je g(x1,...,xn,a) =01ig(xi,...,z,,b) definisano i razlicito od 0 za
sve b < a. Ako ne postoji takvo a, operator pi,(g(z1,...,zn,y) = 0) je
nedefinisan. Za parcijalnu funkciju

f(mla"',xn) = My(g($1a"' 7xn7y) = 0)’

kaZemo da je dobijena od g primenom operatora minimalizacije.

Definicija (Parcijalno rekurzivne funkcije)

Parcijalna funkcija f : N — N se zove parcijalno rekurzivna ako se
moZe dobiti od osnovnih funkcija konacnom primenom kompozicije,
Seme proste rekurzije i (neogranicenog) operatora minimalizacije.

v




Rekurzivne i parcijalno rekurzivne funkcije

Rekurzivne i parcijalno rekurzivne funkcije

Za totalne funkcije ograni¢eni operator minimalizacije je "jednako
ekspresivan” kao neograniceni.

Teorema
Totalna funkcija je parcijalno rekurzivna ako i samo ako je rekurzivna.

Ako je funkcija rekurzivna onda je totalna i parcijalno rekurzivna jer je
ograniceni operator minimalizacije specijalni slu¢aj neograni¢enog

operatora minimalizacije. Dokaz obrnute implikacije u gornjoj teoremi
nije tako trivijalan (zainteresovani ga mogu naci u knjizi prof. Dolinke).

Jasno, "prava” parcijalna rekurzivna funkcija nije rekurzivna (jer su sve
rekurzivne funkcije totalne).

Vazi inkluzija izmedu skupova svih funkcija:
"prosto rekurzivnih” < “rekurzivnih” < “"parcijalno rekurzivnih”.



Rekurzivne i parcijalno rekurzivne funkcije

Rekurzivne i parcijalno rekurzivne funkcije: primeri

Rekurzivna:

@ je funkcija f(z) = |\/z], jer ako posmatramo jednacinu |y/z| = a,
ona je ekvivalentana sa a?> < = < (a + 1)2. Dakle, za fiksirano z
traZimo najmanju vrednost promenljive y za koju je z < (y + 1)?, te
je f(x) = py(geq(, (y +1)*) = 0).

Parcijalno rekurzivna:

@ je funkcija D(x1,z2) = |z1/x2], definisana za x2 # 0, jer ako
posmatramo jednacinu |x;/z2| = a, ona je ekvivalentna sa
a < z1/r2 < a+ 1, Sto je dalje ekvivalentno sa
ary < x1 < (a + 1)zo. Dakle, za fiksirano (x1, x2) trazimo
najmanju vrednost promenljive y za koju je 1 < (y + 1)z2, te je
D(z1,22) = py(geq(z1, (y + 1)z2) = 0).

@ su funkcije f(z1,z2) = | %/x2] (za 1 > 0), g(z) = |lgz] (za > 0)
- domadi.



Rekurzivne i parcijalno rekurzivne funkcije

Teorema o0 majorizaciji

Ograni¢ena minimalizacija ¢esto nije neophodna - neke rekurzivne
funkcije mogu se dobiti bez minimalizacije, tj. one su prosto rekurzivne.

Teorema (Teorema o majorizaciji)

Neka je g : N"*! — N prosto rekurzivna funkcija i neka je f : N* — N
dobijena od g primenom ogranicenog operatora minimalizacije

f(l‘la"',xn) = My(g(fla--- 7$n7y) = O)

Rekurzivna funkcija f je prosto rekurzivna ako postoji prosto
rekurzivna funkcija h : N — N, takva da je

flzr, ... xn) < h(zy,...,2,).

Dakle, svaka rekurzivna funkcija koju od gore ograniava prosto rekurzivna funkcija je i sama
prosto rekurzivna. Odnosno, rekurzivna funkcija koja nije prosto rekurzivna, mora da raste brze
od svih prosto rekurzivnih funkcija.



Rekurzivne i parcijalno rekurzivne funkcije

Teorema o majorizaciji: dokaz

DefiniSemo funkciju

z

Wx1,.. oy, 2) = Hg(azl,...,:rn,i).

=0
Funkcija [ je prosto rekurzivna po teoremi o proizvodu. Ako je
f(x1,...,2,) =aondajel(xy,...,z,,2z) =0ako i samo ako je z > a,
jerie f(z1,...,xn) = py(g(z1,...,2n,y) = 0) (a je najmanja vrednost
za y za koju je g(z1,...,z,,y) = 0). Kako po uslovu teoreme
f(z1,...,2n) = a < h(x,...,zy,), sledi

h(z1,....xn) i
f(xlw"axn):a: Z 59<Hg(xla--~a$nvj)>7

pa zakljuCujemo da je f prosto rekurzivna.



Rekurzivne i parcijalno rekurzivne funkcije

Teorema o0 majorizaciji: primer

Niz prostih brojeva je prosto rekurzivan. Odnosno:

Funkcija p : N — N definisana sa p(n) je n-ti prost broj, pri cemu je
p(0) = 2,p(1) = 3 itd, je prosto rekurzivna. Pisacemo

p(0) = po,p(1) =p1 ...

@ Setimo se funkcije 7 () koja je davala broj svih prostih brojeva koji

su < z, za koju smo utvrdili da je prosto rekurzivna.

@ Primetimo da je 7(z + 1) — w(x) = 0 ako x + 1 nije prost broj, dok

jem(x+1)—7(z) =1ako z + 1 jeste prost.

@ Dakle, n(p,) =z + 1lin(p, — 1) = x.

@ Zato, p, je minimalno reSenje jednacine w(y) = = + 1.

@ Konacno, p, = uy(|m(y) — (z + 1)| = 0), te je p rekurzivna funkcija.
Po teoremi 0 majorizaciji, treba samo da pronademo prosto rekurzivnu
funkciju h : N — N za koju vazi p, < h(z), pa Ce p biti prosto
rekurzivna. Indukcijom po x moze se pokazati da je da je
Pr<Po--.. pa-1+1<h(z)=2%.



Teorema o0 majorizaciji: primer
Prosto rekurzivna je funkcija

O najveCi stepen kojim prosti broj p, deliz akoje z >0
Pyt = 0 ako je x = 0.
Po osnovnoj teoremi aritmetike znamo da vazi

__expoT erp1x
T = Pg "D1 e,

a kako je exp,x = k ako vazi p} | x i jo§ pit! f z (. najmanii k takav da
pit! + ), mozemo zapisat
expyx = p(x - div(z, p];*l) =0),

gde je mnoZenje sa x ubaceno samo da bismo imali exzp,.0 = 0. Odatle
je expyx rekurzivna funkcija, a kako je exp,r < x, po teoremi o
majorizaciji, exp,x je prosto rekurzivna.



Rekurzije viSeg reda

Problem: Da li prosto rekurzivne funkcije dozvoljavaju samo rekurzije
koraka jedan? Dallije F(n) = F(n — 1) + F(n — 2) Fibonacijeva
funkcija prosto rekurzivha?

Odgovor je da. Ali, da bi pokazali uves¢emo kodiranje konac¢nog niza
brojeva jednim brojem (pomocu osnovne teoreme aritmetike i niza
prostih brojeva).

Za Fibonagijevu funkciju uvodimo w(x) = 2F @ 3F(+1) pomoénu
funkciju, odakle je F(x) = expo(¢(x)) i F(x + 1) = exp1(¢(z)).
Funkcija v jeste prosto rekurzivna jer je ¢(0) =6 i
'(/}(flf + 1) _ 2F(x+1)3F(x+2) — 2F(I+1)3F(I+1)+F(I)
gerp1y(z) gerp1 (Y (z))+expo(P(z))

Posto je ¢ prosto rekurzivna (ranije smo pokazali da je exp,x prosto
rekurzivna) sledi da je i F(z) prosto rekurzivna.



Rekurzivne i parcijalno rekurzivne funkcije

Rekurzije viSeg reda: dubinska rekurzija

Sledi generalizacija postupka sa prethodnog slajda.

Teorema (O dubinskoj rekurziji)

Ako su g : N" — N jh: N"*2 — N prosto rekurzivne, tada je prosto
rekurzivna i f : N"*! — N definisana uslovima

° f(xlv"'amTL?O) :g(xlv"'axn);
o f(:L‘la ey Ty Y 1) = h(xlv s Iy Y, zyzopzf(th’mn’l))'

Kako je [1°_, p{(11’-~-@mi) — 2f(@1550,0) — 99(@15esmn)

FR ) 7 DT ¢ )
L1,y Tyt _ XT1,..,Tm,Y+ L],y Ty,
Hpi " = Pyy1 " Hpi "
i=0 =0
_ h(zl,m,zn,y,r[?=0pif(wl’ ’Tn’l)) f(Z1,.Tp 1)
py+1 Hpi ’
=0

i kako je niz prostih brojeva prosto rekurzivan, sledi da je TT?_, p{(“l"“’””’i) prosto rekurzivna

i

funkcija. Odatle jei f(z1,...,2n,y) = expy ( Yo pf(zl""’z"‘i)) prosto rekurzivna.



Akermanova funkcija

Teorema o majorizaciji pokazuje zasto nije lako naci rekurzivnu
funkciju koja nije prosto rekurzivna (jer mora da raste brze od svih
prosto rekurzivnih). Sledi jedan takav primer.

Definicija (Akermanova funkcija)

Akermanova funkcija A : N> — N je definisana sa
@ A(0,y) =y+1;
@ A(x +1,0) = A(z, 1),
@ Alz+1,y+1) = A(z, Az + 1,y)).

Teorema
Akermanova funkcija nije prosto rekurzivna ali jeste rekurzivna.

Zadatak
lzracunaj A(1,1) i A(2,1).
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