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Rekurzivni i rekurzivno nabrojivi skupovi

Prosto rekurzivni i rekurzivni skupovi

Definicija ((Prosto) rekurzivni skupovi)
Za skup A Ď N kažemo da je (prosto) rekurzivan ako je njegova
karakteristična funkcija

CApxq “

"

1 ako x P A
0 ako x R A,

(prosto) rekurzivna. Skup svih prosto rekurzivnih skupova
obeležavamo sa PR, a skup svih rekurzivnih skupova sa R.

A je (prosto) rekurzivan unarni predikat na N.

Primer
Skup svih prostih brojeva je prosto rekurzivan jer je njegova
karakteristična funkcija Prpxq prosto rekurzivna.
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Rekurzivni i rekurzivno nabrojivi skupovi

Rekurzivno nabrojivi skupovi

Definicija (Rekurzivno nabrojivi skupovi)
Za skup A Ď N kažemo da je rekurzivno nabrojiv ako postoji prosto
rekurzivna funkcija f : N2 Ñ N takva da je

a P A ô pDx P Nqfpa, xq “ 0.

Skup svih rekurzivno nabrojivih skupova obeležavamo sa RE.

Rekurzivno nabrojiv skup je skup brojeva koji neku prosto rekurzivnu jednačinu čine rešivom.
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Rekurzivni i rekurzivno nabrojivi skupovi

Odnos PR i RE skupova

Lema
Važi PR Ă RE Ă P pNq.

Dokaz
Neka je A prosto rekurzivan skup i neka je

fpa, xq “ sgpCApaqq.

Tada je fpa, bq prosto rekurzivna funkcija i fpa, xq “ 0 je ekvivalentno
sa sgpCApaqq “ 0, tj. a P A (za svako x P N).

Jasno je da važi PR Ď R: ako je A prosto rekurzivan takva je i njegova
karakteristična funkcija CApxq, a kako je svaka prosto rekurzivna
funkcija takod̄e rekurzivna funkcija, sledi da je A rekurzivan skup.
Kasnije ćemo videti da važi PR Ă R Ă RE.
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Rekurzivni i rekurzivno nabrojivi skupovi

Rekurzivno nabrojivi skupovi

Teorema
Neka je A neprazan podskup od N. Skup A je rekurzivno nabrojiv ako i
samo ako je A skup slika neke prosto rekurzivne funkcije φ : N Ñ N.

Dokaz
Pokazaćemo samo smer pðq. Neka je φ : N Ñ N prosto rekurzivna
funkcija čiji je skup slika A. Posmatrajmo prosto rekurzivnu funkciju
fpa, xq “ sgpeqpφpxq, aqqq. Tada je pDx P Nqfpa, xq “ 0 ekvivalentno sa
φpxq “ a, što je dalje ekvivalentno sa a P A, pa je A rekurzivno
nabrojiv skup.

Jasno je da je komplement A “ NzA (prosto) rekuzivnog skupa A (prosto) rekurzivan jer je

CApxq “ sgpCApxqq. Za rekurzivno nabrojive skupove ovo ne važi.
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Rekurzivni i rekurzivno nabrojivi skupovi

Postova teorema

Teorema (Postova teorema)

Neka je A ‰ H. Ako su A i A oba rekurzivno nabrojivi, onda je A
rekurzivan.

Dokaz. Iz pretpostavke da su A i A iz RE sledi da postoje prosto
rekurzivne funkcije fpa, xq i gpa, xq takve da fpa, xq “ 0 (resp.
gpa, xq “ 0) ima rešenje po x ako i samo ako a P A (resp. a P A, tj.
a R A). Sada za rekurzivnu funkciju

hpaq “ µxpfpa, xq ¨ gpa, xq “ 0q,

tvrdimo da je CApxq “ sgpfpa, hpaqqq.
za a P A: pDxqfpa, xq “ 0 i p@xqgpa, xq ‰ 0, pa kako je hpaq

najmanja vrednost x za koju je fpa, xq ¨ gpa, xq “ 0 sledi
fpa, hpaqq “ 0, pa je sgpfpa, hpaqqq “ 1.
za a R A: pDxqgpa, xq “ 0 i p@xqfpa, xq ‰ 0 sledi fpa, hpaqq ‰ 0, pa
je sgpfpa, hpaqqq “ 0.
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Rekurzivni i rekurzivno nabrojivi skupovi

Primeri

Primer
Skup A “ tpn | p je prost , n ą 0u je prosto rekurzivan.

Broj prostih delitelja broja x može se izračunati prosto rekurzivnom
funkcijom

dpxq “

x
ÿ

i“2

Prpxq ¨ divpx, iq.

Zato se prosto rekurzivna karakteristična funkcija skupa A svih
stepena prostih brojeva može izraziti kao

CApxq “ eqpdpxq, 1q.
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Rekurzivni i rekurzivno nabrojivi skupovi

Primeri

Primer
Pokazati da je svaka aritmetička progresija prirodnih brojeva:

rekurzivno nabrojiv;
prosto rekurzivan skup.

Neka je aritmetička progresija Apa, bq “ ta ` kb | k P Nu.
Pošto je fpxq “ a ` xb prosto rekurzivna funkcija i skup slika od f
je baš Apa, bq, sledi da je Apa, bq rekurzivno nabrojiv skup.
Sledi iz

CApa,bqpxq “ divpx ´ a, bq ¨ geqpx, aq.
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Rekurzivni i rekurzivno nabrojivi skupovi

Primeri

Primer
Pokazati da je svaka geometrijska progresija prirodnih brojeva:

rekurzivno nabrojiv;
prosto rekurzivan skup.

Neka je geometrijska progresija Gpa, bq “ tabk | k P Nu.
Pošto je fpxq “ abx prosto rekurzivna funkcija i skup slika od f je
baš Gpa, bq, sledi da je Gpa, bq rekurzivno nabrojiv skup.
Prvo definišemo prosto rekurzivni predikat ”x je stepen od b” sa
karakterističnom funkcijom

hpx, bq “

x
ÿ

i“0

eqpx, biq.

Odatle je: CGpa,bqpxq “ hptx{au, bq ¨ divpx, aq.
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Rekurzivni i rekurzivno nabrojivi skupovi

Zadaci

Zadatak
Dokazati da su sledeći skupovi prosto rekurzivni.

1 A “ B Y C, ako su B i C prosto rekurzivni;
2 A “ B X C, ako su B i C prosto rekurzivni;
3 Svaki A Ă N koji ima konačno monogo elemenata;
4 A “ t2 ` 3n |n P Nu;
5 A - skup svih prirodnih brojeva deljivih sa 5 i 7.
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Rekurzivno nabrojivi skupovi i parcijalno rekurzivne funkcije

Tema 2

Rekurzivno nabrojivi skupovi i parcijalno
rekurzivne funkcije
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Rekurzivno nabrojivi skupovi i parcijalno rekurzivne funkcije

Kantorova enumeracija

Kantorova enumeracija: je bijekcija c : N2 Ñ N koja parove iz N2 broji
dijagonalno:

p0, 0q p0, 1q p0, 2q . . .
p1, 0q p1, 1q p1, 2q . . .
p2, 0q p2, 1q p2, 2q . . .

...
...

...
. . .

tako da je cp0, 0q “ 0, cp0, 1q “ 1, cp1, 0q “ 2, cp0, 2q “ 3, cp1, 1q “ 4 . . ..
Može se pokazati da je cpx, yq “ tpx ` yqpx ` y ` 1q{2u ` x.
Ovaj postupak možemo indukcijom uopšiti da dobijemo bijekciju
cn : Nn Ñ N sa

cnpx1, x2, . . . , xnq “ cn´1pcpx1, x2q, x3, . . . , xnq.
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Rekurzivno nabrojivi skupovi i parcijalno rekurzivne funkcije

Rekurzivno nabrojivi podskupovi od Nn

Definicija (Rekurzivni i rekurzivno nabrojivi poskupovi od Nn)
Za A Ď Nn kažemo da je rekurzivan/rekurzivno nabrojiv ako je skup
njegovih Kantorovih indeksa cnpAq rekurzivan/rekurzivno nabrojiv.

Lema
Neka je H ‰ A Ď Nn. Skup A je rekurzivno nabrojiv ako i samo ako
postoji prosto rekurzivna funkcija F : Nn`m Ñ N, pri čemu je m ě 1,
takva da

pa1, . . . , anq P A ô pDx1, . . . , xmqF pa1, . . . , an, x1, . . . , xnq “ 0.
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Rekurzivno nabrojivi skupovi i parcijalno rekurzivne funkcije

Parametarski oblik parcijalno rekurzivne funkcije

Lema
Neka je H ‰ A Ď Nn. Skup A je rekurzivno nabrojiv ako i samo ako
postoje prosto rekurzivne funkcije φ1, . . . , φn : N Ñ N, takve da je
A “ tpφ1ptq, . . . , φnptqq | t P Nu.

Dokaz
pñq Neka je skup cnpAq rekurzivno nabrojiv, tj. postoji prosto
rekurzivna funkcija φ : N Ñ N takva da joj je cnpAq skup slika, tj. za
x P A postoji t P N takvo da je cnpxq “ φptq. Odatle je A skup slika
funkcije pcnq´1pφq, odnosno A “ tpcn,1pφptqq, . . . , cn,npφptqqq | t P Nu,
gde su cn,ipc

npx1, . . . , xnqq “ xi, za i P t1, . . . , nu.
pðq Imamo cnpAq “ tcnpφ1ptq, . . . , φnptqq | t P Nu je skup vrednosti
unarne prosto rekurzivne funkcije fptq “ cnpφ1ptq, . . . , φnptqq, odakle je
A rekurzivno nabrojiv.
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Rekurzivno nabrojivi skupovi i parcijalno rekurzivne funkcije

Rekurzivna nabrojivost i parcijalno rekurzivne funkcije

Teorema
f : Nn Ñ N je parcijalno rekuzivna ako i samo ako je f rekurzivno
nabrojiv podskup od Nn`1.

Teorema
Za svaku parcijalno rekurzivnu funkciju njen domen i skup slika su
rekurzivno nabrojivi skupovi.

Dokaz
Ako je f : Nn Ñ N parcijalno rekurzivna, po prethodnoj lemi i teoremi
sledi da postoje prosto rekurzivne funkcije φ1, . . . , φn, φn`1 : N Ñ N,
takve da je

f “ tpφ1ptq, . . . , φnptq, φn`1ptqq | t P Nu,

pri čemu je domen od f jednak sa tpφ1ptq, . . . , φnptqq | t P Nu, a skup
slika sa tpφn`1ptqq | t P Nu (i oba su rekurzivno nabrojivi).
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Rekurzivno nabrojivi skupovi i parcijalno rekurzivne funkcije

RĂRE

Teorema
Svaki rekurzivan skup je i rekurzivno nabrojiv.

Dokaz
Neka je A rekurzivan skup. Pošto je funkcija

αpxq “

x
ÿ

i“0

CApiq,

(koja broji elemente skupa A koji su ď x) rekurzivna, onda je i funkcija

fpxq “ µypαpyq ě x ` 1q,

parcijalno rekurzivna. Pošto je A jednak skupu slika funkcije fpxq, po
prethodnoj teoremi sledi da je A rekurzivno nabrojiv.
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Rekurzivno nabrojivi skupovi i parcijalno rekurzivne funkcije

Rekurzivni jezici

Posmatramo proizvoljan konačan skup slova Σ koji zovemo
azbuka.
Konačan niz simbola iz Σ zovemo reč, tu spada i prazna reč, koju
obeležavamo sa λ. Sa Σ˚ obeležavamo skup svih reči.
Jezik L nad Σ je proizvoljan skup reči (tj. L Ď Σ˚).
Ako je Σ “ ta1, . . . , anu, definišemo bijekciju || ¨ || : Σ˚ Ñ N sa

||aα1 . . . aαk
|| “ α1n

k´1 ` α2n
k´2 ` . . . ` αk.

Zapravo reč aα1 . . . aαk
predstavimo kao prirodan broj (gde indeksi

slova reči predstavljaju cifre broja u n-arnom pozicionom sistemu).
Za jezik L Ď Σ˚ kažemo da je PR/R/RE ako je podskup skupa
prirodnih brojeva t||w|| |w P Lu PR/R/RE.
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Rekurzivno nabrojivi skupovi i parcijalno rekurzivne funkcije

Primeri

Primer
Neka je f : N Ñ N prosto rekurzivna i fpxq ě x, za sve x P N. Tada je
skup A “ tfpxq : x P Nu prosto rekurzivan.

Kako je x ď fpxq za fpxq “ t imamo da važi x P t0, . . . , tu, pa sledi

CAptq “ sg

˜

t
ÿ

i“0

eqpfpiq, tq

¸

.
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Rekurzivno nabrojivi skupovi i parcijalno rekurzivne funkcije

Primeri

Primer
Skup H ‰ A Ď N je rekurzivan ako i samo ako postoji neopadajuća
rekurzivna funkcija f : N Ñ N, takva da je A skup slika od f .

pñq Ako je A rekurzivan f možemo definisati šemom proste rekurzije

fp0q “ µtpsgpCAptqq “ 0q

fpx ` 1q “

"

x ` 1 ako CApx ` 1q “ 1
fpxq inače.

pðq Neka je A skup slika od f . Posmatrajmo dva slučaja.
A konačan: onda je prosto rekurzivan (zadatak od ranije), pa je i
rekurzivan.
A beskonačan: tada x P A akko pDtqfptq “ x, pa karakterističnu
funkciju skupa A možemo definisati sa

CApxq “ eqpfpµtpfptq ě xqq, xq.

May 31, 2022 20 / 21



Rekurzivno nabrojivi skupovi i parcijalno rekurzivne funkcije

Zadaci

Zadatak
1 Neka su f, g : N Ñ N i fpxq ď gpxq. Ako je g prosto rekurzivna

mora li f biti rekurzivna?
2 Ako je f : N Ñ N takva da je fpxq ď x, da li f mora biti rekurzivna?
3 Ako je f : N Ñ N takva da je fpxq ď 2022 ´ x, da li f mora biti

rekurzivna?
4 Neka su f, g : N Ñ N i fpxq ¨ gpxq “ 0. Da li bar jedna od f i g

mora biti rekurzivna?
5 Ako je f : N Ñ N takva da je fpxq neparan broj, da li f mora biti

rekurzivna?
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