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Rekurzivni i rekurzivno nabrojivi skupovi

Prosto rekurzivni i rekurzivni skupovi

Definicija ((Prosto) rekurzivni skupovi)

Za skup A = N kaZemo da je (prosto) rekurzivan ako je njegova
karakteristicna funkcija

1 akoxe A
Ca@) :{ 0 akoz¢ A,

(prosto) rekurzivna. Skup svih prosto rekurzivnih skupova
obeleZavamo sa PR, a skup svih rekurzivnih skupova sa R.

A je (prosto) rekurzivan unarni predikat na N.

Primer

Skup svih prostih brojeva je prosto rekurzivan jer je njegova
karakteristicna funkcija Pr(x) prosto rekurzivna.




Rekurzivni i rekurzivno nabrojivi skupovi

Rekurzivno nabrojivi skupovi

Definicija (Rekurzivno nabrojivi skupovi)

Za skup A = N kaZemo da je rekurzivno nabrojiv ako postoji prosto
rekurzivna funkcija f : N> — N takva da je

aeA < (IzeN)f(a,z)=0.

Skup svih rekurzivno nabrojivih skupova obeleZavamo sa RE.

Rekurzivno nabrojiv skup je skup brojeva koji neku prosto rekurzivnu jednacinu ¢ine reSivom.
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Odnos PR i RE skupova

Lema
VaZiPR c RE c P(N).

Dokaz
Neka je A prosto rekurzivan skup i neka je

fla,x) =59(Ca(a)).

b) prosto rekurzivna funkcija i f(a,x) = 0 je ekvivalentno
)=0,t. ac A (zasvako z € N).

Tada je f(a,
sasg(Ca(a)

Jasno je da vazi PR < R: ako je A prosto rekurzivan takva je i njegova
karakteristicna funkcija C'4(x), a kako je svaka prosto rekurzivna
funkcija takode rekurzivna funkcija, sledi da je A rekurzivan skup.

Kasnije ¢emo videti da vazi PR R < RE.



Rekurzivni i rekurzivno nabrojivi skupovi

Rekurzivno nabrojivi skupovi

Teorema

Neka je A neprazan podskup od N. Skup A je rekurzivno nabrojiv ako i
samo ako je A skup slika neke prosto rekurzivne funkcije ¢ : N — N.

Dokaz

Pokazacemo samo smer (<). Neka je ¢ : N — N prosto rekurzivna
funkcija Ciji je skup slika A. Posmatrajmo prosto rekurzivnu funkciju
f(a,x) =35g(eq(¢(x),a))). Tada je (3z € N) f(a,xz) = 0 ekvivalentno sa
o(z) = a, Sto je dalje ekvivalentno sa a € A, pa je A rekurzivno
nabrojiv skup.

Jasno je da je komplement A = N\ A (prosto) rekuzivnog skupa A (prosto) rekurzivan jer je

C4(x) = 5g(Ca(x)). Za rekurzivno nabrojive skupove ovo ne vazi.



Rekurzivni i rekurzivno nabrojivi skupovi

Postova teorema

Teorema (Postova teorema)

Neka je A # 5. Ako su A i A oba rekurzivno nabrojivi, onda je A
rekurzivan.

Dokaz. |z pretpostavke da su A i A iz RE sledi da postoje prosto
rekurzivne funkcije f(a,z) i g(a,x) takve da f(a,z) = 0 (resp.
g(a,x) = 0) ima reSenje po x ako i samo ako a € A (resp. a € A4, .
a ¢ A). Sada za rekurzivnu funkciju

h(a> = ,uac(f(a :L') ’ g(a7 .CC) = 0)7
tvrdimo da je C4(z) = sg(f(a, h(a))).
@ zaac A: (3z)f(a,z) =01i (Vz)g(a,x) # 0, pa kako je h(a)
najmanja vrednost = za koju je f(a,z) - g(a,x) = 0 sledi
f(a,h(a)) = 0, paje sg(f(a, h(a))) = 1.
@ zaa¢ A: (3x)g(a,x) =01 (Vz)f(a,x) # 0 sledi f(a,h(a)) # 0, pa
jesg(f(a,h(a))) = 0.
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Rekurzivni i rekurzivno nabrojivi skupovi

Primeri

Primer
Skup A = {p" | p je prost,n > 0} je prosto rekurzivan.

Broj prostih delitelja broja x moZze se izracunati prosto rekurzivnom
funkcijom

Z Pr(zx) - div(z,1).

Zato se prosto rekurzivna karakteristi¢na funkcija skupa A svih
stepena prostih brojeva moze izraziti kao

Ca(x) = eq(d(x),1).
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Primeri

Primer

Pokazati da je svaka aritmeticka progresija prirodnih brojeva:
@ rekurzivno nabrojiv;

@ prosto rekurzivan skup.

Neka je aritmetiCka progresija A(a,b) = {a + kb |k € N}.

@ Posto je f(z) = a + xb prosto rekurzivna funkcija i skup slika od f
je bas A(a,b), sledida je A(a,b) rekurzivno nabrojiv skup.
@ Slediiz

Caay) (@) = div(z = a,b) - geq(z, a).
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Rekurzivni i rekurzivno nabrojivi skupovi

Primeri

Primer

Pokazati da je svaka geometrijska progresija prirodnih brojeva:
@ rekurzivno nabrojiv;
@ prosto rekurzivan skup.

Neka je geometrijska progresija G(a,b) = {ab” | k € N}.
@ Posto je f(z) = ab” prosto rekurzivna funkcija i skup slika od f je
bas G(a,b), sledi da je G(a, b) rekurzivno nabrojiv skup.
@ Prvo definiS§emo prosto rekurzivni predikat "z je stepen od b” sa
karakteristicnom funkcijom

ieqm b).

1=0
Odatle je:  Cgqp)(7) = h(|z/al,b) - div(z,a).



Rekurzivni i rekurzivno nabrojivi skupovi

Zadaci

Zadatak
Dokazati da su sledeci skupovi prosto rekurzivni.
@ A=BuC, akosuB iC prosto rekurzivni;
@ A=BnC,akosuB iC prosto rekurzivni;
© Svaki A = N koji ima konacno monogo elemenata;
Q A={2+3"|neN};
© A - skup svih prirodnih brojeva deljivih sa 5 i 7.




Rekurzivno nabrojivi skupovi i parcijalno rekurzivne funkcije

Tema 2

Rekurzivno nabrojivi skupovi i parcijalno
rekurzivne funkcije




Rekurzivno nabrojivi skupovi i parcijalno rekurzivne funkcije

Kantorova enumeracija

Kantorova enumeracija: je bijekcija ¢ : N> — N koja parove iz N? broji
dijagonalno:

—_
o
SN—
—~
N = O
— = =
N~—

tako da je ¢(0,0) = 0,¢(0,1) = 1,¢(1,0) = 2,¢(0,2) = 3,¢(1,1) =4. ...
Moze se pokazati da je c(z,y) = [(z + y)(x + y + 1)/2]| + x.

Ovaj postupak mozemo indukcijom uopSiti da dobijemo bijekciju

" :N" - Nsa

n—1

(w1, 2, ... xy) =" (c(x1,22), X3, ..., Tp).



Rekurzivno nabrojivi skupovi i parcijalno rekurzivne funkcije

Rekurzivno nabrojivi podskupovi od N

Definicija (Rekurzivni i rekurzivno nabrojivi poskupovi od N™)

Za A < N™ kaZzemo da je rekurzivan/rekurzivno nabrojiv ako je skup
njegovih Kantorovih indeksa c"(A) rekurzivan/rekurzivno nabrojiv.

Lema

Neka je &5 # A < N™. Skup A je rekurzivno nabrojiv ako i samo ako
postoji prosto rekurzivna funkcija F : N"*™ — N, pri éemu jem > 1,
takva da

(a1,...,an) e A <  (Qz1,...,2m)F(a1,...,an,x1,...,2,) = 0.




Rekurzivno nabrojivi skupovi i parcijalno rekurzivne funkcije

Parametarski oblik parcijalno rekurzivne funkcije

Lema
Neka je &5 # A < N". Skup A je rekurzivno nabrojiv ako i samo ako
postoje prosto rekurzivne funkcije o1, ...,¢n : N — N, takve da je

A= {(Qol(t)v’ : '7(Pn(t)> |t € N}

Dokaz

(=) Neka je skup ™ (A) rekurzivno nabrojiv, tj. postoji prosto
rekurzivna funkcija ¢ : N — N takva da joj je ¢"(A) skup slika, {j. za
x € A postojit € N takvo da je ¢ (x) = ¢(t). Odatle je A skup slika
funkcije (c™)~1(p), odnosno A = {(cn1(p(t)), ..., cnn(p(t))) |t € N},

gde su ¢y, i(c"(z1,...,2pn)) = x4, 2za&0 € {1,...,n}.
(<) Imamo ¢ (A) = {c"(p1(t),...,pn(t)) |t € N} je skup vrednosti
unarne prosto rekurzivne funkcije f(t) = ¢"(¢1(t),- .., pn(t)), odakle je

A rekurzivno nabrojiv.




Rekurzivno nabrojivi skupovi i parcijalno rekurzivne funkcije

Rekurzivna nabrojivost i parcijalno rekurzivne funkcije

Teorema

f :N" — N je parcijalno rekuzivna ako i samo ako je f rekurzivno
nabrojiv podskup od N"*1.

Teorema

Za svaku parcijalno rekurzivnu funkciju njen domen i skup slika su
rekurzivno nabrojivi skupovi.

Dokaz

Ako je f : N® — N parcijalno rekurzivna, po prethodnoj lemi i teoremi
sledi da postoje prosto rekurzivne funkcije @1, ..., on, pnt1 : N —> N,
lakve da je

[ = {(ng(t), s 790n(t)7 (pn-i-l(t)) |t € N},

pri cemu je domen od f jednak sa {(¢1(t),...,pn(t))|t € N}, a skup

slika sa {(vn+1(t)) |t € N} (i oba su rekurzivno nabrojivi).
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Rekurzivno nabrojivi skupovi i parcijalno rekurzivne funkcije

R<RE

Teorema
Svaki rekurzivan skup je i rekurzivno nabrojiv.

Dokaz
Neka je A rekurzivan skup. Posto je funkcija

a(z) = ) Cali),
=0

(koja broji elemente skupa A koji su < x) rekurzivna, onda je i funkcija

f(@) = pylaly) = = + 1),

parcijalno rekurzivna. Posto je A jednak skupu slika funkcije f(x), po

prethodnoj teoremi sledi da je A rekurzivno nabrojiv.

)

=
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Rekurzivno nabrojivi skupovi i parcijalno rekurzivne funkcije

Rekurzivni jezici

@ Posmatramo proizvoljan konacan skup slova ¥ koji zovemo
azbuka.

@ Konacan niz simbola iz > zovemo re¢, tu spada i prazna rec¢, koju
obelezavamo sa ). Sa X* obelezavamo skup svih reci.

@ Jezik L nad X je proizvoljan skup reci (fj. L < ¥*).
@ Ako je ¥ = {ay,...,a,}, definiSemo bijekciju || - || : ¥* — N sa

k—2

|Gy - - - Gay || = c1nf ™t + agnf=2 + .+ ..

Zapravo re€ aq, . . . aq, predstavimo kao prirodan broj (gde indeksi
slova reCi predstavljaju cifre broja u n-arnom pozicionom sistemu).

@ Zajezik L < ¥* kazemo da je PR/R/RE ako je podskup skupa
prirodnih brojeva {||w|| |w € L} PR/R/RE.



Rekurzivno nabrojivi skupovi i parcijalno rekurzivne funkcije

Primeri

Primer

Neka je f : N — N prosto rekurzivna i f(x) > z, za sve x € N. Tada je
skup A = {f(x) : = € N} prosto rekurzivan.

Kako je z < f(x) za f(x) = timamo da vazi z € {0,...,t}, pa sledi

Ca(t) = sg (Z e(ﬂf(@')i)) :
=0



Rekurzivno nabrojivi skupovi i parcijalno rekurzivne funkcije

Primeri

Primer

Skup &5 # A < N je rekurzivan ako i samo ako postoji neopadajuca

rekurzivna funkcija f : N — N, takva da je A skup slika od f.

(=) Ako je A rekurzivan f mozemo definisati Semom proste rekurzije

f(0)
flz+1)

p(sg(Ca(t)) = 0)

{

T+ 1

f(x)

ako Cy(z+1) =1

inace.

(<) Neka je A skup slika od f. Posmatrajmo dva slucaja.
@ A konacan: onda je prosto rekurzivan (zadatak od ranije), pa je i

rekurzivan.

@ A beskonacan: tada x € A akko (3t) f(t) = =, pa karakteristicnu

funkciju skupa A mozemo definisati sa

Ca(z) = eq(f(ue(f(t) = 2)), ).
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Rekurzivno nabrojivi skupovi i parcijalno rekurzivne funkcije

Zadaci

Zadatak

@ Nekasu f,g:N—Nif(x)<g(z). Ako je g prosto rekurzivna
mora li f biti rekurzivna?

@ Akoje f:N — N takvadaje f(x) < z, dali f mora biti rekurzivna?
<

©Q Akoje f : N — N takva da je f(x)
rekurzivna?

O Nekasuf,g:N—-N|f(x) glx)=0.Dalibarjednaod f ig
mora biti rekurzivna?

2022 ~ x, da li f mora biti

@ Akoje f : N — N takva da je f(x) neparan broj, da li f mora biti

rekurzivna?
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