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U zadatku je dato vise odgovora, a treba zaokruziti brojeve ispred taénih odgovora. U jednom istom zadatku broj
tacnih odgovora moze biti 0,1,2,3,... ,svi. U nekim zadacima ostavljena su prazna mesta za upisivanje odgovora.

o Izraziti vektor & = (4, 4 ,4) kao linearnu kombinaciju vektora 7, = (1,0,1), 75 = (0,1,1) i 7, = (1,1, 0)
f=2 7 +2 7, + 2 7, izapreminu tetraedra OABC, gde je 0(0,0,0) tJ Voasc = ’7/3

Ako su vektori §i £ jediniéni, a p= &+ 2¢1 §= 55— 4t uzajamno normalni, tada je 1) 5,1 =

)

: g
f{“ ) O 2)EH=C @q@,f}:g 1) AEH =2 @q(g,t‘)nmos% 6) 4(3,%) = arccos ¥

w

L ° Neka. je p prava Gija je jednagina p: z +y = 3 Ay = 3. Napisati bar jedan jediniéni vektor pravca p prave p:
f =(0,0, 4 i koordinate tatke A prave p koja je najbliza koordinatnom pogetku 0(0,0,0): A(0,3,0 ) o

vy o Nekaje 7, = (1,0,1), 7y = (0,1,1) i 7, = (1,1,0) tada je: 1) |FA|=\_2'_2) FA-FB:LB) PAABC=——2—
A
= JI B L b p b \
' — — “ ~ = = 4-4 \ — - —  d ) { -
4) g:(rmrs): /5 5) ITA_TB! O) Ty XTp :K—_-'-’—> 7) (TA XTB)Tczi—S) EZ: \/’ I—'Al(u)
e Za koje vrednosti parametra a € R sistem linearnih jednatina z —ay =1 A az +y = 1 nad poljem realnih
:‘s brojeva je: 1) odreden: r\&' f?l 2) kontradiktoran: o 3) jednostruko neodreden: ) /
I

e Zavisne uredene trojke u vektorskom prostoru (R* R, +,- 1) ((6, : 09;3,1); (7,3,0)>

By
4.2 ( ) (0.-1,2,0,-1.3,0,,9) 3) ((1,1,0),(0,1,1) (1,0,1) ) < (1,1,1),(2.2,2),(3,3,3))

e Ispod svake matrice napisati broj koji predstavlja njen rang.
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s Napicati bar jednu, ukoliko postoji, linearnu transformaciju f :R?— R? za koju vazi da
1) je injektivna f(z,y) =( X , 'j , O ) 2) nije injektivna f(z,y)=( & , © , O )
I~y 3) je sirjektivna f(z,y) = ( ~——"—r ) 4) nije sirjektivna f(z,y)=( © , @ ,0)
e Neka su ABCDEF uzastopna temena pravilnog sestougla i nJegov centar (teziste). Izraziti vektore B—f Eﬁ
2 " i AE kao linearne kombinacije vektora @ = ABib=BC. BT = g a BE /:E /‘L\ > AE = "» =
> e Koordinate normalne projekcije A’ tacke A(3,3,0) na ravan odredenu sa 2z + 2y — z = 3 su: Al( /] , A /\
e Normalna projekcija vektora = = 37427 — k na pravu £ : I—Il = ;1 = =% je vektor: pre(Z) = ’2_

e Odrediti vektor Z’ = pr, () koji je kosa projekcija vektora & = 37 — 23 + 2k naravan o : T + y+ 4z =5 ako

su zraci projektovanja paralelni sa pravom a : 1—5—6 = y—;i— == z+7 B = r‘ ‘,_‘ 5
k -
e Vektori d = a1;+ agj—k ag,E 1b=bii+ bgf—l— ng su kolinearni ako je: xb=0 2)a- b=
o) é) rang [ Zi Zj zg } =1 4)rang [ Zl az s } < Q@ra,ng{ by b2 } 1 3 i b su nezavisni

2o (Y @reR)a=»b 8)dfb 9) (AER) (a#)\b/\/\a#b)@(ﬂaﬁeR el 0/\a+,325£0
e Vektori d = alf—l— aﬁ—!— agE, b= b1§+ b2;+ bglg i.8= clf—l— 02;4— 03E su nekomplanarni ako i samo ako je:
ay az ag a; a2 ag R ap a2 ag ay a2 ag
1) rang | by by b3 | <2 2) rang | b by by | < 3@ rang | by by by | =34) | b by b3 |=0
1 Cg €3 ca ¢ c3

€¢1 €3 €3 C1 C3
@E(Exé’);éo 6) (Ea,ﬁeR)dzal;%-ﬁ@Oﬁ-l—ﬁg—l—yE:O = 2 +p2+42=08) (Ei b, €) je zavisna.
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o Linearna transformacija f : R? = R?, f(z,y) = (z — y,2z + ay) je izomorfizam akko a € ! \



~

— o Neka su i, j, k jediniéni vektori i171k171d0. Tada je@f = (Z0)i + (f;);j»(.fg)g 2) (£i, %5, Tk) je
y trijedar vektora ( 3) Projekcija vektora Z na pravac vektora ¢ je vektor (F)is 4) ()i + (F7)7 + ( 3
elis @)7 Algebarska projekcija vektora Z na pravac vektora 7 je broj & pri(Z) = £a Cr) lprz(@)| = %xli

=

e Neka je (a1, as,...,a,) generatorna u prastoru V, (ci, 2, . . ., Cm) nezavisna za prostor V i dimV = k. Tada je
m<k<n 2Qyn<k<m m<k 4)k<m<n 5) k<n<m 6)n<m<k
~ U
o Ako je A kvadratna matrica reda 5, tada je: @ rang A= 5 < det A # 0, 2) det A=0= rangA=5
) CB;) rang A= 5§ &< 447 4) det A=0=rangA=0 @ det A =0 & rang A< 4,
X ~ e Svaka linearna transformacija razlicita od nula transformacije f : R — R? je: 1) sirjektivna
; i:, injektivna 3) bijektivna 4) izomorfizam 5) nista od prethodnog

“» Ako je matrica A’ dobijena od matrice A = [aij]nn, aij € R elementarnim transformacijama, tada je:

45 Q@) ldet(A)| = Adet(4')] za neko A € R @ rang(A) =rang(4) 3) A -4 =1 @‘) det A # 0 & det A’ # 0

- ~_e Za bilo koje kvadratne matrice A, B, C reda 2 i svaki skalar A je: @ A+-C=Cald 2) AC=CA
o ) det(AB) = det(A) det(B) det AB=detBA 5) (B+C)A=AB+ AC det(AA) = A% det(A)
g ™ det(AB) = det(B)det(A) 8) (AB)?= A2B? 9) rang(AB) = rang(A)rang(B){ 10 C(BA) = (CB)A

ALGEBRA, KOLOKVIJUM 2 19.01.2021.

1. Prava p sadrzi tadku P i paralelna je sa vektorom p. Talka A ne pripada pravoj p. Preko 74, 7p i p izraziti
vektore polozaja temena B, C i D kvadrata ABCD ¢&ija je ravan normalna na pravu p, i centar (presek
dijagonala) kvadrata pripada pravoj p.

2. Neka je S skup svih reSenja sistema linearnih jednacina 2 — y — 3z = 0
TR Ut Soat— U
3z — gy — 4z =0

nad R po nepoznatim z,y,z € R.

(a) Dokazati da je S potprostor vektorskog prostora R? i odrediti jednu bazu potprostora S.
(b) Neka je V ={v € R3|Vs € S, v-s = 0}. Dokazati da je V potprostor vektorskog prostora R3 i odrediti
jednu bazu potprostora V.
3. Neka je a; = (2,-1), ap = (=3,2), by = (0,-1,1) i by = (2,2, ~1). Za linearnu transformaciju f : R2 - R3
vazi f(a;) = by i f(az) = bs.
(a) Odrediti matricu linearne transformacije f i njen rang.
(b) Ispitati injektivnost i sirjektivnost linearne transformacije f.

(c) Odrediti skup V = {(z,y) € R?| f(z,y) = (0,0,0)}.



ALGEBRA, KOLOKVIJUM 2 19.01.2021.

1. Prva p sadrzi tacku P i paralelna je sa vektorom p. Tacka A ne pripada pravoj p. Preko 74, ¥p 1 p izraziti
vektore polozaja temena B, C' i D kvadrata ABCD C¢ija je ravan normalna na pravu p, i centar (presek
dijagonala) kvadrata pripada pravoj p.

2. Neka je S skup svih reSenja sistema linearnih jednacina 2c — y — 3z =0
-r + y + 22 = 0
3r — y — 4z = 0

nad R po nepoznatim z,y, z € R.

a okazati da je S podprostor vektorskog prostora 1 odrediti jednu bazu podprostora S.
Dokazati da je S podprost ktorsk tora R3 i odrediti jednu b dprostora S

(b) Neka je V ={v € R3|Vs € S, v-s = 0}. Dokazati da je V podprostor vektorskog prostora R? i odrediti
jednu bazu podprostora V.

3. Neka je a1 = (2,-1), ag = (—3,2), by = (0,—1,1) i by = (2,2, —1). Za linearnu transformaciju f : R? — R3
vazi f(ai1) = b1 i f(a2) = ba.
(a) Odrediti matricu linearne transformacije f i njen rang.

(b) Ispitati injektivnost i sirjektivnost linearne transformacije f.

(c) Odrediti skup V = {(z,y) € R?| f(z,y) = (0,0,0)}.

RESENJA:

1. Centar T kvadrata ABCD je projekcija tacke A na pravu p te je 7p = 7p + wﬁ. Vektor polodaja

——

temena C dobijamo iz AT = TZ%, dakle 7o = 27 — 4. Dijagonala BD je ortogonalna i na p i na dijagonalu
. . . . .. . . pxA

AC, te je BD || px AC. Pri tome je TB =TD = AT, te tako dobijamo g p = ¥p + |A .

| C , AT Iﬁx ]

2. (a) Iz trougaonog oblika —r 4+ y 4+ 2z = 0 polaznog sistema jednacina dobijamo da je njegov
y + 2z =0
skup reéenja S = {(z,—2,2) |y € R} = {2(1,-1,1) |y € R} = Lin((1,—1,1)). Po teoremi je lineal
podprostor polaznog prostora, a jedan nenula vektor b = (1,—1,1) ¢ini linearno nezavisan skup, te je
{(1,-1,1)} baza podprostora S.

(b) Jednodimenzionalni podprostor S generisan vektorom b = (1,—1,1) je prava koja prolazi kroz koordi-
natni pocetak i ima vektor pravca b = (1,—1,1). Kako je v-s = 0 < v.ls, sledi da je V skup svih
vektora ortogonalnih na pravu S, a to je ravan koja prolazi kroz koordinatni pocetak i ima vektor nor-
male b = (1,—1,1). Poznato je da je ravan koja prolazi kroz koordinatni pocetak dvodimenzionalni
podprostor prostora R3, te jednu njegovu bazu ¢ine bilo koja dva nekolinearna vektora koji su ortogo-
nalni na b = (1,—-1,1). Kako npr. za v; = (1,1,0) i v = (0,1,1) vazi b- vy = 01 b- vy = 0, sledi da
v1,v2 € V. Pri tome su v; i vy ocigledno linearno nezavisni jer su im koordinate neproporcionalne, te
sledi da je {v1,v2} jedna baza podprostora V.

3. (a) Resavanjem jednacine (z,y) = aay + Baz po a, € R dobijamo
(m,y) = 04(2, _1) + /8(_37 2) = (20[ - 3/6)a —a+ 25)
20 — 38 = = - B = x+2 - B=x+2y ’
—a + 28 =y —-a + 28 = Y a=2x+ 3y
dakle (z,y) = (2 + 3y)a1 + (z + 2y)az. Koristeéi da je f lineana tranformacija dobijamo
flzy) = f((22 4 3y)ar + (z + 2y)ag) = (2x + 3y) f(a1) + (z + 2y) faz) = (22 + 3y)by + (z + 2y)by =
(22 +3y)(0, -1, 1) + (z + 2y)(2,2, -1) = 2z + 4y, y, x + y).

=

2 4
Matrica linearne transformacije f je M = | 0 1 [. Njene kolone su neproporcionalne te je rang M = 2.
11

(b) Kako je dimR? = 2 < 3 = dimR3, linearna transformacija ne moze biti sirjektivna, a injektivna jeste
jer je dimR? = 2 = rang M.

(c) Kako je f injektivna linearna transformacija, mora biti V' = {(0,0)}.



