Prezime, ime, br. indeksa: RESENTE 21.02.2021.

Studijski program E1 E2 PR Ssv IT IN  (zaokruzi) KOLOKVIJUM 1
U svakom zadatku dato je vise odgovora, a treba zaokruziti broj ili brojeve ispred tacnih odgovora. U jednom zadatku
broj ta¢nih odgovora moze biti 0,1,2,3,. sv1 U nekim zadacima oatavl]ena 5u prazna mesta za upisivanje odgovora.
e Pri deljenju polinoma WP —6 sa x2 —1 nad R, koli¢nik je X +5 . a ostatak je —A
—e Zaokruziti brojeve ispred tvrdenja koja su taéna u svakoj Bulovoj algebri (B, +,-.,0.1):
11‘(;-@(1( ) = (&' +a) 2) dra=0 3a-0=d 4)1+a=1 5) a-b=(a'b"y
R e = 2 £ \/_ — b )‘ .. -17\' 197 7'297( 72177%
o Ako je z € C, upisi nedostajuci element u skupu z° = == { G Ze L ,e's0,e"30 e "30 e 30 }
4
il Nell\a su fbi qdfunkcijo definisane sal f 1: (:;2’1 "] g (Z (’)"dl(’f) : dTada je 1 F Olg - (&bé C‘d)
i a C -1714;;4;4 —(aoc = =L __ fa b c
,”' f <@AL\) 1 9 —(AEL\O) fOQ) (L\éCcl> o f Ecc‘) .
e Izracunati: 1) arg(—137) :"J‘/L 2) arg(2e%) =2 3) arg(6) =0 4) arg(—9) = 8) arg(2i) = ]r/z__
7Y 6y arg(-144) = ZBy 7y arg(3e) = b 2% 8) arg(—1+iv3) = 214 9) arg(0) =
- Neka su f: R —> Rig:R — R definisane sa f(z) =1+ 2% i g(x) = ¥z — 1. Izracunati: a) f~1(z) = yX-’i = ‘3("\
D% b)g 1 (x) —/«rx ﬁﬂ\ o L Lo li %) _X/ d) (go f)(x) = >(, e) ('gof)*l(l,) =
———e Zaokruziti brojeve ispred bijektivnih funkcija:@ f R—=R, flz)=3z+3 2) f:R=R, f(z)=x*
H2 L 3) fi(-00,3 = (-Loo), flz)=22 @ f:R—(0,0), flz)=¢" 5) f:R— (0,00), f(x)=e"

' —e Zaokruziti broj (ili brojeve) ispred struktura koje su grupe.
AL @y(z.+) 2 (F, ) ®®r+ 4) (R.") 5) {(—1, 1), ) 6) ([0,00), ")
e Zaokruziti broj (ili brojeve) ispred jednakosti koje su taéne u skupu kompleksnih brojeva:
T, @ ==l 2 Re)=3e—l:) 3) () =ie+l) @aFm=n+% 5 a+al=lal+la
; 2z = |z ) Re(z) = 5(z — |2|) m(z) = 5(z + || )21+ 20 =721+ 2 |21 4+ 22| = |21| + |2
@EER = ::E@ ﬁ:31~fg@ z1 - 22| = |=21| - :2@ 22 0= = t;|_23® gl =1=24=3%
e Ako su P i Q polinomi, dg(P) = 3 i dg(Q) = 1. tada je skup svih moguénosti za

42CdgPQ el{hlidP+Qe{ 3 }

g Akoje feIP’[ £y =0, tada:@) = — i| f(x) & 1+ fx) 3) z| f(z)
@t sl f (= @I—%ei%(f(m 6) 22 — 1| f(z); 7) 22+ V2 + 1| f(z)
— ul)arg >0<:>1'm()>0 2)eargz <0 & In(2) <0 arge <0 = Lylz) <0

3, *@—5 <argz<3 = Ln(:) R B)argz<0 & L,(2) <0 (B {z|argz > 0} = {z[In(2) > 0} UR™
. Funkcija f: (=7, %) — (—1,1] definisana sa f(z) = cosz je:
1) sirjektivna i nije injektivna 2) injektivna i nije sirjektivna 3) nije injektivna i nije sirjektivna 4) bijektivna
@ Dumkeija f: (T, 37r) — (0. 1] definisana sa f(r) = sinx je:
U 1) sirjektivna i nije injektivna@b injektivna 1 nije sirjektivna 3) nije injektivna i nije sirjektivna 4) bijektivna
¢ Funkcija f: (§,57) \ {Z} — R definisana sa f(z) = tgz je:

¥ 1) sirjektiv na i mJe HlJ(‘l\l ivnaf2) injektivna i nije sirjektivna 3) nije injektivna i nije sirjektivna 4) bijektivna

ve Dat je skup kompleksnih bIOJG‘\d A= {u lw e C A w? > 0}. Odrediti sve vrednosti ¢ € (-7 .| tako da je

”n“i': pe'? € A za svako p > 0. YG{C,_ }
) e Ncka je {—2.1} skup svih korena polinoma f(x) = 2* + ax? + bx + ¢ nad poljem realnih brojeva. Tada skup
k%€ svih mogucnosti za a jea € {0 > }.

® Nekaje A ={1,2,3}i B = {1,2}. Odrediti broj clemenata slede¢ih skupova funkcija ako f * oznacava rastuéu
) o ‘\ funkciju f i f 7 oznacava neopadajuéu funkciju f:

U= B =2 (7413 By - 'Ww4Hwaww‘wawmkl‘
151 B — 4y = QMW4—wwf |iiriB—ang )= E s ams By -6
— e Nekasuz =144, 20 =21 z3 = 1. Izraziti u zavisnosti od 2. 23 i 23 ugao 4zq2 3 21 ﬁZ/l %{Z i zatim ga
Y ’2\ efektivno izracunati 4zpz321 = J/\,a‘ . Da li je ovaj ugao pozitivno oruentlmn9 %E — ¥ »
f~=% Neka je g: (~1,0] = R, g(z) = —v1— 22, inverzna funkcija je ¢~'(z) —“\/\1’ g l:ASR A= 2_'4"‘:)
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Prezime, ime, br. indeksa: pNESENDE 21.02.2021.
Studijski program E1 E2 PR SV IT IN (zaokruzi) KOLOKVIJUM 2
U svakom zadatku dato je vise odgovora, a treba zaokruziti bro j ili brojeve ispred ta¢nih odgovora. U jednom zadatku
broj ta¢nih odgovora moze biti 0,1,2.3,. .. ;svi. U nekim zadacima ostavljena su prazna mesta za upisivanje odgovora.
. ® Neka je a ravan cija je jednacina x 4+ y = 1. Napisati jedan vektor normale ravni o:
T4€ A.=(A , 71 , D )ikoordinate jedne tacke ravnia: ( 4 , 0 . O ). p (2‘2‘|°>
= i ~ = = | 5 4
T Akojed=(—-1.1.1) i b= (1.-1.1), tada je: ) fﬁ'[:\q) 2) \b\:\% 3) @b =~/ 4) @ xb=" 5) Yab)=ANCCoS (’3’,\
| A ]
aamen U vektorskom prostoru slobodnih vektora. trojka vektora (a,b,c) je:

1341% 1) uvek nezavisna, 2) uvek zavisna. @ nekad nezavisna a nekad zavisna, 4) generatorna, 5) nikad baza.
e U vektorskom prostoru slobodnih vektora. trojka vektora (a,b,0) je:
("c;”.i T 1) uvek nezavisna, @ uvek zavisna. 3) nekad nezavisna a nekad zavisna. 4) generatorna, @nikad baza.

—» Koje su od sledeéih uredenih n-torki generatorne u vektorskom prostoru R3: 1) ((1. 0;0); (0,1, O))

P

ta";f@ ((1.2.3).(1.0.0).(0.2.0).(0.0.3)) 3) ((1.040)) ((1.2.3).(1.5.6).(7.8.9).(—3.5.—9))

—e Ispod svake matrice napisati broj koji predstavlja njen rang.

Ox4 [2 0 0 4 e -1 1 : 1 i3 2 1 0 -1
8 g1 & HSH A {iiﬂ ollo20|] o0 0 o [Q}BN
P 009 A‘ -1 1 - 2 2 0 4 -1 0 1
2 / A i I 1 1
12 1| 11 1] 1 g 4]
0 -1 2] r - | g -2
\\.(_111.[ }:L/{/)w}]nll =9 1 10|=-4 { J :Lﬁ }
P L | L o 9 — 7
HxA ch 0 0 2! 1 0 1 dt > 2

';‘““;o Neka je v : R3> — V definisana sa (T, 22, 23) = 717 + J‘g]’+ .I'J. gde su (R3, R, +,) i (V.R, +, ) vektorski
H j~|© prostori svih uredenih trojki i svih slobodnih vektora. Da li je funkcija ¢ : R3 - V

' @linearna transformacija 2) injektivna 3) sirjektivna 4) bijektivna 5) izomorfizam
» e Neka su 7,1. ., k slobodni vektori i 7. 7,k jedini¢ni medusobno normalni. Tada je:@ (T1)i + (7)) + (TK)k = 7
5, @ (Zi, 27, Tk) € R@) (F)? + (&) + (Tk)? = T 4) (@D)i + (T])] + (FH)F € B3 5) (F1)i+ (T))] + (Zk)k = 77

) " & L " 4 § " n G = W & # gy S
, '/ gnezavisna @ trojka (@.b,¢) je uvek linearno zavisna 3) postoje takvi vektori @.b.¢ da je trojka (@.b.¢c)
L T = =+ i

7 [ mezavisna 4) postoje takvi vektori @.b. 7 da je trojka (a.b.c) generatorna

——e Neka je (d.b.7) uredena trojka komplanarih slobodnih vektora. Tada: 1) trojka (@.b, @) je uvek linearno

‘o U vektorskom prostoru svih slobodnih vektora. par vektora (a.b) je: 1) nekad generatoran, 2) uvek nezavisan,
2 3) uvek zavisan.@ nekad nezavisan a nekad za\'isan.@ nikad generatoran(®) nikad baza.

| = =

77 ® lzracunati vektor polozaja rr tacke T, projekcije tacke A(1,1.1) na ravan a : r = 2. T = <>2, 14,1 )

& Odrediti vrednosti parametara a,b € R za koje je si- ) korltradiktoranLA\;C AtFo)V(a=-14 A €+ ">

gy v B = ) odreden: _ O\ & {4 ucl)_} i “/l}
= ‘ U =g =0 ) 1 puta ncodreden: (A=C A €=c)y [A=-1 1 €=

Z(a
2(b
7 (c
2 (d) 2 puta neodreden: _~

- 9
= Koji od vektora su karakteristicni vektori za matricu { _11 ? ]7 1) { I } @ { ; } 3) { ; }
2.

~——# Koja od tvrdenja su ta¢na ako je kvadratna matrica B dobijena od matrice A clementarnim transformacijama.
i, 1) det(A) = det(B)  2) det(A) #0 A det(B) #0 (3) Rang(A) = Rang(B) 4) A-B =] 5) A=aB
~¢ za neki skalar @ 6) matrice A i B imaju iste karakteristicne korene @ A~ & Bl

&~ *® Za proizvoljne kvadratne regularne matrice A. B, C reda n > 1 vazi:

L

'3, @ A(B>C3) = (A2B2)C®  2) AB = BA OAA*B) ! = B 2472 @) det(APB) = (det(A))3 - det(B)

. o Neka je u k-dimenzionalnom vektorskom prostoru V', n-torka vektora (aj. ..., an) generatorna. Tada je:
(\} 1) k<n @ k<n 3)k=n 4)k>n 5)k>n 6) nista od prethodno navedenog

SN
/ . 5 »
‘5{\0 Napisati # = (0,0,2) kao linearnu kombinaciju vektora @ = (1;0,1); b=10,1,1) i €= (1, 1,0): #= A} %"'}C/
pd

—— . z—2 =1 £ = G 2 Z w o . .
—o Zaprave m: 2 = 0 = s im: 1764 = ut2 _ 7]4 vazi: @mlmollazne su(mNn=0Amlfn)
»

, , 1
u b) paralelne su i razlicite (m || n A m # n) c) poklapaju se (m = n) d) seku se (mNn={M})




ALGEBRA 21.92.2021.

x x
1. Napisati SDNF', sve proste implikante i sve minimalne DN F' Bulove funkcije - u
xf0 0 OOOOOOT1T1111111
y/0 0001 11100001111 u’
z/0 001 1001100110011 o
w01 0101010101010 1 u
fl0 01110100001 1010 )
Y Y Y

2. Nadi koli¢nik i ostatak pri delenju polinoma p(x) = z° + 5z + 623 — 22 — 52 — 6 polinomom ¢(z) = 2%+ +1,
i faktorisati polinom p nad poljima R i C.

3. U skupu kompleksnih brojeva resiti jednacinu z® = iz.

4. Prava p je odredena tackom P i vektorom pravca p. Tacke A € pi B € p su takve da AB J/p. U funkciji od
T4, 7B, Tp 1 pizraziti vektore polozaja tacaka C'i D, tako da ABC'D bude pravougaonik ¢iji presek dijagonala
AC i BD pripada pravoj p.

5. Neka je V' vektorski prostor koji je generisan skupom vektora {a, b, ¢, d, e}, ¢ije sve zavisnosti su date slede¢im

jednakostima i njihovim linearnim kombinacijama: a + b — 15¢ + 10d — e = 0
2 + b + 18 — 12d + e = 0
a + 33¢ — 22d + 2 = 0

(a) Odrediti dimenziju vektorskog prostora V.
(b) Nadi sve podskupove skupa {a,b, ¢, d, e} koji su baze prostora V.

6. Za linearnu transformaciju f : R> — R3 je poznato da je f(1,0) = (1,a,0) i f(1,1) = (1,b,b), gde je a,b € R.
(a) Izracunati f(z,y) za (z,y) € R? i napisati matricu My linearne transformacije f. (b) Ispitati za koje
vrednosti a,b € R je linearna transformacija f injektivna, za koje je sirjektivna, i za koje je izomorfizam.

ALGEBRA 21.02.2021.
T x’

1. Napisati SDNF', sve proste implikante i sve minimalne DN F' Bulove funkcije . u
xf0 0 OOOOOOT1T1111111
y/0 0001 11 100O0O01T1T11 u’
z|0OO1 1001100110011 o
w01 01 010101010101 U
fl001 1101000011010 ,

Yy Yy Yy

2. Nadi koli¢nik i ostatak pri delenju polinoma p(x) = z° + 5z 4 623 — 22 — 52 — 6 polinomom ¢(z) = 2%+ +1,
i faktorisati polinom p nad poljima R i C.

3

3. U skupu kompleksnih brojeva resiti jednacinu z° = iz.

4. Prava p je odredena tackom P i vektorom pravca p. Tacke A € pi B ¢ p su takve da AB fp. U funkciji od
A, Tp, Tp 1 P izraziti vektore polozaja tacaka C' i D, tako da ABC'D bude pravougaonik ¢iji presek dijagonala
AC i BD pripada pravoj p.

5. Neka je V' vektorski prostor koji je generisan skupom vektora {a, b, ¢, d, e}, ¢ije sve zavisnosti su date slede¢im

jednakostima i njihovim linearnim kombinacijama: a + b — 15¢ + 10d — e = 0
20 + b 4+ 18 — 12d + e = 0
a + 33¢c — 22d 4+ 2 = 0

(a) Odrediti dimenziju vektorskog prostora V.
(b) Naéi sve podskupove skupa {a, b, c,d, e} koji su baze prostora V.

6. Za linearnu transformaciju f : R> — R3 je poznato da je f(1,0) = (1,a,0) i f(1,1) = (1,b,b), gde je a,b € R.
(a) Izracunati f(z,y) za (z,y) € R? i napisati matricu M/ linearne transformacije f. (b) Ispitati za koje
vrednosti a,b € R je linearna transformacija f injektivna, za koje je sirjektivna, i za koje je izomorfizam.



RESENJA: ud d
% * u
z
1. Proste implikante: * * | *
yu, y zu, 2’y z, 2 2. N N u
MDNF| = yu' +v'zu+ 2y 2, 2 -
MDNF, = yu' + vy zu + 2’20/,
y' oy Ty
2. (2°+ Bat+ 623 - 22 —b5x—6): (2?+x+1)=23+42>+2 -6
—(2%+ 2t 23 )
4ot 4+ B — 2 —5x—6
—(4at 4 423+ 422 )
3 — 522 —5x— 6
— (23 + 2+ )
—622 — 62— 6
—(—62% — 62 —6)
0

= plx)= @2 +z+1)(z3+42%2 + 2 - 6).
Kompleksni koreni polinoma 22 + z 4 1 su T12 = 5 > 5 >

racionalne korene polinoma 3 4 422 + z — 6 su {#1, 42, +3, +6}. Hornerovom $emom proveravamo koji od
njih jesu koreni:

—1+/1—-14 1 1
iz { VB 1, ﬁ} a kandidati 7a

14 1 -6
111 5 6 0
1|1 6 12

-1/1 4 2
2 (1 7 20
-211 3 0

= pa)=@*+z+1)(z—-1)(z+2)(z+3) <« faktorizacija nad R,
= (x - (—% - ?z)) (a: — (—% + §l>> (x—1)(x+2)(x+3) <« faktorizacija nad C.

3. Jednacina 23

= iZ je definisana za svako z € C, i reSavamo je smenom z = pe'?, p > 0, p € [—7, 7).
(23 =iz N z= pew) & (p?’peiB“D = '2pe ¥ = pei(w_%) AN z= pei“">
& (pZO\/<p:1/\3(,D:—QO+E—|—2k‘TF>) A z:pei‘p>

2
_T

(
o ((sz\/(pzl/\go 8+k%,ke{—2,—1,0,1})) A z:pew>

m 3w om ;
= =1 - i
<p 0OV [p /\cpe{ 3 8’8’8})) /\z-pe>

_im,;, _3m;, m, 5m,
& z€40,e 8 e B el e ),

-

1
4. Neka je T = AC N BD (presek dijagonala). Tacka S sa vektorom polozaja s = 3 (74 + 7B) je sredina

duzi AB. Ravan « koja sadrzi S i normalna je na AB sadrzi i tacku T, te je T = anNp. Sledi da je
(Fs — 7p)AB

p

a + b — 15¢ + 10d — e = 0 a + b — 15¢ 4+ 10d — e = 0

5. (a) 2a + b + 18 — 12d + e = 0 & — b + 48¢ — 32d + 3¢ = 0
a + 33¢ — 22d + 2 = 0 — b + 48¢ — 32d + 3¢ = 0
- a + b — 15¢ + 10d — e = 0

— b + 48 — 32d + 3¢ = 0
1z trougaonog oblika sistema vidimo da se a i b mogu izraziti preko ¢, d i e, a da se pri tome ni jedan od
¢, d i e ne moze izraziti preko preostala dva. Sledi da je {c, d, e} jedna baza prostora V i da je dimV = 3.



(b) Kako je

a c a d a e b c b d

1 =15 | #0, 1 #0, 1 -1 #0, 1 —=15| #0, 1 10 #0,
‘0 48 ‘ ‘0 —32' ‘0 3 ‘ ‘—1 48 ‘ ‘—1 —32'

b e c d c e d e

1 -1 #0, —-15 10 =0, —15 10 | #0, 10 10 | #0,
’ -1 3 ‘ 48 —32 ‘ -1 3 ' -32 3 ’

sledi da {c,d, e}, {b,d,e}, {b,c,e}, {b,c,d}, {a,d,e}, {a,c,e}, {a,c,d}, {a,b,d} i {a,b,c} jesu baze, a
{a, b, e} nije baza.
6. Iz (z,y) = «(1,0) + 5(1,1) = (o + S, 8) dobijamo f =y i a =z — y, te sledi

f(@,y) = f((z —y)(1,0) +y(1,1)) = (z —y) f(1,0) + yf(1,1) = (z — y) f(1,0) + yf(1,1) = (z — y)(1,a,0) +
(1bb) (x —y,ax — ay,0) + (y,by, by) = (z,ax + (b — a)y, by),

1 0
te iz oblika funkcije f vidimo da je ona linearna transformacija sa matricom My = | a b—a
0 b

Linearna transformacija f ne moze biti sirjektivna ni za koje vrednosti parametara jer joj je dimenzija

domena manja od dimenzije kodomena. Injektivna je u slucaju rang My = 2, a to je ocigledno u slucaju kada
je(b#0V (b=0 A a#b=0)).



