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Prezime, ime, br. indeksa: 30.01.2022.
Studijski program E1 E2 PR SW 1T IN (zaokruzi) KOLOKVIJUM 1
Studenti koji kod pitanja do zvezdica naprave vise od pet greSaka nisu polozili ispit! U svakom zadatku dato je
vise odgovora, a treba zaokruziti broj ili brojeve ispred ta¢nih odgovora. U jednom istom zadatku broj tacnih odgovora

moze biti 0,1,2,3,... svi. U nekim zadacima ostavljena su prazna mesta za upisiv an}'e odgovora. . VXZ
e \Tel\a su funkcije frg:(—=1,0) — (—1,0) definisane sa j ~y/e+1iglz) =21 Tadaje_ J
b = -4 =57 =) H
- B Sl iaX o gie) =X . APV TR s T
" e U Bulovoj algebri B = (B, +,-/.0.1) vazi: 1) <I‘+y:.r/,z/ @ = (! L o) @ 11/—1 =Sr+y=1-T
;:)E 4) z+y=1lezy=1 @J‘:y:%r/:y/ @.I*Ui.l*y @j(,r) = i B B
C
7 e Za funkciju f: (0,00) — R grupe ((0,00),-) u grupu (R, +), definisanu sa f(x) = —logs x vazi da je: -
S‘B @ homomorfizam @ izomrfizam @ f~! homomorfizam @ 7! funkcija @fﬁl izomorfizam §
=) e Zaokruziti broj (ili brojeve) ispred tvrdenja koja su tacna u svakom prstenu (R, +,): Q) (b+c)a = ca + ba __}'

b‘»"" 2) (b+cla=ca+ab @ (R,+) je grupa Y (R. ) je asocijativni 0111p01d 5 ab=0a=0Vvb=0
7 2

L p @ operacija - je distributivna prema operaciji + 7)) a #Z0AbD# 0= ab+#0 a-0=0 @ a- (—a)=—a"

——, * Pri delenju polinoma z* — 422 — 5 sa z? 4 1 nad R, koliénik je 4 ""'g , a ostatak je (@) P 1
5 =
——e NZD(P,Q) za polinome P = (t — 3)*(t + 7)2(t — 1)5(t +13)3 1 Q@ = (t - 3)%(t - 15)(1‘ = 107(¢ & 13) Je pohn()m 3
(3) D E-3-1)7(+13)° 2) (t—3)(t—1)(t+13) 3) =3+ —- 1) (t+13)°(t - 15) ~
4) (t = 3)(t + 7)(t — 1)(t + 13)(t — 15) Gt — 3)2(t — 1)5(t +13)3
—=—w Ako je 2 € C, upisdi nedostajuci element u skupu A, ako je Ff=-T-M e {"4“21 s 2=, 1429, ‘*2+/‘} =4 )
= !
— e Neka su f i g funkcije definisane sa f = (;i’ég) ig= (fggg) Tada je fog=(g ’éo[]
/ 4 vl (a6 b g d = bed il becd - 7(11} d
D X1 f ]—(dc\éc) -91—(Zajg) , (fog) l—(écaio{) ) Of . ( c;.

. ~2 i L
po o Izracunati: 1) arg(m) =0 2) arg(5e®) =g 3) arg(—67) =+ 4) arg(97) = O 5) arg(2i) =J! /2 G
&}A'" 6) arg(—1—i) = — 5ﬂ/4’ 7) arg(8e?) =9 8) arg(—1 —iv/3) :'—/2'7717, 9) arg(e™ +1) =" 7
e Zaokruziti bI"OJeVG ispred sirektivnih funkcija: 1) f:RT = R, f(z)=32z+3 @) f:R—>RTU {O} )
i, O —[0,00), flz)=22 @ f:R* = (0,00), fla )—ln (z+1) @ f:R—[1,x) f(.r>jf

——s Neka je A = {1, 2,3} i B = {1,2}. Odrediti broj elemenata sledec¢ih skupova funkcija ako f  oznacava rastucu
Q ! funkciju fi f ozna(axa neopadajuéu funkciju ik

7\ X

' B

‘l'

T |ra— By =5 | atmy| =2 1{f\f A=BAf Y =0 \{f\f:BﬂB} S
(117 B = 4} = ‘7 Jutsiasan s | = A juis B ans 2= B |ir A% 8| - 6
—e Akoje f €R[z], f(1+3i) =0, tadaje: 1) v —1+2i| fz) @z-1-3i[f(z) Ez- me“‘m%:‘!,f‘(m):q-
Is, @+ -2w+10)50) 5) &% — 2 — 8| f(x); 6) z — Vb et M2 | f(2); 7) 2 -z + 4| f(x)

-
— o 7Za svako 2 e C je: - argz > 0 < Ip(z) =20 2) argz >0 & (Rf(:) 20Nz 5t(’>
5‘5/! 7{:?;);}(11332()@(]7”( z) > 0A = #O) 4) **<a S% & Re(z) >0 @”%S Zﬁg = Re(z) 20
L@fggarg:gg = <[m(:)ERA:7£O> @-%<arg:<% = (I,,,(:)GRA:,I/U>

—e Funkcija f: (=7, 0) — (=1, 1] definisana sa f(x) = cosx je:

Lf 1) sirjektivna i nije injekrivn@injektivna i nije sirjektivna 3) nije injektivna i nije sirjektivna 4) bijektivna 2
——_ * Funkcija f: (-7, 5—;) — (—1,1] definisana sa f(r) = sinx je: )
2 Hll](‘}\fl\ na i nije injektivna 2) injektivna i nije sirjektivna 3) nije injektivna i nije sirjektivna 4) bijektivna 4
- é‘ e Funkcija f: (§,7) — R definisana sa f(z) = tgz je:
e 1) \11‘(‘1(‘[1\ na 1 nije injektivn injektivna i nije sirjektivna 3) nije injektivna i nije sirjektivna 4) bijektivna
X . b . abc abc 1_ (@ b ¢ 2
: 1oAkok]ef:(ﬁa;;).tadajef _<é'c,C\>‘fof:<@(,cL faf™ @c . )
x| v
— -, ® Neka je {-2,1, -1} skup svih korena polinoma f(z) = 23 4+ az? + br + ¢ nad poljem realnih brojeva. Tada skup %
(}/ svih moguénosti za a jea € { J_ D T ’/:Q, A”je‘ L'5) /Djé
~ e Nekasuz; = 144, 20 = 21 23 = 1. Izraziti u zavisnosti od 21, 22 1 23 ugao Jee232; = & ‘3 - i zatnn ga efektivio
51 ’3 izra(‘unatl 292321 J Da li je ovaj ugao pozitivno orijentisan? @» NE =

,7
.
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Prezime, ime, br. indeksa: Za 30.01.2022. Studijski
program El E2 PR SW IT IN (zaokruzi) KOLOKVIJUM 2
Studenti koji kod pitanja do zvezdica naprave vise od pet gresaka nisu polozili ispit! U svakom zadatku dato je vise
odgovora. a treba zaokruziti tacne odgovore tj. slova ili brojeve ispred tacnih odgovora. U jednom istom zadatku broj
tacnih odgovora moze biti 0,1,2.3.... svi. U nekim zadacima ostavljena su prazna mesta za upisivanje odgovora.

— & Vektor normale ravni a: 2=z +y—1je: 1) (1,0,1) 2) (1,0,-1) 3) (0,1,0) @ (-1,-1,1) @ (L s =1)
>4, Koordinate jedne njene tacke su: 6) (0.0,0) @ (1,0,0) @ (0,1,0) 9) (0,0,1) @ (1.1.1)

e ¢

—  ® Sistem jednacina ax + ay =a A ar —ay = —ajeodredenza: 1) a#1 2)a# -1 3) a#1Na+# —l@ a+#0
&’ neodreden za: 5) a = 1@ a=0T7)a=-1 protivicBan za: 8) a =1 8) =0 10) s =-1 11} a=—-1Ag=1

(&

e Izra(unati vektore polozaja r, i r7, projekcija tacke T'(—1,1,—1) na pravu

4D a:F=(—1,0,—2) 481, 1, 1) teRiravan o : (1,-1,0) - 7= (1,—-1,0) - (1,0,0). 6
/4 4 !
i e e e A
[ / (/ ———")} 7T// (2—/ L ) z>
-—e Izracunati o i ‘d ako je a(1,-3,2) + 5(3,7,-3) = (0,0,0): (e, B) €{ (O{ L’) }

| 2

——— Izratunati « i 8 ako je a(1,-3,2) + 5(2,-6,4) = (0,0,0): (o, B) € (» ,')/% /5)/” .

—# Neka je (d, b, &) uredena Tw]ka nekoplanarnih slobodnih vektora. Tada: @' trOJka a. b, ) je uvek linearno w

B nezavisna 2) trojka (a@.b.¢) je uvek linearno zav isna 3) postoji takav vektor d da Je cetvorka (d. b. @ d)
"'C_  nezavisna (@Ppostoji takav vektor d da j je cetvorka (a b, ¢, d) zavisna 5) za svaki vektor (IJP cetvorka (. b. C. d)

2
- nezavisna (5) za svaki vektor d j je cetvorka (d, b, ¢, d) zavisna svaki vektor d j je linearna kombinacija uredene

trojke vektora (@, b, &)

.1).(1,0).@ 2) f( y=z+2y jc b

—e Format (m,n), matrice linearne transformacije 1) h(z je (0
HxA (2.‘2).(2.1).@: 3) gle,y) = (&,2 =92 +9) Je@..(‘l?): 1) slzy) =x (2 1)@) (1.1) !
— e Ispod svake matrice zaokruziti broj koji predstavlja njeni rang. =
2 0 6 4 —1 1 ) 0 2 0 2 I 0 -l T X
P C 1 3 ;z}“éﬂ{ 1 -1 {:)1 T)l _1)} 0]{020]{0 0 0][2}2: w 3
L 0.3 2 5 —1 0 - _4 0 2 0 4 —1 0 1 L0 “'\
1@3} 2 afys T 1fs (723 912 120) (D23 oy oDz Vx
P

L
U ]

e Akojed=(-2,2,1) i b= (1, ~4,8), tada je: 1) |[7=3 2) [5=9 3) ab N4) a x 6’7(1 s 5) cos (a@h)=, \
J & > f
/6

ey 7

s, ke 352 ) = <(o,o,1‘),(0.10).(1.0.0)) B ((1.0.0).(& —’1.0)> ((o 0,1),(0,1,0), (1,0,0),(1,2,3)) 5~

5

I =& 4= <(1 L 13422, 2). (3,3, 3)). tada su nezavisne u R3:@ a @ b 3) ¢ 4) d

St . 0 =1 2 : , T B - o

o Akoje A= -1 1}[1 7 1J.tada‘]e:1)A:[1 1 -1] 2)4=]1 4}@‘4:} 1 -1

s ;
= e Neka je ABC'D paralelogram, a tacka T teziste trougla BCD (BD JP (hjaoonala pamlelogranm) Izraziti vektor i:,
(S BT l\ao linearnu kombinaciju vektora @ = ABib=BC. DT = f_ﬂ& 3 é .

= e Neka je u sedmodimenzionalnom vektorskom prostoru V', k-torka vektora (ay, . ,ay) generatorna. Tada je uvek:

\A ) 1} k<7 2)k<7 3)k=7 4)k>7 k >7  6) nista od prethodnog

——e Ako su nenula vektori @ = a7 + asj + ask i b=byi+ boj - bsk kolinearni tada jv@ @xb=0 2) a- b=10 }

10 @ ay as  a = ay as a ap  a » - -
2 i 1 2 3 ‘, ) 1 2 5 g 1 a2 ag e oo Y
'y rang =1 rang 2 5) rang =0 6) a1 b su zavisni
L S 1)1 by b;; (‘@ e bl ])-3 [)3 ) - 1/1 }I-_g

(S b

) %GAGR)&‘#AE ) 8) (VA € R) b # Ad 9) (VA€ R) (d # A6 A \i #1) @i

IN

(Fa,8 €R)ad +Bb=0 A o®+ 3% #£0.12) (Yo, B € R)ad + Bb=0 = a?+82=0

A . el _ . 1 2 2 ~1 2 T
e Koji od vektora su karakteristicni vektori za matricu { 9 4 }7 @ { ) } @ { ) } 3) { 5 } .

"7 -
~
——e Ako je nmtriad A’ dobijena od matrice A = [@ij]nn, aij € R elementarnim transformacijama, tada je: r
G, let(A)| = Mdet(A')| za neko A € R Al = A 8 A let A#0 e det A’ #0 9
Wk@‘” A)l |det(A”)| za neko @rang( ) =rang(A’) ) @(9 #0 & de :
“—e Koje od tvrdenja je tacno za bilpkoje kvadratne matrice 4, B, C reda 2 i svaki skalar \:
j 1) det(AB) = det(A) + det(B) (B+C)A=BA + CA 3) det(AA) = Ag(let(A)@ det(A 1ot( ydet(A)

. 4 5) (AB)? = A’B? 6) rang(AB) = rang(A)rang(B) 7) rang(AB) = rang(A) + rang B@ (AB) e

)



ALGEBRA 30.01.2022.

1. Nekajezy =a+1+i(a—1), 20 =2a—iaiw= e Odrediti a € R tako da je
2
_ _ _ 2
(a) Im(w) =0, (b) Re(w) =0, (¢) Jw| = 7%

2. Za uredeni par ([0,00),*), gde je binarna operacija * skupa [0,00) definisana sa x *x y = /22 + y2, ispitati
zatvorenost operacije, asocijativnost, komutativnost, egzistenciju neutralnog elementa i egzistenciju inverznih

elemenata. T z!

3. Napisati SDNF, sve proste implikante i sve minimalne DN F' Bulove funkcije - u
{0 0 OOOOOOT1T111 1111
y/0 0001 11100001111 u’
z/!00O1 1001100110011 o
w01 0101010101010 1 U
f10 011101 000O011O0T10O0 )

Y Y (Y

4. Neka je A # B i 7LAB. U zavisnosti od vektora 7 i vektora polozaja 74 i ¥ susednih temena A i B kocke
ABCDABC1 D, izraziti vektore polozaja temena kocke ABCDA1B1C1D; kod koje je ravan dijagonalnog
preseka ABC1 D normalna na vektor 7i.

5. Operacije +: R? x R? — R? i ® : R x R? — R? su definisane na sledeéi naéin: za sve (a,b), (c,d) € R? i svako
A €R je: (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d), A©® (a,b) = (Na,b).
Na uredenoj ¢etvorci (R?, R, +,®) ispitati sve aksiome vektorskog prostora.

6. Za linearnu transformaciju f : R? — R? je poznato da je f(1,2) = (—1,3) i f(1,1) = (2, —6).
(a) Izracunati f(z,y) i matricu M linearne transformacije f. (b) Odrediti rang linearne transformacije f.

(c) Ispitati da li postoji inverzna linearna transformacija f~!. (d) Napisati jednac¢inu skupa tacaka f(R2?) =
{f(z,y) | (x,y) € R?} i dati geometrijsku interpretaciju toga skupa.

ALGEBRA 30.01.2022.
1. Nekajezy =a+1+i(a—1), 20 =2a—iaiw= ? Odrediti a € R tako da je
2
() I(w) =0, (b) Re(w) =0,  (¢) [w| = Z.

2. Za uredeni par ([0,00),*), gde je binarna operacija * skupa [0,00) definisana sa x *x y = /22 + y?, ispitati
zatvorenost operacije, asocijativnost, komutativnost, egzistenciju neutralnog elementa i egzistenciju inverznih

elemenata. T z!

3. Napisati SDNF, sve proste implikante i sve minimalne DN F' Bulove funkcije - u
{0 0 0OOOOOOT1TT1T1T1T1111
y/0 00O0OT1111000O0O0T1T1T1]1 u’
z/!0 01 10011 0O011O0O0T11 o
ul0O1 01 0101O01O01O0101 U
f10 011101 000011010 ,

Yy Yy Yy

4. Neka je A # B i 7LAB. U zavisnosti od vektora i i vektora polozaja 74 i 7p susednih temena A i B kocke
ABCDAB,C1 D1, izraziti vektore polozaja temena kocke ABCDA;B1C1Dq kod koje je ravan dijagonalnog
preseka ABC1D; normalna na vektor 7.

5. Operacije +: R? x R? — R? i ® : R x R? — R? su definisane na sledeéi naéin: za sve (a,b), (c,d) € R? i svako
A €R je: (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d), A® (a,b) = (Na,b).
Na uredenoj ¢etvorci (R?, R, +,®) ispitati sve aksiome vektorskog prostora.

6. Za linearnu transformaciju f : R? — R? je poznato da je f(1,2) = (—1,3) i f(1,1) = (2, —6).
(a) Izracunati f(x,y) i matricu M linearne transformacije f. (b) Odrediti rang linearne transformacije f.

(c) Ispitati da li postoji inverzna linearna transformacija f~!. (d) Napisati jednacinu skupa tacaka f(R?) =
{f(z,y) | (x,y) € R?} i dati geometrijsku interpretaciju toga skupa.



RESENJA

1. Kako je
z1 a+1l+ila—1) a+1+i(a—1) 2a+ia
:ZQ: 2a — ia - 2a —1a ‘2a+ia
20> +2a —a®> +a+i(2a®> —2a+a*+a) a*+3a+i(3a® —a)
- 4a? + a? - 5a?
a? + 3a a’—a
B 5223 +i35a2 ’

dobijamo sledeca resenja.

(a) Iy (w) =0 ako je

2 _
30 ) e Ba2—a=0 A 5a2£0)
5a?
1
< (aBa—1)=0 A a#0) < a= 3.
(b) Re(w) =0 ako je
a’ + 3a 9 9

< (a(a+3)=0 A a#0) & a=-3.

2 a? + 3a 3a2 —a 2
(©) lul NEELTIEET =
Za a = 0 broj w nije definisan, a za a # 0 je

L e L~ s
(@+3)2+(Ba—1)2  [10a2+10  V10Va?2+1 2
< \/ 25a2 _\/ 25a2 5la| VG
Va2 +1 @ B 9
W =5 & Va2+1=v2[a| /

& d?+1=2 & d=1 & ac{-1,1}.

2. (a) Zatvorenost operacije * je ocigledna jer za z,y € [0,00) je /22 + y2 € [0, 00).

(b) Operacija * jeste asocijativna jer za

L=(m*y)*z:vx2+y2*z:\/(\/x2+y2)2+z2:\/x2+y2+z2,
D:a;*(y*z):w*«/gﬂ—l—z?:\/9624-(\/3/2—1-22)2:\/x2—|—y2—|—22,

imamo da je L = D.

(c) Komutativnost operacije  je ocigledna jer je
cxy=+/r2+1y2 =P +a2=yxuz.
(d) Neutralni element je 0 € [0, 00) jer za sve x € [0,00) vazi

Oxzx=xx0=va2+0%=|z| =2z

(e) Inverzni element za 0 je naravno 0, a za sve ostale x > 0 ne postoji ' > 0 takvo da je

rxa = /22 + (2/)2 = 0 (jer je 2% > 0). - 2

3. Proste implikante: . * | ok U

yu', y zu, 'y z, 2 2. * x| x
!/
MDNF = yu' +y'zu+2'y'z, * « |V

/
MDNF, = yu' +y'zu + 2/ 20/ : u
/




4. Duzi AD; i BC; su dijagonale strana kocke tj. kvadrata ADD1A; 1 BCC) By, te je |AD:| = |BCy| = \/ilfﬁﬂ

d.

Vektori |[AD1| i |BCY| su normalni i na AB ina 71, dakle imaju pravac vektora @ = AB x ©. Stoga je

o, =% VIABl G, e, =+ VAAB|
a a
1
(zadatak ima dva resenja). Neka je S sredina duzi BCy, dakle Tg = 5(7” B+ 70, ).

1 —
Vektori SC' i SBj su istog pravca kao vektor 7 i jednake duzine kao vektori SBi S—C’_I = §|BC’1\, te je

. . 1—> 7 . . 1 —3 i
TC =Tg ]BC1\| k B, =TS F = \BCl|’ |

(reSenja dobijena sa £ i F su jednaka jer se razlikuju samo u oznakama temena kocke).

Na kraju iz AA; = DDy = BB dobijamo 77,41 =74+ 7?31 — 7B, D = FDl - 7731 + 7B.

(a) Ispitujemo dali je (R?, +) komutativna grupa. Operacija + je zatvorena jer je (a, b)+(c,d) = (a+c,b+d) €
R? za sve (a,b), (c,d) € R?. Asocijativna je i komutativna jer je
(a,b) + ((¢,d) + (e, f)) = (a,b) + (c+e,d+ f) = (a+c+e,b+d+ f)
—(a+ebtd)+ (e f) = (@) + (e d) + (e ),
(a,b) + (¢,d) = (a+c¢,b+d) = (c+a,d+b) = (¢,d) + (a,b).
Neutralni element je (0,0) jer je (a,b) 4+ (0,0) = (0,0) + (a,b) = (a,b).
Inverzni element za (a,b) € R? je (—a, —b) € R? jer je (a,b) + (—a, —b) = (—a, —b) + (a,b) = (0,0).
Dakle, (R?, +) je komutativna grupa.
(b) Jeste A ® ((a,b) + (¢,d)) = A ® (a,b) + A ® (c,d) za svako A € R i sve (a,b), (c,d) € R? jer je
AO ((a,b) 4+ (¢,d)) =A® (a+c¢,b+d) = (Ma+c),b+d)
=AM+ A, b+d) = (Aa,b) + (Ac,d) = X O (a,b) + A O (¢, d).
(c) Ispitujemo da li je (A +6) ® (a,b) = A ® (a,b) + 0 ® (a,b) za sve \,0 € R i svako (a,b) € R2. Nije, jer je
npr.zaA=0=a=0b=1
=A+60)©(a,b)=((1+1)-1,1) =(2,1),
D=X0(a,b)+006 (a,b) =(Xa,b) + (fa,b) = (1,1) + (1,1) = (2,2) # L.
(d) Ispitujemo da li je A ® (0 ® (a,b)) = (A0) ® (a,b) za sve A\, € R i svako (a,b) € R2. Jeste, jer je
A® (06 (a,b) =AX® (fa,b) = (Na,b) = (A) © (a,b).
(e) Ocigledno je 1 ® (a,b) = (1-a,b) = (a,b) za svako (a,b) € R2.

(a) Lin. transf. f odgovara matrica M = [ a b ], a iz uslova f(1,2) =(-1,3) 1 f(1,1) = (2, —6) dobijamo

c d

[a b]'[l]_[a+2b]_[1] o o T 2= -1
c d 2 c+2d 3 ¢c + 2d = 37
a b 1| _|a+b| | 2 a + b = 2
[c d]‘[l]_[cjtd}_[—()‘} < c + d = —6°

Resavanjem sistema jednacina

a + 2b = -1 a + 2b = -1
c + 2d = 3 o @ + b = 2

a + b = 2 c + 2d = 3
c + d = —6 c + d = —6

dobijamo a =5, b= -3, c=—15,d =9, dakle M = [ _Ei5 _93 ], te je

_ 5 3| x| _ or — 3y . . B B B
flz,y) = [ 15 9 } [y ] = [ 152 + 9y ] Sledi da je f(z,y) = (5 — 3y, —15x + 9y).

5 —3

(b) Ako prvu vrstu matrice M pomnozenu sa 3 dodamo drugoj, dobijamo da je M ~ [ 0 0

da je rang(M) = 1.

(c) Iz det M = 0 sledi da ne postoji inverzna linearna transformacija f~!.

(@) f(R?) = {f(z,y)|(z,y) € R?} = {(52 3y, —150+9y) | (z,y) € R*} = {(52—3y, —3(52 —3y))|(z, y) € R?}
Sto je prava koja prolazi koordinatni pocetak i paralelna je sa vektorom (1,—3), i njena jednacina je

E_ Y
f(R2).1__3.

} , odakle sledi



