FTN, Informacioni inZenjering, Matematicka analiza 1 ’KOLOKVIJUM 1\

Prezime, ime, br. indeksa: 21.04.2018.

PREDISPITNE OBAVEZE 1
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e Napisati jednacinu tangente na grafik funkcije f : (0,00) — R, f(x) = V& + 1 u tacki 1:

e Funkcija f: R — R, f(z) = ‘xz - 4‘ je diferencijabilna u tackama x €

e Zaokruziti tac¢ne iskaze, za proizvoljne realne funkcije f, g i h,ia,b € R:

1) (fog) (x)=(fog)(x) 2) (fog)',@) = (f'og)(x)-d (93)/ 3) (¢f (z)) = ' (x)
4) f(z)=a = f'(x)=0 5) (f (xz)) = f (xQ) 6) (f (xz)) =2xf (x2)

e Napisati prve izvode datih funkcija

FROR f@)=YE 5 )=

22

g:R—=R, g(z)=sin(b—-21), ¢ ()=

—Az+4 |, <2

oFunkcijaf:R%va(@—{ Az —2 >

9 € neprekidna na skupu R za A €

e Prava y = 1 je desna horizontalna asimptota funkcije f (x) ako je (izraziti limesom):

e Napisati formulu za razvoj funkcije f : R — R u beskona¢ni Maklorenov red:

f(x) =

e Stacionarne tacke funkcije f: R = R, f (z) = 22 — 5z + 6 su:

e Ako je f'(x) < 0 zasve xz € (0,1), tada je funkcija f na intervalu (0, 1):

1) monotono rastuéa  2) monotono neopadaju¢a  3) monotono opadajuca
4) monotono nerastu¢a  5) konstantna  6) neprekidna 7) konveksna
8) konkavna 9) parna 10) neparna 11) pozitivha 12) nenegativna

e Prvi parcijalni izvodi funkcije f : R? = R, f (z,y) = 22y — 3y su
fz (IE?y): fy(xvy):

ZADACI

22 In’z , >0

1. Neka je funkcija f: R — R definisana sa f (z) = { (A—2)?—9 <0

(a) Ispitati za koje A € R je funkcija f neprekidna na R.
(b) Ispitati za koje A € R funkcija f ima prvi izvod na R.

1—Inx

2. Ispitati funkciju f (z) =
x

i nacrtati njen grafik.

3. Koliko ¢lanova u razvoju funkcije f(2) = In(1+ x) u Maklorenov red treba uzeti da bi vrednost
In (0.5) izrac¢unali sa greskom manjom od 0.017



RESENJA ZADATAKA - KOLOKVIJUM 1

1. Neka je funkcija f : R — R definisana sa f (x) = {

(a)
(b)

22 In%z , >0
(A-2)*=9 , z<0°

Ispitati za koje A € R je funkcija f neprekidna na R.
Ispitati za koje A € R funkcija f ima prvi izvod na R.

ResSenje:

(a)

Kvadrata funkcija f) () = (A —z)* — 9, 2 < 0 je neprekidna na (—oo, 0], i pri tome je fi (0) =
A? — 9. Funkcija fp (z) = 22 In?z, > 0 je, kao kompozicija neprekidnih funkcija, neprekidna
na (0,00), i pri tome je

li — 1 2 1 2 =0-(— ,

Jim 2 (¢) = Jim o 0 =0 (o0

Sto je neodreden izraz. Primenom Lopitalovog pravila (2 puta) dobijamo

/!
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lim fo(x) = lim 5 = lim 7= lim ——F=—lm — =—-——
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. (Inz)’ : 3 .
=— 1 (7),:—l1m xnghm:cQZO.
z—0t ([E_2) z—0t —2x~ 2 z—0+

Funkcija f je neprekidna ako i samo ako je f1(0) = li%l+ f2 (x) odnosno A% — 9 = 0, dakle za
T—

A e {-3,3}.
Da bi funkcija imala izvod, mora biti neprekidna. Dakle, u tacki 0 moze da ima izvod samo za
vrednosti A € {—3,3}. Za svako A € R, funkcija f1 (z) = (A — 2)* — 9, = < 0 ima izvod
fi(x)=—-2A—2)=2x—-2A
na intervalu (—oo,0) i levi izvod
fi(0) = ~2(A—0) = —24
u tacki 0. Funkcija fo (z) = 22 In? 2, £ > 0 ima izvod

1
fo(x) =2z n*z 422 Inz - o= 2zlnz(lnx + 1)
na intervalu (0, 00) za svako A € R. Desni izvod funkcija f moze da ima samo za A € {—3,3}, i
tada je

f(x)—f(0) z?In*z — (4% - 9) In?z oo

foy (@)= tim 2 ZIE) gy = lim =%
’ z—0t z—0 z—0t x z—0+t T o0

Primenom Lopitalovog pravila (2 puta) dobijamo

In2z)’ 2lnx - L ] — Inz)
ﬁ+@y:nm< 2:1ml——ﬁ£:—2mn3§:—zi§:—zhm(n@,
’ z—0t ([L‘_l) r—0t —x z—0t T o0 r—0Tt (:E_l)
1
= —2 lim =2 lim z=0.
z—0t —x— z—0+

Dakle, za A € {—3,3} je
fL0) = fi,_(0) = —2A =6 # f, (0) = f3,. (0) =0,

te za sve A € R funkcija f ima prvi izvod na R\ {0}, a u tacki 0 nema prvi izvod ni za jednu
vrednost parametra A.

_l—lnx

2. Ispitati funkciju f (x) = 1 nacrtati njen grafik.
x

Resenje:

(a)
(b)

()

Domen funkcije je skup D={z € R| >0 A z # 0} = (0,00).
Nule funkcije:

fz)=0 & 1—-Inz=0 < hzr=1 & z=e¢
Znak funkcije: kako je x > 0, x € D, imamo da je
fx)>0 & ha<l & z<e & xz€(0,e)
i
fx)<0 < z>e.



(d) Monotonost i lokalni ekstremi funkcije:
1—Inz\’ —%-x—(l—lnx)-l Inz — 2
- (1) e

ff(2)=0 & hex=2 & x=¢,

pri éemu je 22 > 0, z € D, te je

ff(z)>0 & hhz—-2>0 & hex>2 & xz>e
i

flla)<0 & z<e? & ze€(0,€).

Dakle, funkcija f je monotono rastuca na skupu (e

i ima lokalni minimum u tacki z = €2.

)

x x2 2

2

2, oo), monotono opadajuca na skupu (0, 62),

(e) Drugi izvod funkcije, konveksnost i konkavnost:
£ (z) = (lnm—Q)’ _ 1.22—(Inz—2) 2z _ 5—21I1:L'.

72 4 3

Kako je za x € D

f"(z)=0 & 5-2lnz=0 < Inzx=
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ff(z)>0 <& 5-2lnz>0 < Ihr<

f"(z)<0 <« 5-2lhz<0 < x>eg,

sledi da je funkcija konkavna na (eg, oo), konveksna na skupu <O,e%>, i ima prevojnu tacku
x=e3.
(f) Vertikalne asimptote funkcije: s obzirom na domen D = (0,00) funkcije f, jedina moguéa verti-
kalna asimptota je prava x = 0. Kako je
l-Inz 1-(-0) o
lim f(x)= lim = =— =0
z—0+ /(@) a—0t @ +0 +0 '
sledi da je prava x = 0 leva vertikalna asimptota funkcije f.

(g) Horizontalna / kosa asimptota funkcije: kako je (primenom Lopitalovog pravila)
l—lnx o

lim f(z)= lim =— =7,
T—00 T—$00 €T o0
1-1 -1 0
= lim nr_ lim —% = lim - =0,
r—Fo00 T r—+oco 1 x—=+oo 1

sledi da funkcija f ima za desnu horizontalnu asimptotu pravu y = 0 (z-osa).
(h) Grafik funkcige:

081
0.6
04r

021

3. Koliko ¢lanova u razvoju funkcije f(z) = In (14 ) u Maklorenov red treba uzeti da bi vrednost
In (0.5) izracunali sa greskom manjom od 0.017
Resenje: Imamo da je In(0.5) = In (1 + (=0.5)) = f(—0.5), te posmatramo razvoj funkcije f (x) =
In (14 z) u tacki z = —0.5. Kako je (vidi tablice)

[e.o]

In(1+z)= ;enn—lfl, e (~1,1],
(n+1)
Ty (z) = Ll(g)x”“, za neko & € (x,0),

(n+1)!



to za x = —0.5 treba da bude
fFtD () Ll

|rn (z)] = CE] < 0.01,
pri cemu za f (z) = In (1 + z) induktivno dobijamo
f/ (‘T) = 1—‘,—%7 f” ({L‘) :_Wa f’”(ﬂ?): (1+2x)37 f(4) (]3) :_ﬁ7

(5) _ 4l (6) _ 5l
odnosno

2n+1 (2n)!
FE (z) = A+ n € NU{0},
o0 @)= - e,

(1+2)™
Tako, za £ € (—0.5,0), za sve z € R dobijamo
. f(n+1) (f) n+l| i(1+§jn+l n+l|
|rn (—0.5)| = EF (—0.5) HECESE (—0.5) =
0.5"*! 0.5m*! 1

= .01
<(n+1)0.5"+1 n+1<007

(n+ 1)1+
pri cemu je

1
?<001 & 100<n+1 & 99 <n.

Dakle, za trazenu aproksimaciju je dovoljno uzeti n = 100, odnosno polinom 100-tog stepena.



