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e Zaokruziti ta¢ne iskaze, za proizvoljne realne funkcije f, gi h,ia,b € R:

1) (af (@) =f'(x) 2) f2)=f(-2) = f(2)=f(-2) 3) (f(sinz)) = f'(z)cosz
4) (fog) (x)=(f"od) (9(x)) (f (@)g (@) = [ (2)g (2) + f (x)g' (=)

/ ’
6) (/) = (/@) f'(z)=g (z) & FeeR, f(z)=g(2)+c
e Napisati jednacinu tangente na grafik diferencijabilne funkcije f : R — R u tacki zq:
y = f'(wo)z + f (z0) — f' (z0)70

e Funkcija f (z) = sin je neprekidna u tacki zp =1za A e R\ {-2}

=
22+ Ax +1
e Funkcija f: R —> R, f(z) = ‘ZL‘Q + 4‘ je diferencijabilna u tackama x € _ R

e Napisati prve izvode datih funkcija

. e by 2% (2% 4 22) =207 (x 1) 2eF (2”4 — 1)
f:R—=R, f(x) fH(@) = (22 + 22)? - (22 + 2z)°

22422
1 >:sin(1—\/5)
2\/x 21

e Stacionarne tacke funkcije f: R = R, f(z) = 2% —dx +4su: 9 =2

g:R—=R, g(x)=cos(1—+x), ¢ (z)= —sin(l—ﬁ)~<

e Prava y = 2 je leva horizontalna asimptota funkcije f (z) ako je (izraziti limesom): lim f(x)=2
T—r—00

o /(0) 4

e Napisati formulu za razvoj funkcije f : R — R u beskona¢ni Maklorenov red: f(x) = Z T
k=0

e Napisati Lagranzovu funkciju za nalazenje uslovnih (vezanih) ekstrema funkcije f : R3 — R,

sin(zy) .
R = - l 2 — 3 = ]_ — 0:
flx,y,2) x2+y4+1uzusovex+ y— 3z icos(x+y+2)
L(z,y,z;\,0) = sin(zy) + ANz +2y—32z—1)+0(cos(z +y+ z))

22 +yt+1
e Prvi parcijalni izvodi funkcije f : R? — R, f (x,y) = sin(2?y) — 3y? su

fo(x,y) = 2w cos(z’y) fy(z,y) = a”cos(z®y) — 6y

ZADACI
1. Dat je rekurzivan niz a,41 =4 — —, n € Nia; = 1. Dokazati da za svaki ¢lan niza a,, n € N vazi
a
1 < a, < 4, dokazati da niz konverg?ra, i zatim mu izra¢unati granicu.
B+ == | x€ (~00,0)
2. Ispitati za koje A, B € R je funkcija f(x) = A , x€[0,1] neprekidna na R.

arctg 2;3;/5 , € (1,00)

3. Nadi jednac¢inu tangente na krivu eV = In(x + y) u njenoj tacki preseka sa x-osom.

4. Koliko (najmanje) ¢lanova u razvoju funkcije f(z) = In(1 + x) u Maklorenov red treba uzeti da bi se
vrednost broja In(1.5) mogla izra¢unati sa greskom manjom od 0.027



RESENJA ZADATAKA - KOLOKVIJUM 1

1. Dat je rekurzivan niz a,+1 =4 — —, n € Nia; = 1. Dokazati da za svaki ¢lan niza a,, n € N vazi
Gnp,
1 < a, < 4, dokazati da niz konvergira, i zatim mu izra¢unati granicu.

Resenje:

(a) Relaciju A(n): 1 < a, < 4 dokazujemo matematickom indukcijom:
(a.l) A(1):1<1 <4 je tacno;
(a.2) pretpostavimo da je A(k):1 < a; <4 je tacno;
(a.3) koriste¢i induktivnu pretpostavku, dobijamo da je tacno i A(k + 1) jer je

1
Ak+1): 1<aqp1<4 & 1<4-—<4 & 3<-——<0 & 3>—>0
ag ag a

1
S 3ap>1>0 < ap > -,

$to je tacno zbog induktivne pretpostavke 1 < ay.

(b) Matematickom indukcijom ¢emo dokazati da niz je apy1 = 4 — i, n € N, a; = 1 monotono
rastudi, iz ¢ega ¢e da sledi njegova konvergencija jer smo pod (a) doﬁazali da je ograni¢en. Dakle,
dokazujemo B(n): a, < ap+1, n € N.

(b.1) B(1):1 < 3 je tacno;
(b.2) pretpostavimo da je B(k) : ar < agy1 je taéno;
(b.3) koriste¢i induktivnu pretpostavku, dobijamo da je ta¢no i B(k + 1) jer je
Bk+1): apy1 <agpta < 4—i§4— ! & ! !

— >
. ' ' ag k41 ag Gkl
$to je tacno zbog induktivne pretpostavke.

< ap < A,

(c) Dakle, niz konvergira, tj. 3A = lim a,, € R, pri ¢emu je A € [1,4] zbog 1 < a,, < 4, n € N. Kako
n—oo

Je
1 1 1
A= lim a, = lim apy1 = lim (4—):4— - =4 - —
n— 00 n—00 n—00 Qnp, lim Qp, A
n—00
1 4++/16 -4
& A=d-4 & Ad4A41=0 & Aw:f:zi\@.

Pri tome 2 — /3 ¢ [1,4] i 2+ V3 € [1,4], te je lim an =2+ V3.
n o0

B4zt g e (—o0,0)
2. Ispitati za koje A, B € R je funkcija f(z) = A , x€[0,1] neprekidna na R.
arctg 2;3;/5 , € (1,00)

Resenje: Izrazi kojima je funkcija f definisana su takvi da je funkcija f neprekidna u svim tackama
osim mozda u 01 1.

(1) lim f(z)= lim f(z) & lim <B+Si”_x> = A

z—0~ z—0t z—0— X

& B+ lim (Smx—1>:A e B4+ lim 2¥ _1-A4 & B+1-1=A4 < B=A.

z—0~ T z—=0- X
(2) lim f(z)= lim f(x)
z—1— r—1t
2—-2 2(1 —
& A= lim arcth = lim arctg ( V)
z—1+ 1—=2 z—1t (1 — \/5)(1 + \/E)
2 T
- 1. t —_— = t _—
i oty 7 = et g =
U konjunkciji uslova (1) i (2) dobijamo jedinstveno resenje A = B = %

3. Nadi jednac¢inu tangente na krivu e = In(x + y) u njenoj tacki preseka sa x-osom.

ResSenje: Tacka preseka sa x-osom je za y = 0 i:



& =In(z+0) & l=Inz & z=c¢,

dakle tacka T'(e,0). Kako je

=In(zr+y) & ' =z+y & z=¢ —y=gy).
Jednacina tangente na krivu u tacki y = 0 je
z=g(0)y+g(0)—g(0)-0,

gde je

g(0) = —0=e,

gy =e"-e¥—1=e"T1 -1, ¢(0)=¢"
te jednacina trazene tangente glasi

T = (62—1)y+e.

0
1 =¢2-1,

. Koliko (najmanje) ¢lanova u razvoju funkcije f(z) = In(1 + x) u Maklorenov red treba uzeti da bi se
vrednost broja In(1.5) mogla izracunati sa greskom manjom od 0.027

Resenje: Imamo In (1.5) =1In (14 0.5) = f(0.5), te posmatramo razvoj funkcije f (z) =In(1+xz) u
tacki x = 0.5. Kako je (vidi tablice)

In (14 z) = ;<—1>”—1f, re(-11],
(n+1)
ry () = mxnﬂ, za neko £ € (z,0),

to za x = 0.5 treba da bude
f(nJrl) (‘5) n+1

T

CESN < 0.02,

rn ()] =

pri ¢emu za f () = In (1 + z) induktivno dobijamo

F)=g Mo =-ghs M@ =gks M@=-gks
! |

fO@) =g [O@ =g

odnosno

2n)!
(2”+1):U:(7 neNU{0
P ) = P (o),
2n — 1)!
f(2n) (z) = _%7 n €N,
1+x)
Tako, za & € (0,0.5), za sve € R dobijamo
(n+1) o
ra (0.3)] = | L&) g gnat| 2 | T g
(n+1)! (n+1)!
0.5n+1 O.5n+1

1
= 0.02
< (n + 1) . 1ntl (’I’L + 1)2n+1 < ’

(n+1)(1+"
pri ¢emu je

— <002 & 50< 12+t
(n+ 1)2n 1 (n+1)
Kako je a, = (n+1)2"*1, n € N rastuéi niz, resenje zadatka je prvo n € N za koje vazi nejednakost
50 < (n+ 1)2”“. Redom dobijamo a1 = 8 < 50, as = 24 < 50, ag = 64 > 50, te je za trazenu
aproksimaciju dovoljno uzeti n = 3, odnosno polinom 3-eg stepena.



