FTN, Informacioni inZenjering, Matematicka analiza 1 ’KOLOKVIJUM 1\

Prezime, ime, br. indeksa: 23.06.2020.

PREDISPITNE OBAVEZE 1

. 6n% + 1 2 . sinn
o lim [ — = lim =

n—ooo \ 2n3 —6n2 —1 n—oo n

. 3 —1 . x+5
e lim = im ———
=2\ x—1 z—o0 In (z + 5)

e Zaokruziti tacne iskaze, za proizvoljne realne funkcije f, g i h:

1) (af (@) =f'(x) 2) fl@)=f(-2) = f(@)=[f(-2) 38)(f(sinz)) = [ (2)cosz
4) (fog) (@)= (f'od) (9(x)) 5) (f(@)g (@) =f (x)g(x)+ [ (2)g ()

6) (ef(x)>/: (ef/(x)) 7 f(x)=¢ (x) & 3ceR, f(x)=g(x)+c

e Napisati jedna¢inu tangente na grafik funkcije f: R — R, f(x) = sinz u tacki 2o = 0:

2
e Za funkciju f: R\ {3} = R, f(x) = 3 napisati, ako postoje, jednacine:
x p—
(a) verikalnih asimptota:

(b) leve horizontalne asimptote:

(c) desne horizontalne asimptote:

2 2,.
e Funkcija f (z) = { :1: ;;4_:65 8 i i 1 je neprekidna u tacki zg =1 za A €

)

e Napisati prve izvode datih funkcija
1

[ (@) = sin (22 1+ 3)’ f(x) =
g0) = g()=

e Napisati formulu za razvoj funkcije f : R — R u beskona¢ni Maklorenov red:

f (@)=
e Prvi parcijalni izvodi funkcije f : R? - R, f(z,y) = 23,/y — €® su
fx(:E,y): fy(xvy):
ZADACI 1

. . . 1 . . .. . ..
1. Dat je rekurzivan niz a,4+1 =4 — —, n € Nia; = 1. Dokazati da za svaki ¢lan niza a,, n € N vazi
a

n
1 < a, < 4, dokazati da niz konvergira, i zatim mu izracunati granicu.

2. Ispitati funkciju f () = In T

i nacrtati njen grafik.

3. Koliko ¢lanova u razvoju funkcije f (x) = e® u Maklorenov red treba uzeti da bi vrednost e? izracunali
sa greSkom manjom od 0.17



FTN, Informacioni inZenjering, Matematicka analiza 1 ’KOLOKVIJUM 2\

Prezime, ime, br. indeksa: 23.06.2020.

PREDISPITNE OBAVEZE 2

Zaokruziti osobine integrala (za proizvoljne f : R — R, g :R—->R, h:R>R iaeR)

1)/ Vdz = h (/f da;) 2)/fa Jdz = — fa+1()+c
3)/fx-gxdx:/fxdx+/gxdx 4)/fx (x)dx—/f dw—/()d

$) [ 1) 9@ =9 [ 1w+ 1@ [9@ar o ([ r@ar) =7+
7) /f(x)-g(x)dﬂfzg(w)/f(w)dﬂf—f(ﬂf)/g(fz)dw Ol

Izracunati:

1) /\/mclx: 2) /lnx Tdr =

—3de= 4)/(m+3)exd:c:

Izracunati:
1

1) /e%dx = 2) /(1:2 +4z)dx =
1

-1

Napisati formulu za parcijalnu integraciju:

Napisati formulu za duzinu luka parametarski zadane krive (z (t),y (t)), t € [1,2], gde je 2’ (¢t) > 0:

g:

Zaokruzi resenja diferencijalne jednaéine yy” = 3%:

Dy@) =z 2)y@)=2> 3)yl@)=c 4)y@)=¢" 5)y(r) =snz

Resenje diferencijalne jednacine oblika 3/ = f (Q) trazimo uvoded¢i smenu:
x

Ako je 3 dvostruki karakteristi¢ni koren homogene linearne jednacine, tada se medu njenim fundamen-
talnim reSenjima nalaze i funkcije:

ZADACI 2

1.

2.

3.

Izracunati I = / (mQ + z)In (z + 1)dz.

Izrac¢unati povrsinu izmedu krivih y = iy=ctgz,ipravih x =

wl
o] 3

sinx
r+y

Nadéi opste resenje diferencijalne jednagine ¢’ = .
r—y




RESENJA ZADATAKA KOLOKVIJUMA 1

1. Dat je rekurzivan niz apy1 =4 — —, n € N iay = 1. Dokazati da za svaki ¢lan niza an, n € N vazi
a

n
1 < a, < 4, dokazati da niz konvergira, i zatim mu izracunati granicu.

RESENJE:

(a) Dokaz izvodimo matematickom indukcijom. Za a; = 1 vazi 1 < a; < 4. Pretpostavimo da
nejednakost 1 < a, < 4 vazi za n > 2, i dokazimo da vazi i za n + 1. Kako je

1 1 1
1<apnt1<4 & 1<4-—<4 & 3<—<0 & 3> —>0,

Gn Gn an

1 1
imamo da nejednakost — > 0 ocigledno vazi jer je 1 < a, tj. 0 < a,, a nejednakost 3 > — vazi
(n Gn

1
jerjel <ap tj. — < 1.
Qn

(b) Dokazimo da je niz a,, n € N monotono rastudi, te ée zbog njegove ogranicenosti, sto smo dokazali
pod (a), slediti da je konvergentan. Dakle, dokazimo da je a,, < a,+1 za sve n € N.

1 n

Op < Qpy1 < an<4—a— g a%<4an—1 & a%—4an—|—1<0
n

[1] - Nejednakost se ne menja jer je a, > 0, $to je dokazano pod (a).

Resenja kvadratne jednacine 22 — 42 +1 =0 su

44416 —4
—— =2++V3
2 V3

T12 =

gde je x5 = 24+/3 > 3, te nejednakost a2 —4a,+1 < 0 vazi zasve n > 3 (naime, kvadratna funkcija
f(z) = 2% — 4z + 1 je konveksna, dakle monotono rastuéa za sve vrednosti > 9 = 2 4 v/3).
(c) Pod (b) je dokazano da postoji lim a, = A, pri ¢emu je A # 0 odnosno 1 < A < 4 jer je
n—oo
1<a, <4zasvenecN.

1 1 1
nt1 =4— — = lim ap4; = lim <4):4

an n— 00 n— 00 Qnp, lim (7%
n—00

= <A_4—;/\A21) = (A’—4A+1=0 A A>1)
<A_4i\/16—4
B 2

= :2j:\/§/\A21> = A=2++3.

2. Ispitati funkciju f (z) =In T

1 nacrtati njen grafik.

RESENJE:

f(x):lnx:;:ln(w—l)—ln(aﬁ—Z),

, 1 1 1
f(x):x—l_w—Q__(af—l)(x—2)’

pon 1 1 —@-2°+@-1)°  22-3
T e 2 @ e @ DG 2

(a) Domen funkcije: domen funkcije je
Df:{zeR| i—j;>0}:
={zeR|(z—-1>0AN2-2>0)V (z—-1<0A2—-2<0)}=
={zeR|z>2Vr<l}=(-001)U(200).

(b) Parnost/neparnost funkcije: funkcija f nije ni parna ni neparna jer je npr.

f(=3) =ln§ #+f(3)=+In2.



(c) Nule i znak funkcije: za x € Dy = (—00,1) U (2,00) je

z—1 z—1 z—1
-0 < 1 =0 < =1 & —1=0
1 (@) nx—2 Tz —2 z—2
1
=0 & z€0,
T —2
odnosno, funkcija f nema nula. Kako je
z—1 z—1 z—1
0 & 1 >0 & >1 & -1>0
f@)> nx—2 Tz —2 xz—2 ~

& >0 & x>2,

T —2
sledi da za x € Dy = (—00, 1) U (2, 00) vazi
f(z) >0zaxe(200),
f(z) <0zax e (—o0,1).
(d) Monotonost i ekstremne vrednosti funkcije: kako je

1
!
=——FF— <0
@)= he—y <
1
& "#) = ——~——= >0
@)= he—2
& ((z—=1>0ANz—-2>0)V (z—1<0A2—-2<0))
& (x>2Va<l])
& x€Dy=(-00,1)U(2,00),
sledi da je funkcija f monotono opadajucéa na celom svom domenu. To znaéi i da nema ekstremnih
vrednosti.
(¢) Konveksnost / konkavnost funkcije: kako je (z — 1)*(z — 2)* > 0 za sve z € Dy, sledi da je
2¢ — 3
"
€Tr) =
(-
& (20-3>0 AN xze€Dy)

3
& <a: > 5 N x€e Df>
&z e (2,00),
te vazi da je f konveksna na intervalu (2,00), a konkavna na (—oo, 1), i nema prevojnih tacaka.

>0/\1‘€'Df>

(f) Vertikalne asimptote funkcije: neprekidna funkcija f vertikalne asimptote moze imati u tackama
112 (u rubovima svog domena). Kako je

r—1 —0
li = lim 1 =ln— =1 =—
rinll—f(x) :cinll— n$—2 n—l H(+0) oo
r—1 1

Iligif(a:) - xligh In z—2 lnﬁ = In(+o0) = oo,

tako da su prave x = 1 i z = 2 vertikalne asimptote funkcije f.

(g) Horizontalna / kosa asimptota funkcije: Kako je

: : r—1:x : -1 11
lim f(z)= lim In — ] = lim In 5 =1In{ lim 3 | =In1=0,

x—F00 x—Fo00 r—2:x z—Foo g — 2
X

te je y-osa i leva i desna horizontalna asimptota funkcije f.

(h) Grafik funkcije: sk

10f

05F

~10[
_15]




3. Koliko ¢lanova u razvoju funkcije f (z) = e* u Maklorenov red treba uzeti da bi vrednost €? izracunali
sa greskom manjom od 0.1¢

n_k
RESENJE: Posmatramo Maklorenov razvoj funkcije f (z) = €. Za svako z € R je e = Z %—i—m (x),
k=0
FVE) i
gde je r, (x) ostatak u Lagranzovom obliku, tj. r, () = Wl’TH_ za neko & € (0,x), koji, po
n !

uslovu zadatka, treba da zadovoljava relaciju |r, (z)] < 0.1. Za funkciju f (z) = €* je f (z) = €*

za sve n € N, a funkcija e® je monotono rastuca, te sledi da je f(*+t1) (£) = ef < e* za sve € € (0,z).
Stoga je

(n+1) x
f (§> xn—f—l € n+1

(n+1)! (n+ 01"
Tako za x = 2 dobijamo da treba da bude
e? o+l o 7.3891

= ~

(n+1)! (n+1)!
~ 0.0135.

rn (2)] =

ontl 01 &

2
(&
@< |Gy

on+l _ 0.1
(n+1)! ~ 7.3891

Zan=1je % =2>0.0135,

zan=2je 2 =4 >0.0135,

zan =3 je 2 ~ 0.6667 > 0.0135,
zan =4 je & ~0.2667 > 0.0135,
zan =5 je & ~0.0889 > 0.0135,
zan =6 je 2 ~ 0.0254 > 0.0135,
zan =T je 4 ~0.0063 < 0.0135,

te je dovoljno uzeti prvih 8, za n = 7, ¢lanova u razvoju funkcije f (z) = e* u Maklorenov red.

RESENJA ZADATAKA KOLOKVIJUMA 2
1. Izracunati I = / (332 + z)In (z + 1)dz.
RESENJE: Parcijalnom integracijom sa

1 1
idv=2a?+x,v= / (a:2 + a:)dx = gm?’ + 51:2 dobijamo

dz
=1 1), du =
u=In(x+1), du peag|

1 1 za’ + 322
1= (3x3+2x2)1n(x+1) —/?’:U_i_idm:
Smenom x + 1 =1t, do = dt, z =t — 1 dalje dobijamo

3 2
I = (1x3+1x2)ln(x+1)_/é(t_l) 3t dt =

3 2 t
1 1 L3 3243t —1)+L(#2 -2t +1

— 71,3_{_71,2 h’l(l‘—Fl)-/ 3( ) 2( )dt:
3 2 t
1, 1 24l

= <3x3+2x2>ln(az+1)—/3i6dt:

1, 1, 1/2 1/ 1 [dt
= (z2® + 2?1 == [ dt+= [tdt—= | =
<3‘” +2x>n(x+ ) =3 T3 6/ ¢

Primenom tabli¢nih integrala dobijamo

1 1 1 1 1
I = <3[E3—|—2[E2)h’1($+1)—9t3+4t2—61nt+c—

1 1 1 1 1
- (33;3 + 2x2>ln(x+ 1) =g+ 1)° + yiGhs 1)% - gn@+1)+e



2. Izracunati povrsinu izmedu krivih y = 1y =ctgx, i pravih x = % 1x = g
RESENJE: Za z € [3, 2] gde je sinz > 0, vazi
. 1 Ccos
1>cosz /:sinz < - > — =ctgux,
sinx = sinz
te je trazena povrsina
bl . bl . bl .
Pz/(, —ctgx)dx:/<. _C9S$>dx:/wxz
sinz sinx sinx sinx
3 3 %
/ (1 —cosz) smx / (1 —cosz)sinz
dr = ...
sin? 1—cos?x
smenom cos r = t, sin xdxr = —dt, uz promenu granica x = § > t = cos § = % ir=75m—t=cosj =0,
dobijamo dalje
0 0 0
1—1¢ 1—1 1
1—¢2 (1—1)(1+1) 1+t
1 1 1
3 3 3

N[ =

te sada smenom 1+t = z, dt = dz, uz promenu granica t = % =z = 1+% =51t=0— 2= O—i-% =
dobijamo dalje

1

2 1 -
1 2 1 3 3
P:—/dz:—lnz| —In-+In-=mn2=I3.
z 3 2 2 5
3 2
2
L. . .. . .. . .. / T+y
. Nacéi opste resenje diferencijalne jednacine y' = .
=Yy
RESENJE:
: 1+14
y/:$+?/ /ﬁ - y/: z
r—y 'z 1-2
U pitanju je homogena jednacina, koja uvodenjem smene t = g, y =xt, y =t + xt’ postaje
1+1¢ dt 1+t 241 1—t dz
t+at' = = r— = —t= = ———dt=
* 1—t Tdr T 1t 1—t 2+17
:>/1_t d$:>/1 dt /t dt =In|z| +
Y g — =In|z|+c¢
t2+1 x t2+1 t2+1

i - dt =1 .
t2+1 /t2+1 nlzl+e

Prvi integral j Je tabli¢ni, a drugi reSavamo smenom z = t> + 1, dt = %dt te je
t dz 1 1
= s ey —nvE L
/t2—|—1 5 ) 7 =glll=g(@+1) =hviz+
Tako dobijamo
arctgt —Invt2+1=1In|z|+¢

= arctgt =In|z| +1In t2+1+c:ln<|x] t2+1)+c

2 2
= arctgy:1n<|m] Z/2+1>+c:ln<|x\ ’ +y>+c
x T x?

= arctggzln 2+ 9%+,
x

¢ime je implicitno odredeno resenje y (x) diferencijalne jednacine.



