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1 Metricki prostori, nizovi i konvergencija nizova

Theorema 1.1 U metrickom prostoru (X,d), za svake dve razlicite tacke a,b € X postoje €, > 0igy, >0
za koje su lopte L(a,€,) i L(b,€p) disjunktne.

Theorema 1.2 U metrickom prostoru, svaki konvergentan niz je ogranicen.
Theorema 1.3 U skupu realnih brojeva, konvergentan niz ima jedistvenu granicnu vrednost.

Theorema 1.4 Ako za nizove realnih brojeva a,, n € N, by, n € Nic,, n € NvaZiVn € N, a, < b, < ¢,
tada

lima,=limc,=p€eR = lim b, = p.

n—yo0 n—yoo Nn—yoo

Theorema 1.5 Neka za nizove realnih brojeva a,, n € N i by, n € Nvazi lgn a,=acRi lijn b,=beR.
n—yo0 n—soc0
Tada:

(a) lim(a,+b,) =a+b,
n—ro0
(b) lim(a,-b,)=a-b.
n—yoo
Theorema 1.6 U skupu realnih brojeva, svaki monoton i ogranicen niz je konvergentan.
Theorema 1.7 Neka za niz zatvorenih intervala [a,,b,] C R, n € Nvazi Vn € N, [ay, by D [an+1,but1] i

lim (b, — a,) = 0. Tada postoji jedinstveno ¢ € R takvo da je ﬂ [@n,by] = c.
n—oo
n=1

Theorema 1.8 Svaki ogranicen niz realnih brojeva ima bar jednu tacku nagomilavanja.

2 Granicne vrednosti i neprekidnost funkcija

Theorema 2.1 Ako za funkciju f : R — R postoji granicna vrednost u tacki xy € R, tada je ta grani¢na
vrednost jedinstvena.

*Napred navedena pitanja su podlozna malim promenama.



Theorema 2.2 Neka je f: R — R ixg € R. Tada je lim f(x) = A ako i samo ako za svaki niz realnih

X—X()
brojeva a,, n € N vazi
lim a, = xg = lim f(a,) = A.
n—oo n—oo

Theorema 2.3 Ako su funkcije f : R — R i g: R — R neprekidne na R, tada su i funkcije f-gi fog
neprekidne na R.

Theorema 2.4 Ako je funkcija f : R — R neprekidna na zatvorenom intervalu [a,b), tada je f i ograni-
dena na [a,b).

Theorema 2.5 Ako je f : R — R neprekidna na zatvorenom intervalu [a,b] i ako je f(a)- f(b) <0, tada
postoji xg € |a,b] takvo da je f(xg) = 0. Tacka x € [a,b] za koju je f(xo) = 0 ne mora biti jedinstvena.

3 1Izvodi i diferencijalni racun funkcija jedne realne promenljive, i
njihova primena

Theorema 3.1 Ako funkcije f: R — R i g: R — R imaju izvod u tacki xo € R, tada i funkcija f - g ima

izvod u tacki xg € R i pri tome je (f-g) (x0) = f (x0)g (x0) + f (x0)g’ (x0).

Theorema 3.2 Ako funkcije f : R — R i g: R — R imaju izvod u svakoj tacki x € R, tada i funkcija fog

ima izvod u svakoj tacki x € R i pri tome je (fog) (x) = f' (g (x))g’ (x).

Zadatak 3.1 Po definiciji izracunati izvod funkcije f : R — R, f(x) = €*.

Theorema 3.3 (Rolova teorema) Neka je funkcija f : [a,b] — R neprekidna nad [a,b] i ima izvod nad
(a,b). Ako je f (a) = f (b), tada postoji xo € (a,b) takvo da je f' (xp) = 0.

Theorema 3.4 (KoSijeva teorema) Neka su funkcije f : [a,b] = R i g : [a,b] — R neprekidne nad [a,b),
imaju izvode nad (a,b), i neka je g’ (x) # 0 za sve x € (a,b). Tada postoji tacka xo € (a,b) takva da je
Fb)~fla) _ £ o)
g(b)—gla) g (%)

Theorema 3.5 (Lopitalovo pravilo) Neka su funkcije f: (a,b) — Ri g: (a,b) — R diferencijabilne nad

!
(a,b), nekaje g' (x) #0zasve x € (a,b), i nekaje lim f(x)= lim g(x)=0. Ako postoji lim S ) €R,
x—at x—at x—at g ()C)
/

tada postoji i lim ——= € R, i pri tome je lim ——= = .
P J x—at g(x) P J x—at g(x) x—at g’ (X)

Theorema 3.6 (Tejlorova teorema) Neka su funkcija f : [a,b] — R i svi njeni izvodi do (n— 1)-0g reda
neprekidne funkcije nad [a,b], i neka funkcija f ima n-ti izvod nad (a,b). Neka je xo € [a,b]. Tada za
svako x € |a,b] postoji § € (a,b) takvo da je

n—1 r(k) X
F0) = Flo)+ Y L)
= k!

()

n
n! '

(x— xo)k +

(x—xo0
Theorema 3.7 Neka funkcija f : I — R ima prvi izvod nad intervalom I C R. Ako je funkcija f monotono
neopadajuca nad I, tada je f' (x) > 0 za sve x € I.

Theorema 3.8 Neka funkcija f : R — R ima lokalni minimum ili lokalni maksimum u tacki xo € R. Ako
postoji ' (xo), tada je f' (xo) = 0.



4 Limesi, neprekidnost, izvodi i diferencijabilnost funkcija viSe re-
alnih promenljivih, i njihova primena na odredivanje ekstremnih
vrednost funkcija

n
Theorema 4.1 Ako je funkcija f : R" — R diferencijabilna u tacki M € R" i ako je df (M) = ZD,-A)C,-
i=1

njen prvi diferencijal u tacki M € R" za neke D; € R, i € {1,...,n}, tada vaZe sledeca tvrdenja.
(a) Funkcija f je neprekidna u tacki M € R".

)
(b) Postoje prvi parcijalni izvodi —f i €{l,...,n} funkcije f u M € R", i pri tome je D; =

n (M) za

ox;
sveie{l,...,n}

)
Theorema 4.2 Ako funkcija f : R" — R ima sve prve parcijalne izvode —f, i €{1,...,n} unekoj okolini

8x,~
)
tacke M € R" i ako su svi ti prvi parcijalni izvodi a—f : R" — R neprekidni u tacki M € R", tada je funkcija
X
f diferencijabilna u tacki M € R". l
Theorema 4.3 Neka funkcija f : R* — R u tacki M € R" ima lokalnu ekstremnu vrednost. Ako funkcija

of (M) =0 za sve

)
f u tacki M € R" ima sve prve parcijalne izvode of (M), i € {1,...,n}, tada je P
Xi

ax,»
ie{l,...,n}
Zadatak 4.1 Definisati i objasniti LagranZov medot za nalaZenje uslovnih ekstremnih vrednosti funkcije

fiR" R

5 Neodredeni integral, odredeni integral i njegova primena
Zadatak 5.1 Formulisati i dokazati formulu uvodenje smene u neodredeni integral.
Zadatak 5.2 Formulisati i dokazati formulu parcijalnu integraciju u neodredenom integralu.

Zadatak 5.3 Opisati reSavanje neodredenog integrala racionalnih funkcija.
b
Theorema 5.1 Ako za funkciju f : [a,b] — R postoji / f(x)dx, tada je funkcija f ogranidena nad [a,b).
a

b
Theorema 5.2 (Njutn-Lajbnicova formula) Ako za funkciju f : [a,b] — R postoji / f(x)dx, i ako za

b
Sfunkciju f postoji primitivna funkcija F : [a,b] — R, tada je /f(x)dx =F (b)—F (a).

a
Theorema 5.3 (Teorema o srednjoj vrednosti) Neka za funkcije f : [a,b] — R i g : [a,b] — [0,0) po-

b b
stoje / f(x)dx i / g (x)dx, i neka postoje m = inf f(x) e Ri M= sup f(x) € R. Tada postoji
s x€la,b] x€la,b)

a
T € [m,M] takvo da je



b b
[rwg@ax=1 [g(xax

Zadatak 5.4 Napisati formulu za izracunavanje duZine luka krive pomocu odredenog integrala uz for-
mulaciju uslova za njenu primenu, kada je kriva definisana funkcijom y = f (x), x € [a, D), i kada je kriva
zadana parametarski tj. u obliku y =y (t), x = x(t), t € [a,b]. Objasniti postupak izvodenja formule.

Zadatak 5.5 Napisati definiciju i vrste nesvojstvenih integrala.

6 Diferencijalne jednacine

Zadatak 6.1 Formulisati teoremu o egzistenciji i jedinstvenosti resenja pocetnog problema

Y =Fxy), yx)=yo
na zatvorenom domenu G = [a,b] x o, B] funkcije F.

Zadatak 6.2 Formulisati uslove dovoljne da diferencijalna jednacina

P(x,y)+Y Q(x,y) =0
bude jednacina totalnog diferencijala, i opisati postupak njenog resavanja.

Theorema 6.1 Da bi funkcije y; (x), x €I, i € {1,...,n} bile linearno nezavisna reSenja nad (a,b) ho-
mogene linearne diferencijalne jednacine
Y fa,  (x)y" Y 4 4ay (x)y +ag(x)y =0
potrebno je i dovoljno da je
Vxel, Wy ., (x)#0,
gde je Wy, .., (x) determinanta Wronskog. Definisati determinantu Wronskog.

Theorema 6.2 Ako funkcije y; (x), x € I, i € {1,...,n} dine fundamentalni skup reSenja homogene line-
arne diferencijalne jednacine
Y fa, )y 4 tar (x)y +ap(x)y=0
nad intervalom (a,b) (definisati pojam skupa fundamentalnih reSenja navedene jednacine), tada je
y(x):(:l)’l (xX) + ...+ cnyn (%), XE(a,b),
zac; €R, i €{1,...,n} opste reSenje navedene homogene linearne diferencijalne jednacine.

Zadatak 6.3 Za homogenu linearnu diferencijalnu jednacinu
Yt a1y 4 a1y +agy =0
sa konstantnim koeficijentima, opisati postupak formiranja njenog opsteg resenja.



