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doc. dr Nebojša Ralević, kome se zbog toga posebno zahvaljujem.

Novi Sad, 07.12.2004. Ljubo Nedović
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Oznake

D ( f ) - domen funkcijef .

R= R∪{−∞,∞} - prošireni skup realnih brojeva.

R+ = [0,∞).

R+ = [0,∞].

ΓC
- komplement skupaΓ.

Γ - zatvaranje skupaΓ.
◦
Γ - unutrašnjost skupaΓ.

∂Γ - rub skupaΓ.

ri (Γ) - relativna unutrašnjost skupaΓ.

B(x, r) - otvorena lopta u metričkom prostoru sa centrom ux i poluprěcnikar > 0.

Br (x) - zatvorena lopta u metričkom prostoru sa centrom ux i poluprěcnikar > 0.

〈x,y〉 - Euklidski skalarni proizvod vektora uRd.

‖x‖ - Euklidska norma vektorax∈ Rd.

‖ f‖p - Lp norma funkcijef ∈ Lp (µ).
χA - karakteristǐcna funkcija skupaA.

κA - pseudo-karakteristična funkcija skupaA.

IA - indikator iskaza ili dogādajaA (IA =
{

1 , A
0 , ¬A

).

P - verovatnóca.

PX - verovatnóca generisana slučajnom promenljivomX.

FX - funkcija raspodele slǔcajne promenljiveX.

ϕX - gustina raspodele slučajne promenljiveX.

E - matematǐcko ǒcekivanje.

D - disperzija.

Cov (X,Y) - kovarijansa slǔcajnih promenljivihX i Y.

ρX,Y - koeficijent korelacije slǔcajnih promenljivihX i Y.

P o(θ) - Poisson-ova raspodela sa parametromθ.

E (a) - eksponencijala raspodela sa parametroma.
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4 SADRŽAJ

N
(
m,σ2

)
- normalna raspodela sa parametrimam i σ.

i.i.d. - „nezavisne, jednako raspodeljene” slučajne promenljive.

Xn
P−→

n→∞
X - konvergencija u verovatnoći niza slǔcajnih promenljivihXn, n∈N ka slǔca-

jnoj promenljivojX.

Xn
d−→

n→∞
X - konvergencija u raspodeli niza slučajnih promenljivihXn, n∈N ka slǔcajnoj

promenljivojX.

Sn - suma slǔcajnih promenljivihX1, . . . ,Xn, Sn =
n
∑

i=1
Xi .

Ŝn - srednja vrednost slučajnih promenljivihX1, . . . ,Xn, Ŝn = 1
n

n
∑

i=1
Xi .

BE - Borel-ovoσ-polje na topološkom prostoruE.

M1(E) - skup svih verovatnosnih mera na nekom merljivom prostoru(E,B).
D f - efektivni domen funkcijef : E→ R.

ψ f (α) - nivo-skup funkcijef : E→ R.

I - funkcija stope.

Iδ - δ-funkcija stope.

Ln - skup svih tipova sekvenci dužinen.

Tn (ν) - klasa tipaν ∈ Ln.

H (ν) - entropija verovatnosnog vektoraν.

H (ν |µ) - relativna entropija verovatnosnog vektoraν u odnosu na verovatnosni vektor
µ.

Λµ,ΛX - generatorna funkcija logaritamskog momenta.

Λ∗µ,Λ∗X - Fenchel-Legendre-ova transformacija funkcijeΛ.

∨ - maksimum, odnosno supremum (a∨b = max{a,b}).
∧ - minimum, odnosno infimum (a∧b = min{a,b}).
S( f ) - idempotentni integral odf u odnosu na idempotentnu verovatnoćuµ.

C+
b (E) - familija ogranǐcenih, neprekidnih funkcijaf : E→ R+.

C
+
b (E) - familija ogranǐcenih, od gore poluneprekidnih funkcijaf : E→ R+.

C+
b (E) - familija ogranǐcenih, od dole poluneprekidnih funkcijaf : E→ R+.

C+
K (E) - familija ogranǐcenih, neprekidnih funkcijaf : E→ R+ sa kompaktnim nosa-

čem.
µ−a.e.−→ - konvergencija skoro svuda u odnosu na meruµ.
µ→ - konvergencija u meriµ.
ld→ - konvergencija LDP.

iw→ - konvergencija u slaboj topologiji.

I M (E) - skup svihF -idempotentnih verovatnosnih mera na topološkom prostoruE.



Glava 1

Uvod

Princip velikih devijacija (eng.Large deviation principle, skráceno LDP) izu-
čava verovatnóce „veoma retkih dogādaja”, tj. familije dogādajačije verovatnóce ek-
sponencijalno konvergiraju ka nuli, i utvrd̄uje preciznije, ako je moguće, stepen te kon-
vergencije.

Savremenu teoriju LDP su uobličili S.R.S. Varadhan, Donsker, Freidlin i Wentzell
(vidi [DeZe98], [DeSt98], [VaSRS66]), ali su temelji teorije postavljeni još početkom
dvadesetog veka u sklopu izučavanja granǐcnih teorema u verovatnoći. Princip ve-
likih devijacija je našao svoju veliku primenu u raznim oblastima prirodnih i tehničkih
nauka, kao npr. u informatici, teoriji kodiranja, obradi slika, statističkoj mehanici, reša-
vanju diferencijalnih jednǎcina, slǔcajnim procesima itd. (vidi [DeZe98], [DeSt98],
[BoElTu99], [SeYu01], [VaSRS66], [FoFa99], [Fo00], [Ac90], [DoVa85], [FrWe84]).
Kao motivacija za teoriju velikih devijacija može da posluži sledeći jednostavan primer.
Neka jeXn, n∈ N niz nezavisnih slǔcajnih promenljivih sa normalnimN (0,1) raspo-

delama. Tada njihova srednja vrednostŜn = 1
n

n
∑

i=1
Xi ima normalnuN

(
0, 1

n

)
raspodelu,

odnosno za svakoε > 0 važi

lim
n→∞

P
(∣∣Ŝn

∣∣≥ ε
)

= 0, (1.1)

i za svaki interval[a,b] važi

lim
n→∞

P
(
a≤√nŜn ≤ b

)
=

1√
2π

bZ

a

e−
x2
2 dx.

Jednakost (1.1) se može zapisati u duhu LDP na sledeći nǎcin:

lim
n→∞

(
1
n
P

(∣∣Ŝn
∣∣≥ ε

))
=−ε2

2
. (1.2)

Iz poslednje jednakosti se vidi da slučajna promenljiva
∣∣Ŝn

∣∣ uzima relativno velike vred-

nosti sa malim verovatnoćama redae−nε2
2 . Kada slǔcajne promenljiveXn imaju neke

druge raspodele, tada je drugačijeg oblika i granǐcna vrednost (1.2). U sekciji 2.4.1 su
prikazani primeri sa nekim važnim tipovima raspodela. Glavni zadaci u teoriji velikih
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6 GLAVA 1. UVOD

devijacija su:

1. formulacija potrebnih i/ili dovoljnih uslova da neka familija verovatnosnih mera
konvergira u smislu velikih devijacija,

2. konstrukcija tzv. funkcije stope kojom se meri brzina tj. stepen gorepomenute
konvergencije.

U glavi 2, dat je delimǐcan prikaz klasǐcne LDP teorije sa verovatnosnim merama
definisanim na vektorsko-topološkim prostorimaRn. Navedena su dva pristupa, pri
čemu su kao glavni izvori korišćene knjige [DeZe98] i [DeSt98] u kojima se nalaze
i dokazi navedenih teorema, ali su u ovoj tezi dokazi detaljnije razrad̄eni. Prvi je
pristup preko entropija (teoreme Sanov-a i Cramér-a za konačne alfabete), a drugi
je opštiji topološki pristup uRn preko generatorne funkcije logaritamskog momenta
i njene Fenchel-Legendre-ove transformacije (teoreme Cramér-a i Gärtner-Ellis). U
pristupu preko entropija, razmatra se nizYn, n∈N nezavisnih slǔcajnih promenljivih sa
jednakim raspodelama odred̄enim verovatnosnom meromµ, pri čemu je skup mogúcih
vrednosti tih slǔcajnih promenljivih konǎcan. Teorema Sanov-a utvrd̄uje konvergenciju
u smislu velikih devijacija (skráceno „LD konvergencija”) srednjih vrednosti slučajnih
promenljivihYn, n∈ N, pri čemu je odgovarajúca funkcija stope konstruisana kao rel-
ativna entropija verovatnosnih mera u odnosu na meruµ. Teorema Cramér-a pred-
stavlja reformulaciju teoreme Sanov-a, gde se funkcija stope konstruiše korišćenjem
Fenchel-Legendre-ove transformacije. Pristup preko generatorne funkcije logaritam-
skog momenta i njene Fenchel-Legendre-ove transformacije daje uopštenje za sluča-
jne promenljiveYn, n ∈ N sa vrednostima uRd, pri čemu se odgovarajuća funkcija
stope konstruiše preko generatorne funkcije logaritamskog momenta i njene Fenchel-
Legendre-ove transformacije. Teorema Cramér-a razmatra slučaj nezavisnih slǔca-
jnih promenljivihYn, n∈ N sa jednakim raspodelama, dok teorema Gärtner-Ellis daje
uopštenje za situaciju kada slučajne promenljiveYn, n∈N nisu nezavisne i sa jednakim
raspodelama. Za nekoliko važnih raspodela je izračunata generatorna funkcija logarita-
mskog momenta i odgovarajuća Fenchel-Legendre-ova transformacija, pričemu je za
izračunavanje ovih funkcija i za iscrtavanje njihovih grafika korišćen programski paket
MATHEMATICA. Na kraju glave 2 dat je kratak prikaz jedne primene teorije velikih
devijacija na lance Markov-a.

U glavi 3 dat je prikaz teorije idempotentnih verovatnosnih mera. Tačnije, rěc je o
maksitivnim tj. sup-merama, o specijalnim tipovima ovakvih mera, tipovima konver-
gencija idempotentnih mera, o odgovarajućem integralu zasnovanom na operacijama
supi ·, njegovim osobinama, kao i o topološkom prostoru idempotentnih verovatnos-
nih mera. Dat je prikaz uslovnih verovatnoća u odnosu na idempotentne verovatnosne
mere, osvrt na metrike koje se mogu razmatrati na skupu idempotentnih verovatnosnih
mera, a koje su značajne sa stanovišta teorije velikih devijacija, navedene su i teo-
reme koje su analogoni leme Fatou-a, Lebesgue-ove teoreme monotone konvergencije,
Lebesgue-ove teoreme dominantne konvergencije, Riesz-ove teoreme reprezentacije,
itd. U poslednjoj sekciji je prikazan jedan od pristupa LDP teoriji u kojem se koriste
idempotente mere, tj. mere zasnovane na operacijamasupi ·. Razmatra se LD kon-
vergencija standardnih verovatnosnih mera ka idempotentnoj, tj. maksitivnoj verovat-
nosnoj meri, odnosno konvergencija standardnih integrala ka integralu zasnovanom na
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idempotentnoj, tj. maksitivnoj verovatnosnoj meri. Teorema Portmanteau-a daje neko-
liko ekvivalentnih iskaza koji opisuju ovakvu LD konvergenciju. Kao glavni izvor je
korišćena knjiga [Pu01].

U glavi 4 se uvodi originalni pristup teoriji velikih devijacija. Prvo je dat prikaz
strukture poluprstena([a,b] ,⊕,¯), osobina operacija⊕ i ¯, kao i najvažni-
jih tipova poluprstena. Zatim su izloženi pojmovi mera i integrala zasno-
vanih na poluprstenu, tj. sa vrednostima u poluprstenu([a,b] ,⊕,¯). Izučavanju
strukture poluprstena([a,b] ,⊕,¯) kao i mera i integrala zasnovanih na tzv. pseudo-
sabiranju⊕ i pseudo-množenjū , veliki doprinos su dali E. Pap, E. P. Klement, R.
Mesiar, V. N. Kolokoltsov, V. P. Maslov, S. N. Samborskij, B. Schwizer, A. Sklar, J.
Aczél i drugi (vidi npr. [Acz66], [KMP00], [KoMa89], [MaSa92], [MePa99], [Pa90],
[Pa93], [Pa02] i [ScSk83]). Ovaj originalni pristup teoriji velikih devijacija se zasniva
na uvōdenju pojma LD konvergencije⊕-dekompozabilnih mera ka maksitivnoj meri,
odnosno LD konvergencije integrala baziranih na⊕-dekompozabilnim merama ka in-
tegralu baziranom na maksitivnoj meri. Kao motivacija za ovakav pristup je poslužio
rad [MePa99]. U teoremi 4.8 je prikazana jedna karakterizacija ove vrste LD konver-
gencije. Preciznije, u teoremi je dokazano da iz LD konvergencije integrala sledi kon-
vergencija odgovarajúcih „verovatnóca”, analogno tvr̄denju iz teoreme Portmanteau-a
(vidi [Pu01]).
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Glava 2

Princip velikih devijacija

2.1 Pomócna tvrd̄enja i pojmovi

U ovom odeljku se ukratko navode neka tvrd̄enja i pojmovi iz teorije mere, inte-
grala i konveksne analize koji su neophodni u dokazima teorema LDP teorije. O ovoj
temi možete detaljnije naći npr. u [Pa82], [RuWa87], [HaOl90] i [MaJo89].

Definicija 2.1 Za neprazan, konveksan skupΓ u vektorsko-topološkom prostoru nad
poljemR, relativna unutrašnjost skupaΓ (eng.relative interior ), u oznaciri (Γ), je
skup

ri (Γ) def= {x∈ Γ | ∀y∈ Γ, ∃ε > 0, x− ε(y−x) ∈ Γ} .

Nejednakost Jensen-aće biti koriš́cena u nekom od sledeća tri oblika.

Teorema 2.1 (Nejednakost Jensen-a)Neka jeM σ-algebra naΩ, i neka jeµ pozi-
tivna mera naM takva da jeµ(Ω) = 1.

(a) Ako je f : Ω → R funkcija izL1 (µ) takva da jef (Ω) ⊆ (a,b) ⊆ (−∞,∞), i ako
je ϕ : ((,a) ,b)→ R konveksna funkcija na(a,b)⊆ R, tada važi

ϕ



Z

Ω

f dµ


≤

Z

Ω

(ϕ◦ f )dµ.

Specijalno:

(b) za realnu funkcijuf ∈ L1 (µ) nad skupomΩ važi

exp



Z

Ω

f dµ


≤

Z

Ω

exp( f )dµ,

(c) za pozitivnu realnu funkcijuf ∈ L1 (µ) nad skupomΩ važi

9
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exp



Z

Ω

ln f dµ


≤

Z

Ω

f dµ.

U dokazu teoreme Cramér-a se koristi sledeće tvrd̄enje i nejednakosti.

Lema 2.1 Neka jen ∈ N i neka je{ (a1 (ε), . . . ,an (ε)) | ε ∈ (0,∞)} familija n-torki
nenegativnih realnih brojeva (ai (ε)≥ 0). Tada važi

limsup
ε→0+

(
ε ln

n

∑
i=1

ai (ε)

)
= max

i∈{1,...,n}
limsup

ε→0+
(ε lnai (ε)) .

Teorema 2.2 Za slučajne promenljiveX i Y, kao Borel-merljive funkcije, ukoliko pos-
toje odgovarajuća (konačna) matematička očekivanja, važe sledeće nejednakosti:

(a) Nejednakost Schwarz-a (Cauchy-Bunyakovskii): ako postoje konačni mo-
menti drugog reda slučajnih promenljivihX i Y, tada jeE(|XY|) konačno i važi

(E(|XY|))2 ≤ E
(
X2

)
E

(
Y2

)
.

(b) Nejednakost Lyapunov-a: za0 < p < q je

(E(|X|p)) 1
p ≤ (E(|X|q)) 1

q .

(c) Nejednakost Hölder-a: za p≥ 1, q≥ 1, 1
p + 1

q = 1 je

E(|XY|)≤ (E(|X|p)) 1
p (E(|Y|q)) 1

q .

(d) Nejednakost Minkowski-a: za p≥ 1 je

(E(|X +Y|p)) 1
p ≤ (E(|X|p)) 1

p +(E(|Y|p)) 1
p .

Teorema 2.3 Neka jeX slučajna promenljiva i neka jeg nenegativna, parna Borel-
merljiva funkcija sa vrednostima uR, koja je neopadajuća na[0,∞) i takva da postoji
E(g(X)). Tada za svakoε > 0 važi

P(|X| ≥ ε)≤ E(g(X))
g(ε)

.

Specijalno, zag(x) = |x|r , gde jer > 0, dobijamo

(a) nejednakost Markov-a:

P(|X| ≥ ε)≤ E(|X|r)
εr ,

(b) nejednakost Chebyshev-a:

P(|X−E(X)| ≥ ε)≤
E

(
[X−E(X)]2

)

ε2 =
D(X)

ε2 ,

Teorema 2.4 Neka suX1, . . . ,Xn nezavisne slučajne promenljive i neka jeSn =
n
∑

i=1
Xi .
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(a) Ako jep > 0 i postojeE(|Xi |p) ∈ R, tada

(a.1) za0 < p≤ 1 važi

E(|Sn|p)≤
n
∑

i=1
E(|Xi |p),

(a.2) za1 < p važi

E(|Sn|p)≤ np−1
n
∑

i=1
E(|Xi |p).

(b) Za svakot > 0 važinejednakost Chebyshev-a:

P(Sn ≥ x)≤ e−txE
(
etSn

)

(odnosnoP
(
etSn ≥ etx

)≤ e−txE
(
etSn

)
).

U ovoj magistarskoj tezi, biće u ovoj glavi prikazana konvergencija u smislu velikih
devijacija klasǐcnih verovatnosnih mera definisanih na vektorsko-topološkom pros-
toruRd, koji je vrsta tzv. Poljskog metričkog prostora (vidi [DeSt98]). U glavi 3́ce
biti prikazan pristup sa idempotentnim verovatnosnim merama koje su definisane na
topološkom prostoru Tikhonov-a (vidi [Pu01]).

Definicija 2.2 Poljski prostor je kompletan, separabilan metrički prostor.

Definicija 2.3 Prostor Tikhonov-a je topološki prostorE u kojem je svaki konačan
skup zatvoren, i u kome za svaki zatvoren skupF i svaku tačkux0 ∈ E \ F postoji
neprekidna funkcionelaf : E→ R takva da jef (x0) = 0 i f (x) = 1, x∈ F.

2.2 Osnovne definicije i tvrd̄enja o LDP

Neka jeE topološki prostor i neka je(E,B) merljiv prostor. Neka jeM1(E)
skup svih verovatnosnih mera na(E,B). Oznǎcimo saBE Borel-ovu σ-algebru na
E. Smatrácemo da su svi verovatnosni prostori koji se pojavljuju kompletni, paćemo
tako i zaBE smatrati da je kompletirana Borel-ovaσ-algebra naE.1 Najčeš́ce će se
razmatraju Poljski prostoriE, i situacija kada jeBE ⊆ B. Ovdećemo se ograničiti na
vektorsko topološke prostoreE.

Za funkciju f : E→ R definišemonivo - skupove

ψ f (α) def= {x∈ E | f (x)≤ α} , α ∈ R,

i efektivni domen

D f
def= {x∈ E | f (x) < ∞}.

U teoriji velikih devijacija, osim formulacije potrebnih i/ili dovoljnih uslova da
neka familija verovatnosnih mera konvergira u smislu velikih devijacija, zadatak je i
odrediti „brzinu” te konvergencije. Meru LD konvergencije predstavlja funkcija stope,
za koju se u teoremi 2.5 pokazuje da je jedinstvena, ukoliko postoji.

1Razmatrane verovatnosne mere su kompletne.
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Definicija 2.4 Funkcija I : E → [0,∞] je funkcija stope (eng.rate function) ako je
od dole poluneprekidna (dakle, ako su nivo skupoviψI (α) zatvoreni potskupovi uE
za svakoα ∈ [0,∞)). FunkcijaI : E→ [0,∞] je dobra funkcija stope (eng.good rate
function) ako su nivo skupoviψI (α) kompaktni podskupovi uE za svakoα ∈ [0,∞)).

Napomena 2.1Pošto posmatramo samo metričke prostoreE, poluneprekidnost odoz-
do neke funkcijef : E → [0,∞] može da se proverava pomoću nizova, tj.f je pol-
uneprekidna odozdo ako i samo ako jeliminf

xn→x
f (xn) ≥ f (x) za svakox∈ E i svaki niz

xn, n∈ N elemenata prostoraE koji konvergira kax.

Kao pomócni alat u dokazivanju nekih od narednih teorema se koristiδ-funkciju stope,
koja u opštem slǔcaju nije funkcija stope.

Definicija 2.5 Za svaku funkciju stopeI i svakoδ > 0 definišemoδ-funkciju stope
(eng.δ-rate function) Iδ : E→ [0,∞) sa

Iδ (x) def= min
{

I (x)−δ, 1
δ
}

, x∈ E

Napomena 2.2Smatraćemo da je infimum funkcijef nad praznim skupom jednak∞
(inf
x∈ /0

f (x) = ∞).

Nadalje u tekstu sa{µε}ε>0 oznǎcavamo familiju verovatnosnih mera naE, dakle
{µε}ε>0 ⊆ M1(E), pri čemu familija ne mora biti indeksirana saε > 0, véc se može
posmatrati bilo koji skup pozitivnih indeksǎcija adherencija sadrži nulu. Sledi glavna
definicija u teoriji velikih devijacija.

Definicija 2.6 Kažemo da{µε}ε>0 ⊆ M1(E) zadovoljava princip velikih devijacija
sa funkcijom stopeI (eng.satisfies large deviation principle with rate functionI ),
skraćeno{µε}ε>0 zadovoljava LDP, ako za svakoΓ ∈ B važi

− inf
x∈◦Γ

I (x)≤ liminf
ε→0+

(ε lnµε (Γ))≤ limsup
ε→0+

(ε lnµε (Γ))≤− inf
x∈Γ

I (x). (2.1)

Vrednosti− inf
x∈◦Γ

I (x) i − inf
x∈Γ

I (x) ćemo skraćeno zvati i označavati kao levu granicu

(LB) odnosno desnu granicu(UB) nejednakosti(2.1).

Za skupΓ ∈ B kažemo da jeI -skup neprekidnosti (eng.I -continuity set) ako je

inf
x∈◦Γ

I (x) = inf
x∈Γ

I (x) def= IΓ. (2.2)

Napomena 2.3FunkcijaIδ nije funkcija stope, ali se koristi pri ispitivanju(UB) jer za
svaki skupΓ važi lim

δ→0+
inf
x∈Γ

Iδ (x) = inf
x∈Γ

I (x), odakle sledi da je(UB) u (2.1)zadovoljeno

ako i samo za svakoδ > 0 i svaki merljiv skupΓ važi

limsup
ε→0+

(ε lnµε (Γ))≤− inf
x∈Γ

Iδ (x).
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Ukoliko familija verovatnosnih mera LD konvergira, funkcija stope kojom se meri ste-
pen te konvergencije je jednoznačno odrēdena, što je tvr̄denje sledéce teoreme (vidi
npr. [DeSt98]).

Teorema 2.5 Ako {µε}ε>0 ⊆ M1(E) zadovoljava princip velikih devijacija sa nekom
funkcijom stope, tada je ta funkcija stope jednoznačno odred̄ena.

Dokaz: Pretpostavimo da{µε}ε>0 ⊆M1(E) zadovoljava princip velikih devijacija
sa dve funkcije stopeI1 i I2, i dokažimo da jeI1 (x) = I2 (x) za proizvoljnox∈ E.

Korak 1: Pošto suIk, k ∈ {1,2} od dole poluneprekidne funkcije, za njih važi
Ik (x) = lim

r→0+
inf

B(x,r)
Ik. Naime, ako pretpostavimo da jeIk (x) > A= lim

r→0+
inf

B(x,r)
Ik, tada

za svakorn = 1
n, n∈ N postoji nekoxn ∈ B(x, rn), pri čemu je tadalim

n→∞
xn = x, ali

nije liminf
xn→x

Ik (xn) ≥ Ik (x) (drugim rěcima, npr. ψIk

(
Ik(x)+A

2

)
nije zatvoren skup),

što ne može biti jer jeIk, kao funkcija stope, poluneprekidna od dole.

Korak 2: Realne funkcijegk : (0,∞) → [0,∞] , gk (r) = inf
B(x,r)

Ik su monotono

nerastúce, te stoga mogu imati najviše prebrojivo mnogo tačaka prekida.

Korak 3: U svakoj tǎcki r neprekidnosti funkcijegk važi inf
B(x,r)

Ik = inf
B(x,r)

Ik,

odnosno za svaku tačku r neprekidnosti funkcijegk je B(x, r) skup neprekidnosti
funkcije Ik, te u svakoj tǎcki r u kojoj su obe funkcijegk neprekidne važi

inf
B(x,r)

I1 =− lim
ε→∞

ε ln(µε (B(x, r))) = inf
B(x,r)

I2.

Korak 4: Pošto je inf
B(x,r)

I1 = inf
B(x,r)

I2 u svakoj tǎcki neprekidnosti obe funkcije

gk, a taj skup tǎcaka neprekidnosti je gust u(0,∞) (tj. postoji niz tǎcakarn, n∈ N
u kojima su obegk neprekidne i lim

n→0+
rn = 0), sledi lim

r→0+
inf

B(x,r)
I1 = lim

r→0+
inf

B(x,r)
I2,

odakle, za proizvoljno odabranox∈ E, na osnovu koraka 1 slediI1 (x) = I2 (x). 2

Kao štoće se kasnije videti, iako je funkcija stope jednoznačno odrēdena, ona se
može konstruisati na više načina.

Pri ispitivanju ili dokazivanju LDP̌cesto se koristi sledeća teorema.

Teorema 2.6 Familija verovatnosnih mera{µε}ε>0 ⊆M1(E) zadovoljava princip ve-
likih devijacija sa funkcijom stopeI ako i samo ako

(UB) za svakoα < ∞ i svaki merljivi skupΓ za koje jeΓ⊂ ψI (α)
C

važi

limsup
ε→0+

(ε lnµε (Γ))≤−α, (2.3)

(LB) za svakox∈DI i svaki merljivi skupΓ za koji jex∈ ◦
Γ važi

liminf
ε→0+

(ε lnµε (Γ))≥−I (x). (2.4)

Joščeš́ce se, pod odrēdenim uslovima, dokaz nejednakosti (2.1) izvodi tako što se,
s jedne strane samo za zatvorene skupove dokazuje prva nejednakost u (2.1), i s druge
strane samo za otvorene skupove dokazuje poslednja nejednakost u (2.1). Opravdanje
za takav postupak daje sledeća teorema.
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Teorema 2.7 U tipičnom slučajuBE ⊆B, familija {µε}ε>0⊆M1(E) zadovoljavaLDP
sa funkcijom stopeI ako i samo ako

(UB) za svaki zatvoren skupF ⊆ E važi

limsup
ε→0+

(ε lnµε (F))≤− inf
x∈F

I (x), (2.5)

(LB) za svaki otvoren skupG⊆ E važi

liminf
ε→0+

(ε lnµε (G))≥− inf
x∈G

I (x). (2.6)

Kao što je izloženo u narednoj definiciji, moguće je govoriti i o LD konvergenciji
u nešto slabijem smislu od onog iz osnovne definicije (2.1).

Definicija 2.7 Pretpostavimo da svi kompaktni podskupovi odE pripadajuB. Kažemo
da familija {µε}ε>0 ⊆ M1(E) zadovoljava slabi LDP sa funkcijom stope I (eng.
satisfies weakLDP with rate function I ), skraćeno{µε}ε>0 zadovoljava slabiLDP,

ako(UB) u (2.3)važi za svakoα < ∞ i svaki kompaktan podskup odψI (α)
C
, a (LB) u

(2.4)važi za svaki merljiv skup.

Postoje familije verovatnosnih mera koje zadovoljavaju slabi LDP sa nekom do-
brom funkcijom stope, a ne zadovoljavaju LDP ni sa jednom funkcijom stope (vidi
npr. [DeZe98]).

Za neke familije verovatnosnih mera specijalnog tipa, dovoljno je ispitati neke
slabije zahteve za njihovu LD konvergenciju. Naredna definicija i teorema govore o
jednoj takvoj klasi verovatnosnih mera.

Definicija 2.8 Pretpostavimo da svi kompaktni podskupovi odE pripadajuB. Kažemo
da je familija{µε}ε>0⊆M1(E) eksponencijalnočvrsta (eng.exponentially tight) ako
za svakoα < ∞ postoji kompaktan skupKα ⊆ E takav da je

limsup
ε→0+

(
ε lnµε

(
K

C

α

))
<−α. (2.7)

Teorema 2.8 Neka jeI : E→ [0,∞] funkcija stope. Za eksponencijalno čvrstu familiju
{µε}ε>0 ⊆M1(E) verovatnosnih mera važi:

(a) Ako za funkcijuI nejednakost(2.3) važi za nekoα < ∞ i sve kompaktne pod-

skupove odψI (α)
C
, tada nejednakost(2.3) važi i za sve merljive skupoveΓ za

koje jeΓ⊂ ψI (α)
C
.

Specijalno, u slučajuBE ⊆ B, ako nejednakost(2.5) važi za sve kompaktne
skupove, tada važi i za sve zatvorene skupove.

(b) Ako (2.4) važi za sve merljive skupove, odnosno(2.6) važi za sve otvorene sku-
pove u slučajuBE ⊆ B, tada jeI dobra funkcija stope.

Dokaz: Dokazujemo da važe (UB) u (2.3) i (LB) u (2.4).
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(UB) Posmatrajmo proizvoljnoα < ∞ i merljiv skup Γ ∈ B za koji je Γ ⊂ ψI (α)
C
.

Kako je familija {µε}ε>0 ⊆ M1(E) eksponencijalnǒcvrsta, postoji kompaktan
skupKα takav da je

limsup
ε→0+

(
ε lnµε

(
K

C

α

))
<−α. (2.8)

Primetimo da jeΓ∩Kα ∈ B i K
C

α ∈ B. Iz relacije Γ ⊆ (
Γ∩Kα

)∪K
C

α i os-

obina pozitivnih mera sledi da važiµε (Γ) ≤ µε
(
Γ∩Kα

)
+ µε

(
K

C

α

)
, odnosno

ε lnµε (Γ)≤ ε ln
(

µε
(
Γ∩Kα

)
+µε

(
K

C

α

))
, odakle sledi

limsup
ε→0+

(ε lnµε (Γ))≤ limsup
ε→0+

(
ε ln

(
µε

(
Γ∩Kα

)
+µε

(
K

C

α

)))
,

te se primenom leme 2.1 na vrednost na desnoj strani prethodne nejednakosti
dobija

limsup
ε→0+

(ε lnµε (Γ))≤

≤max

{
limsup

ε→0+

(
ε lnµε

(
Γ∩Kα

))
, limsup

ε→0+

(
ε lnµε

(
K

C

α

))}
. (2.9)

S druge strane, skupΓ∩Kα je zatvoren i kompaktan (kao presek zatvorenog i

kompaktnog skupa), i pri tome izΓ ⊆ ψI (α)
C

sledi da je iΓ∩Kα ⊆ ψI (α)
C
, te

po pretpostavci teoreme sledi da zaΓ∩Kα važi nejednakost (2.3), dakle

limsup
ε→0+

(
ε lnµε

(
Γ∩Kα

))
<−α. (2.10)

Uvrštavanjem (2.8) i (2.10) u (2.9) sledi tvrd̄enje.

(LB) Neka jeα < ∞ proizvoljno. Pošto je familija{µε}ε>0 ⊆M1(E) eksponencijalno

čvrsta, postoji kompaktan skupKα za koji važi (2.7). SkupK
C

α ∈ B je otvoren,

te za svakox∈ K
C

α važi (2.4), odnosno

I (x)
(2.4)
≥ − liminf

ε→0+

(
ε lnµε

(
K

C

α

))
≥− limsup

ε→0+

(
ε lnµε

(
K

C

α

)) (2.7)
> α.

Odavde zakljǔcujemo da izI (x)≤ α sledix 6∈ Kα, te se dobija

x∈ ψI (α) ⇒ I (x)≤ α ⇒ x 6∈ K
C

α ⇒ x∈ Kα.

Dakle, važiψ f (α) ⊆ Kα, te je zatvoren skupψ f (α) kompaktan jer je podskup
kompaktnog skupaKα. Pošto sve ovo važi za proizvoljnoα ∈ [0,∞), I je dobra
funkcija stope. 2

Posledica 2.1Ako eksponencijalno čvrsta familija{µε}ε>0 ⊆ M1(E) verovatnosnih
mera zadovoljava slabiLDP sa funkcijiom stopeI , tada jeI dobra funkcija stope i
{µε}ε>0 zadovoljavaLDP.

U naredna dva primera, magistarska teza daje ilustraciju LD konvergencije za dve
jednostavne familije verovatnosnih mera.
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Primer 2.1 Neka jeE = R2 i B = BR2. Posmatrajmo tačkux0 = (1,1) ∈ R2 i lopte

Bn = B
(

x0,
1
n3

)
, n∈ N. Neka suµn, n∈ N verovatnosne mere koje redom odgovaraju

slučajnim promenljivamaXn sa uniformnimU (Bn) raspodelama (Xn ima gustinu ras-

podeleϕXn
(x) =

{
n6

π , x∈ Bn

0 , x 6∈ Bn
). Za verovatnosne mereµn važi µn (Bn) = 1, pri

čemu niz loptiBn „teži” ka tački x0. Familija verovatnosnih mera{µn}n∈N zadovoljava

LDP sa dobrom funkcijom stopeI (x) =
{

∞ , x 6= x0

0 , x = x0
. Naime,I je očigledno

dobra funkcija stope, a za proizvoljni merljiv skupΓ ∈ B proveravamo nejednakosti
(2.1)diskutujući po slučajevima:

(a) slučajx0 ∈
◦
Γ:

u ovom slučaju je− inf◦
Γ

I =− inf
Γ

I = 0, a s druge strane važi

∃n0,∀n≥ n0, Bn ⊆ Γ ⇒ ∃n0,∀n≥ n0, 1 = µn (Bn)≤ µn (Γ) ⇒
⇒ ∃n0,∀n≥ n0, µn (Γ) = 1 ⇒ ∃n0,∀n≥ n0,

1
n lnµn (Γ) = 1

n ln1 = 0

tako da nejednakosti(2.1)važe jer su u njima svi izrazi jednaki nuli;

(b) slučajx0 6∈ Γ:

u ovom slučaju je− inf◦
Γ

I =− inf
Γ

I =−∞, a s druge strane važi

∃n0,∀n≥ n0, Γ∩Bn = /0 ⇒ ∃n0,∀n≥ n0,
1
n lnµn (Γ) = 1

n ln0 =−∞
tako da nejednakosti(2.1)važe jer u njima svi izrazi imaju vrednost−∞;

(c) slučajx0 ∈ ∂Γ = Γ\ ◦
Γ:

u ovom slučaju je− inf◦
Γ

I =−∞ i − inf
Γ

I = 0, a s druge strane važi

1
n lnµn (Γ) = 1

n lnµn (Γ∩Bn) = 1
n lncn

gde jecn ∈ [0,1], tako da je

a = liminf
n→∞

(
1
n lnµn (Γ)

) ∈ [−∞,0] ∧ b = limsup
n→∞

(
1
n lnµn (Γ)

) ∈ [−∞,0]

pa nejednakosti(2.1)važe jer je zadovoljeno−∞≤ a≤ b≤−∞.

Primer 2.2 Neka jeE = [0,∞) sa standardnom topologijom indukovanom izR i neka
je B = B[0,∞). Označimo saλ[0,∞) Lebesgue-ovu meru na[0,∞). Za ε > 0 definišimo

funkciju fε : [0,∞)→ [0,∞) sa fε (x) =
1
ε

e−
x
ε . Zatim za svakoε > 0 definišemo verovat-

nosnu meruµε saµε (A) =
Z

A

fεdλ[0,∞), A∈ B (radi se o verovatnosnim merama jer je

Z

[0,∞)

fεdλ[0,∞) = 1). Familija verovatnosnih mera{µε}ε>0 zadovoljavaLDP sa dobrom

funkcijom stopeI (x) = x. Naime,I je očigledno dobra funkcija stope, aLDP prover-
avamo dokazujući(UB) i (LB) iz teoreme2.7:
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(UB) Neka jeF ⊆ [0,∞) zatvoren skup, i neka je[a,b] najmanji zatvoren interval koji
sadržiF, ili posmatramo najmanji[a,∞) ⊇ F akoF nije ograničen odozgo. U
oba slučaja jea∈ F [∗] te važi

limsup
ε→0+

(ε lnµε (F)) = limsup
ε→0+

(
ε ln
R
F

fεdλ[0,∞)

)
≤ limsup

ε→0+

(
ε ln

bR
a

1
ε e−

x
ε dx

)
=

= limsup
ε→0+

(
ε ln

(
e−

a
ε −e−

b
ε

))
≤ limsup

ε→0+

(
ε lne−

a
ε

)
= limsup

ε→0+

(
ε
(−a

ε
))

=

=−a
[∗]
=− inf

x∈F
I (x).

(LB) Neka jeG ⊆ [0,∞) otvoren skup. Tada jeG =
S

n∈N
(an,bn) za neke otvorene

intervale(an,bn)⊆ [0,∞). Za svakon∈ N važi

liminf
ε→0+

(ε lnµε (G)) = liminf
ε→0+

(
ε ln
R
G

fεdλ[0,∞)

)
≥ liminf

ε→0+

(
ε ln

bnR
an

1
ε e−

x
ε dx

)
=

= liminf
ε→0+

(
ε ln

(
e−

an
ε −e−

bn
ε

))
=−an

jer je (primenom l’Hospital-ovog pravila[∗∗])

lim
ε→0+

ε ln
(

e−
an
ε −e−

bn
ε
)

= lim
ε→0+

ln
(

e−
an
ε −e−

bn
ε

)

1
ε

=

[∗∗]
= − lim

ε→0+

ane−
an
ε −bne−

bn
ε

e−
an
ε −e−

bn
ε

=− lim
ε→0+

an−bne−
bn−an

ε

1−e−
bn−an

ε
=−an.

Pošto smo dobili daliminf
ε→0+

ε lnµε (G)≥ an važi za svakoan, sledi

liminf
ε→0+

ε lnµε (G)≥ inf
n∈N

an = inf
x∈G

I (x).

2.3 Kombinatorne tehnike za konǎcne alfabete i teore-
me Sanov-a i Cramér-a

U ovom odeljkuće biti razmatrane slǔcajne promenljive sa vrednostima u kon-
ačnom skupu (alfabetu)Σ = {a1,a2, . . . ,aN} (N = |Σ|), odnosno LDP za empirijske
mere slǔcajnih promenljivih sa vrednostima u skupuΣ kao i za odgovarajúce empiri-
jske aritmetǐcke sredine. U ovom slučaju svakoj verovatnosnoj meriµ∈M1(Σ) odgo-

vara zakon verovatnoće2

(
a1 a2 . . . aN

µ(a1) µ(a2) . . . µ(aN)

)
, te se skupM1(Σ) može

identifikovati sa skupomSN =
{

(x1, . . . ,xN) ∈ RN
∣∣ ∀i, xi ≥ 0 ∧

N
∑

i=1
xi = 1

}
. Vero-

vatnosne mereµ ∈ M1(Σ) će stoga nekad biti nazivani iverovatnosni vektori. To-
pologija na skupuS je indukovana standardnom topologijom prostoraRN. SaΣµ će

2Skráceno pišemoµ(ai) umestoµ({ai}).
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biti oznǎcen „nosǎc” zakona verovatnóceµ∈M1(Σ), tj. Σµ = {a∈ Σ | µ(a) > 0}. Za
familiju slučajnih promenljivih, termin „nezavisne, sa jednakim raspodelama”će dalje
u tekstu biti oznǎcavan skrácenicom i.i.d. (eng. ”independent, identicaly distributed”).
Neka suY1,Y2, . . . ,Yn, . . . i.i.d. slučajne promenljive sa vrednostima u skupuΣ, ras-
podeljene po verovatnosnom zakonu, tj. po verovatnosnoj meriµ∈ M1(Σ) (odnosno
∀ai ∈ Σ, P(Yi = ai) = µ(ai)).

Definicija 2.9 Tip Ly
n konačne sekvencey = (y1, . . . ,yn) ∈ Σn (eng.type Ly

n of a fi-
nite sequencey) je empirijska verovatnosna mera (zakon raspodele) koja odgovara
sekvenci (uzorku)y, tj.

Ly
n

def= (Ly
n (a1), . . . ,Ly

n (aN))

gde jeLy
n (ai) =

1
n

n

∑
k=1

χ{ai=yk} , i ∈ {1, . . . ,N}. SaLn će biti označen skup svih mogućih

tipova sekvenci dužinen.

Dakle,Ly
n =

(
Ly

n (a1), . . . ,L
y
n (aN)

) ∈M1(Σ) je empirijski zakon raspodele (empiri-
jska verovatnosna mera), tj.Ly

n (ai) je relativna frekvencija pojavljivanja elementaai u
sekvenciy1, . . . ,yn, i Ln =

{
Ly

n
∣∣ y ∈ Σn

}⊆RN. Za slǔcajni vektorY = (Y1, . . . ,Yn) je
LY

n slučajni element skupaLn.

Definicija 2.10 Klasa tipa ν ∈ Ln (eng.the type class) je skup

Tn (ν) def= {y ∈ Σn | Ly
n = ν} .

U narednim razmatranjima se koristi konvencija0 · ln0
def= 0 i 0 · ln 0

0
def= 0. Za emp-

pirijsku aritmetǐcku sredinu slǔcajnih promenljivihYi tj. odgovarajúcih verovatnosnih
mera, jedan od načina konstrukcije funkcije stope je pomoću uslovnih entropija. Kao
što je pokazano u lemi 2.2, tako konstruisana funkcija stope ima odred̄ene lepe osobine.

Definicija 2.11 Entropija verovatnosnog vektoraν ∈M1(Σ) je vrednost

H (ν) def= −
N

∑
i=1

ν(ai) lnν(ai).

Relativna entropija verovatnosnog vektoraν ∈ M1(Σ) u odnosu na verovatnosni
vektor µ∈M1(Σ) je vrednost

H (ν |µ) def=
N

∑
i=1

ν(ai) ln
ν(ai)
µ(ai)

.

FunkcijaH je nenegativna, važiH (ν) = 0 ako i samo ako jeν(ai) = 1 za neko
i ∈ {1, . . . ,N} (i ∀ j 6= i, ν(a j) = 0), a maksimalnu vrednostlnN funkcija H dostiže u
tački ν =

(
1
N , . . . , 1

N

)
.

Lema 2.2 Neka jeµ,ν ∈M1(Σ), i neka jeSµ =
{

ν ∈M1(Σ) | Σν ⊆ Σµ
}

. Važi

(a) H (· |µ) : M1(Σ)→ R+
.
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(b) H (ν |µ) = 0 ⇔ ν = µ.

(c) SkupSµ je kompaktan iDH(· |µ) = Sµ (Sµ je efektivni domen funkcijeH (· |µ), tj.
H (ν |µ) = ∞ ⇔ Σν ⊆ Σµ).

(d) FunkcijaH (· |µ) je neprekidna na skupuSµ.

(e) H (· |µ) je dobra funkcija stope.

Dokaz: Tvrd̄enje pod (a) sledi primenom nejednakosti Jensena (teorema 2.1 pod
(a)) na konveksnu funkcijuxlnx. Tvrd̄enja (b) i (c) slede neposredno iz defini-
cije funkcije H (· |µ). Kompaktnost skupaSµ je očigledna, aDH(· |µ) = Sµ sledi
neposredno iz definicije funkcijeH (· |µ). FunkcijaH (· |µ) je neprekidna na skupu
DH(· |µ) = Sµ jer je jednaka kompoziciji neprekidnih funkcija, a tvrd̄enje (e) sledi iz
tvrd̄enja (c) i (d). 2

Primer 2.3 Na primer, neka jeΣ = {a,b,c,d} (dakleN = 4), n = 5 i posmatrajmo
sledeće verovatnosne mere - elemente skupaL5:

µ1 = (1,0,0,0,0), µ2 =
(

4
5,0, 1

5,0,0
)
, µ3 =

(
3
5,0, 2

5,0,0
)
,

µ4 =
(

2
5,0, 1

5, 2
5,0

)
, µ5 =

(
1
5, 1

5, 1
5, 1

5, 1
5

)
, µ6 =

(
1
2, 1

4, 1
8, 1

16,
1
16

)
.

Za navedeneµi , na primer, važi

T5 (µ2) = {(a,a,a,a,c),(a,a,a,c,a),(a,a,c,a,a),(a,c,a,a,a),(c,a,a,a,a)},
H (µ1) = 0, H (µ2)≈ 0.500402, H (µ3)≈ 0.673012,

H (µ4)≈ 1.05492, H (µ5)≈ 1.60944, H (µ6)≈ 1.29965.

H (µ1 |µ5)≈ 1.60944, H (µ1 |µ6)≈ 0.693147,

H (µ5 |µ6)≈ 0.331374, H (µ6 |µ5)≈ 0.309787.

Neka suY1, . . . ,Yn, . . . i.i.d. slučajne promenljive raspodeljene po verovatnosnom
zakonuµ∈M1(Σ), i neka je saPµ oznǎcena verovatnosna meraµN koja odgovara nizu
slučajnih promenljivihYi . Relacije prikazane u narednoj lemi služe za dokaz teoreme
Sanov-a. Teorema Sanov-a ima i istorijski značaj, kao jedna od prvih formulacija prin-
cipa velikih devijacija (vidi [Sa61]).

Lema 2.3 Neka jeν ∈ Ln.

(a) ∀y ∈ Tn (ν), Pµ((Y1, . . . ,Yn)−y) = e−n(H(ν)+H(ν |µ)).

(b)
1

(n+1)N enH(ν) ≤ |Tn (ν)| ≤ enH(ν).

(c)
1

(n+1)N e−nH(ν |µ) ≤ Pµ

(
L(Y1,...,Yn)

n = ν
)
≤ e−nH(ν |µ).

Teorema 2.9 (Sanov)Za svaki skup verovatnosnih vektoraΓ ∈M1(Σ) važi
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− inf
ν∈◦Γ

H (ν |µ) ≤ liminf
n→∞

1
n lnPµ

(
LY

n ∈ Γ
) ≤

≤ limsup
n→∞

1
n lnPµ

(
LY

n ∈ Γ
) ≤ − inf

ν∈Γ
H (ν |µ).

gde je
◦
Γ unutrašnjost skupaΓ⊆ SN.3

Sledi verzija teoreme Cramér-a za konačne alfabete, koja je posledica teoreme
Sanov-a. Neka suY1,Y2, . . . ,Yn, . . . i.i.d. slučajne promenljive sa vrednostima u kon-
ačnom alfabetu∑ = {a1,a2, . . . ,aN} i raspodelom odrēdenom verovatnosnom merom
µ∈M1(Σ), i neka je pri tome∑µ = ∑. Za funkciju f : ∑→ R su slǔcajne promenljive
Xi = f (Yi), i ∈ N takod̄e i.i.d., pričemu bez gubitka opštosti možemo pretpostaviti da
je f (a1) < f (a2) < .. . < f (aN).

Neka jeŜn =
1
n

n

∑
i=1

Xi . Teorema Cramér-a uspostavlja LDP za slučajnu promenljivu

Ŝn. Neka nadalje važe sledeće oznake:

. K = [ f (a1), f (aN)] (primetimo da slǔcajna promenljivaŜn uzima vrednosti u
kompaktnom skupuK),

. f = ( f (a1), f (a2), . . . , f (aN)),

. LY
n =

(
LY

n (a1), . . . ,LY
n (aN)

)
, gde jeY = (Y1, . . . ,Yn) i LY

n (ai) =
1
n

n

∑
k=1

χ{Yk=ai} ,

i ∈ {1, . . . ,N} (vidi definiciju 2.9),

. Λ : R→ R, Λ(λ) def= ln
N

∑
i=1

µ(ai)eλ f (ai),

. I : R→ [0,∞], I (x) def= inf
ν: 〈f,ν〉=x

H (ν |µ).

Primetimo da je

Ŝn =
n
∑

k=1
f (ai)LY

n (ai) =
〈
f,LY

n

〉
,

te stoga za svakon∈ N i svakoA⊆ R važi

Ŝn ∈ A ⇔ LY
n ∈ {ν | 〈f,ν〉 ∈ A} .

Teorema 2.10 (Cramér) Za svaki skupA⊆ R važi

− inf
x∈◦A

I (x) ≤ liminf
n→∞

1
n lnPµ

(
Ŝn ∈ A

) ≤

≤ limsup
n→∞

1
n lnPµ

(
Ŝn ∈ A

) ≤ − inf
x∈A

I (x),

pri čemu je funkcija stopeI neprekidna na skupuK, i važi

I (x) = sup
λ∈R

{λx−Λ(λ)} .

3U odnosu na topologiju indukovanu standardnom topologijom prostoraRN.



2.4. TEOREMA CRAMÉR-A 21

Naravno, za neke skupoveA⊆ R postoji i granǐcna vrednostlim
n→∞

1
n

lnPµ
(
Ŝn ∈ A

)
.

Sledéce tvrd̄enje sledi iz neprekidnosti funkcijeI na skupuK.

Tvr d̄enje 2.1 Ako je za skupA⊆ R zadovoljenoA⊆ ◦
A⊆ K, tada važi

lim
n→∞

1
n

lnPµ
(
Ŝn ∈ A

)
=− inf

x∈A
I (x).

2.4 Teorema Cramér-a

Teorema Sanov-a je vezana za slučajne promenljive sa konačnim skupom vrednosti.
Teorema Cramér-a je značajno uopštenje teoreme Sanova. Ona uspostavlja LDP za niz
verovatnosnih mera koje odgovaraju raspodelama niza srednjih vrednosti nezavisnih
slučajnih promenljivih sa jednakim raspodelama (i.i.d.) i vrednostima uRd.

Neka su nadaljeX1,X2, . . . ,Xn, . . . i.i.d. slǔcajni vektori sa vrednostima uRd, ras-
podeljeni po verovatnosnoj meriµ ∈ M1

(
Rd

)
(dakle ∀A ∈ BRd , P(Xi ∈ A) = µ(A)),

neka jex = E(Xi), neka jeŜn =
1
n

n

∑
i=1

Xi i neka jeµn verovatnosna mera po kojoj je

raspodeljena slǔcajna promenljivâSn.4

Definicija 2.12 FunkcijuΛµ : Rd → R definisanu sa5

Λµ(λ) def= lnE
(

e〈λ,Xi〉
)

, λ ∈ Rd (2.11)

nazivamogeneratornom funkcijom logaritamskog momentakoja odgovara vero-
vatnosnoj meriµ (eng.logarithmic moment generating function).

Napomena 2.4Generatorna funkcija logaritamskog momenta se naziva još igenera-
tornom funkcijom kumulante (eng.cumulant generating function).

Osim što predstavlja uopštenje teoreme Sanov-a, teorema Cramér-a daje još jedan
metod za konstrukciju funkcije stope koja koja odgovara familiji verovatnosnih mera
µn, n ∈ N. To je konstrukcija putem Fenchel-Legendre-ove transformacije genera-
torne funkcije logaritamskog momenta, za kojuće biti pokazano da je, pod dodatnim
uslovima, i dobra funkcija stope.

Definicija 2.13 Fenchel-Legendre-ova transformacijageneratorne funkcije logari-
tamskog momentaΛµ je funkcijaΛ∗µ : Rd → R definisana sa

Λ∗µ(x) def= sup
λ∈Rd

{〈λ,x〉−Λµ(λ)
}

, x∈ Rd (2.12)

4Na osnovu zakona velikih brojeva, ako postojix koje je konǎcno i ako jeD(Xi) = E
[
(Xi −x)2

]
< ∞,

tadaŜn
P−→

n→∞
x. To za posledicu ima da jelim

n→∞
µn (F) = 0 za svaki zatvoren skupF ∈ BRd za kojix 6∈ F .

5Definicija funkcijeΛµ ne zavisi odi jer sve slǔcajne promenljiveXi imaju istu raspodelu.
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Napomena 2.5Nekada će saΛX biti označena generatorna funkcija logaritamskog
momenta koja odgovara verovatnosnoj meri koja odgovara slučajnoj promenljivoj (slu-
čajnom vektoru)X, a saΛ∗X će tada biti označena njena Fenchel-Legendre-ova trans-
formacija.

Generatorna funkcija logaritamskog momenta i njena Fenchel-Legendre-ova trans-
formacija imaju neke lepe opšte osobine. Kasnijeće se videti da pod dodatnim uslovi-
ma funkcijaΛ∗µ ima još dobrih osobina koje, za konkretne familije verovatnosnih mera
omogúcavaju lakše izrǎcunavanje levog ograničenja (LB) i desnog ograničenja (UB) u
osnovnoj relaciji (2.1).

Teorema 2.11Osobine generatorne funkcije logaritamskog momenta:

(a) ∀λ ∈ Rd, Λµ(λ) >−∞, odnosnoΛµ : Rd → (−∞,∞];

(b) Λµ(0) = 0;

(c) Λµ je konveksna funkcija.

Dokaz:

(a) Očevidno je

E
(

e〈λ,Xi〉
)

=
Z

Rd

eλ1x1+...+λdxddFXi
(x1, . . . ,xd) > 0

za svakoλ = (λ1, . . . ,λd) ∈ Rd.

(b) Sledi na osnovu definicije generatorne funkcije logaritamskog momenta.

(c) Neka jeλ′,λ′′ ∈ Rd i θ ∈ (0,1); primenom nejednakosti Hölder-a (teorema 2.2)

za slǔcajne promenljiveX =
(

e〈λ′,Xi〉)θ
i Y =

(
e〈λ′′,Xi〉)(1−θ)

i za p = 1
θ > 1 i

q = 1
1−θ > 1 dobijamo

E

[(
e〈λ′,Xi〉)θ(

e〈λ′′,Xi〉)(1−θ)
]
≤

(
E

[
e〈λ′,Xi〉]θ

)(
E

[
e〈λ′′,Xi〉](1−θ)

)

odakle, pošto jeln monotono rastúca funkcija[∗], sledi

Λµ(θλ′+(1−θ)λ′′) = lnE

[(
e〈λ′,Xi〉)θ(

e〈λ′′,Xi〉)(1−θ)
]

[∗]
≤

≤ ln

[(
E

[
e〈λ′,Xi〉])θ(

E
[
e〈λ′′,Xi〉])(1−θ)

]
=

= θ lnE
[
e〈λ′,Xi〉]+(1−θ) lnE

[
e〈λ′′,Xi〉] = θΛµ(λ′)+(1−θ)Λµ(λ′′).

2

Teorema 2.12Osnovne osobine Fenchel-Legendre-ove transformacije:

(a) Λ∗µ : Rd → [0,∞];
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(b) Λ∗µ je konveksna funkcija;

(c) Λ∗µ je funkcija stope.

Dokaz:

(a) Pošto jeΛµ(0) = 0, za svakox∈ Rd je

Λ∗µ(x) = sup
λ∈Rd

{〈λ,x〉−Λµ(λ)
}≥ 〈0,x〉−Λµ(0) = 0.

(b) Neka jex′,x′′ ∈Rd i θ ∈ (0,1); konveksnost funkcijeΛ∗µ sledi iz njene definicije:

Λ∗µ(θx′+(1−θ)x′′) = sup
λ∈Rd

{〈λ,θx′+(1−θ)x′′〉−Λµ(λ)
}

=

= sup
λ∈Rd

{
(θ〈λ,x′〉−θΛµ(λ))+((1−θ)〈λ,x′′〉− (1−θ)Λµ(λ))

}≤

≤ sup
λ∈Rd

{
θ〈λ,x′〉−θΛµ(λ)

}
+ sup

λ∈Rd

{
((1−θ)〈λ,x′′〉− (1−θ)Λµ(λ))

}
=

= θΛ∗µ(x′)+(1−θ)Λ∗µ(x′′).

(c) Dokaz da je funkcijaΛ∗µ od dole poluneprekidna može da se izvede pomoću
nizova (vidi napomenu 2.1). Neka jexn ∈ Rd, n∈ N i x∈ Rd takvo daxn → x.
Za svakoλ ∈ Rd, zbog neprekidnosti skalarnog proizvoda[∗] važi

liminf
xn→x

Λ∗µ(xn)≥ liminf
xn→x

[〈λ,xn〉−Λµ(λ)] =

= liminf
xn→x

〈λ,xn〉−Λµ(λ)
[∗]
= 〈λ,x〉−Λµ(λ),

odakle se dobija

liminf
xn→x

Λ∗µ(xn)≥ sup
λ∈Rd

[〈λ,x〉−Λµ(λ)] = Λ∗µ(x) .

2

2.4.1 Teorema Cramér-a uR

Dakle, neka suXi i.i.d. slučajne promenljive raspodeljene po verovatnosnoj meriµ,

takve da postojix= E(Xi) ∈R, neka jeŜn =
1
n

n

∑
i=1

Xi (n∈N), i neka jeµn verovatnosna

mera po kojoj je raspodeljenâSn.

U dokazu teoreme Cramér-a biće koriš́cene i sledéce osobine funkcijaΛµ i Λ∗µ.
Osim toga, navedene osobine funkcijeΛ∗µ obezbēduju lakše izrǎcunavanje levog ogra-
ničenja (LB) i desnog ograničenja (UB) u osnovnoj relaciji (2.1).

Lema 2.4

(a) Ako jeDΛµ = {0}, tada jeΛ∗µ≡ 0.



24 GLAVA 2. PRINCIP VELIKIH DEVIJACIJA

(b) Ako jeΛµ(λ0) < ∞ za nekoλ0 > 0, tada jex< ∞ (tj. x∈ [−∞,∞)). Ako jex< ∞,
tada za svakox≥ x važi

Λ∗µ(x) = sup
λ≥0

{
λx−Λµ(λ)

}
(2.13)

i za svakox > x je Λ∗µ(x) je neopadajuća funkcija.

(c) Ako jeΛµ(λ0) < ∞ za nekoλ0 < 0, tada jex > −∞ (tj. x ∈ (−∞,∞]). Ako je
x >−∞, tada za svakox≤ x važi

Λ∗µ(x) = sup
λ≤0

{
λx−Λµ(λ)

}
(2.14)

i za svakox < x je Λ∗µ(x) je nerastuća funkcija.

(d) Ako jex∈ R (tj. x je konačno), tada jeΛ∗µ(x) = 0.

(e) inf
x∈R

Λ∗µ(x) = 0.

(f) FunkcijaΛµ je diferencijabilna na skupu
◦

DΛµ i njen izvod je

Λ′µ(η) =
1

E(eηXi )
E

[
Xie

ηXi
]
, (2.15)

i pri tome važi

Λ′µ(η) = y ⇒ Λ∗µ(y) = ηy−Λµ(η) . (2.16)

Dokaz:

(a) DΛµ = {0} znǎci da jeΛµ(λ) =
{

0 , λ = 0
∞ , λ 6= 0

, te iz definicije funkcijeΛ∗µ
slediΛ∗µ≡ 0.

(b) Neka jeΛµ(λ0) < ∞ za nekoλ0 > 0. Pošto jeeλ0x > λ0x za svakox∈ R, sledi

E
(

eλ0Xi

)
=
Z

R

eλ0xdµ>

Z

R

λ0xdµ= λ0E(Xi) = λ0x, te dobijamo da je ilix≤ 0

(može biti ix = −∞), ili u slučajux > 0 važi (ln je monotono rastúca funkcija)
∞ > Λµ(λ0) = lnE

(
eλ0Xi

)
> ln(λ0x), odakle sledi da je svakakox < ∞.

Neka jex < ∞. Koristéci nejednakost Jensen-a[∗] (vidi teoremu 2.1 pod (b)) za
konveksnu funkcijuϕ(x) = ex i f (x) = lneλx, za proizvoljnoλ ∈ R dobijamo

eE(lneλXi ) = e

R
R

lneλxdµ [∗]
≤
Z

R

elneλx
dµ=

Z

R

eλxdµ= E
(

eλXi

)
,

odnosno primenom monotono rastuće funkcijeln dobijamo

λx = E(λXi) = E
(

lneλXi

)
≤ lnE

(
eλXi

)
= Λµ(λ) ,

te za svakoλ ∈ R važi

λx−Λµ(λ)≤ 0. (2.17)
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* U slučaju x = −∞, iz (2.17) sledi da zaλ < 0 važi Λµ(λ) = ∞. Kako je
Λ∗µ(x) = sup

α∈R

{〈α,x〉−Λµ(α)
} ≥ 0 za svakox ∈ R, očigledno je zadovo-

ljeno (2.13) za svakox∈ R (tj. za svakox >−∞ = x).

* U slučaju x > −∞ (daklex ∈ R), zbog osobineΛ∗µ(x) ≥ 0, x ∈ R, iz re-
lacije (2.17) sledi da jeΛ∗µ(x) = 0 (ovim je dokazano i tvr̄denje pod (d) u
slučaju∃λ0 < 0, Λµ(λ0) < ∞). Stoga, za svakox > x i svakoλ < 0 važi
da jeλx−Λµ(λ)≤ λx−Λµ(λ)≤ Λ∗µ(x) = 0, te je, zbogΛ∗µ(x)≥ 0, x∈R,
jednakost (2.13) zadovoljena i u slučajux > x.

Za λ≥ 0 i x1 > x i x2 > x važi

x1 ≤ x2 ⇒ λx1−Λµ(λ)≤ λx2−Λµ(λ)

odakle je

x1 ≤ x2 ⇒ sup
λ≥0

{
λx1−Λµ(λ)

}≤ sup
λ≥0

{
λx2−Λµ(λ)

}

te iz (2.13) sledi da jeΛ∗µ(x) neopadajúca funkcija na(x,∞).

(c) Primenom rezultata pod (b) na generatornu funkciju logaritamskog momenta na
i.i.d. slučajne promenljiveYi =−Xi .

(d) Dokazano pod (a), (b) i (c).

(e) Dokaz zainf
x∈R

Λ∗µ(x) = 0 sledi diskusijom po sledećim slǔcajevima:

(e.1) slučaj DΛµ = {0}:
pod (a) je dokazano da je tadaΛ∗µ≡ 0, odakle sledi tvr̄denje;

(e.2) slučaj∃λ0 > 0, Λµ(λ0) < ∞:
tada je (tvr̄denje pod (b))x∈ [−∞,∞); ako jex > −∞, tada na osnovu (d)
imamoΛ∗µ(x) = 0, odakle sledi tvr̄denje; ako jex =−∞, tada koristéci

[1] nejednakost Chebyshev-a - vidi teoremu 2.4 pod (b) zan= 1, proiz-
voljno t = λ≥ 0 i proizvoljnox∈ R,
[2] rezultat ove leme pod (b):
∀x > x =−∞, Λ∗µ(x) = sup

λ≥0

{
λx−Λµ(λ)

}
,

dobijamo da za svakox∈ R važi

µ([x,∞)) = P(Xi ≥ x)
[1]
≤ e−λxE

(
eλXi

) ⇒
⇒ lnµ([x,∞))≤ ln

(
e−λxE

(
eλXi

)) ⇒
⇒ lnµ([x,∞))≤−λx+ lnE

(
eλXi

)
= Λµ(λ)−λx ⇒

⇒ lnµ([x,∞))≤ inf
λ≥0

{
Λµ(λ)−λx

}
=

=−sup
λ≥0

{
λx−Λµ(λ)

} [2]
=−Λ∗µ(x) ⇒

⇒ Λ∗µ(x)≤− lnµ([x,∞)) ⇒
⇒ lim

x→−∞
Λ∗µ(x)≤ lim

x→−∞
(− lnµ([x,∞))) =− ln lim

x→−∞
µ([x,∞)) = 0

čime je tvr̄denje dokazano, jerΛ∗µ : R→ [0,∞].
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(e.3) slučaj ∃λ0 < 0, Λµ(λ0) < ∞: sledi primenom prethodnog slučaja na gen-
eratornu funkciju logaritamskog momenta na i.i.d. slučajne promenljive
Yi =−Xi .

(f) Za svako fiksnoη ∈ ◦
DΛµ familija funkcija fε (x;η) =

e(η+ε)x−eηx

ε
, ε ∈ R\{0}

pri ε → 0 tačkasto konvergira kaf (x;η) = xeηx ( f (x;η) je izvod poη funkcije

g(x;η) = eηx), i pri tome za funkcijuh(x;η) =
eηx

(
eδ|x|−1

)

δ
, δ ∈ (0,∞), kao

štoće biti dokazano, važi

∀x∈ R, ∀ε ∈ (−δ,δ)\{0} , | fε (x;η)| ≤ h(x;η), (2.18)

a za dovoljno maloδ > 0, kao štoće takōde biti dokazano, važi

E [|h(Xi ;η)|] =
Z

R

∣∣∣∣∣∣
eηx

(
eδ|x|−1

)

δ

∣∣∣∣∣∣
dµ< ∞, (2.19)

tj. važih∈ L1 (µ), te na osnovu Lebesgue-ove teoreme dominantne konvergencije
[∗] dobijamo

E
(
Xie

ηXi
)

=
Z

R

xeηxdµ
[∗]
= lim

ε→0

Z

R

e(η+ε)x−eηx

ε
dµ, [1]

pri čemu jeXieηXi ∈ L1 (µ), tj. funkcijaM (η) = E
(
eηXi

)
je diferencijabilna (pos-

toji konǎcno lim
ε→0

M (η+ ε)−M (η)
ε

= lim
ε→0

Z

R

e(η+ε)x−eηx

ε
dµ), te je i funkcija

Λµ(η), kao kompozicija diferencijabilnih funkcijaln i M (η), takod̄e diferenci-

jabilna zaη ∈ ◦
DΛµ. S druge strane, važi

Λ′µ(η) =
1

M (η)
M′ (η) =

1
M (η)

lim
ε→0

M (η)−M (η+ ε)
ε

=

=
1

M (η)
lim
ε→0

1
ε



Z

R

e(η+ε)xdµ−
Z

R

eηxdµ


 =

1
M (η)

lim
ε→0

Z

R

e(η+ε)x−eηx

ε
dµ

odnosno

lim
ε→0

Z

R

e(η+ε)x−eηx

ε
= M (η)Λ′µ(η) . [2]

Iz [1] i [2] slediE
(
XieηXi

)
= M (η)Λ′µ(η) = E

(
eηXi

)
Λ′µ(η), odnosno (2.15).

Neka jeΛ′µ(η) = y, i neka jeg(λ) = λy−Λµ(λ). Iz konveksnosti funkcijeΛµ

sledi konkavnost funkcijeg, a iz diferencijabilnosti funkcijeΛµ na oblasti
◦

DΛµ

sledi diferencijabilnost funkcijeg na
◦

DΛµ, pri čemu važig′ (η) = y−Λ′µ(η) = 0
te jeη tačka maksimuma funkcijeg, odnosno važi

Λ∗µ(y) = sup
λ∈R

{
λy−Λµ(λ)

}
= sup

λ∈R
g(λ) = g(η) = ηy−Λµ(η),
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čime je dokazana implikacija (2.16).

. Dokaz nejednakosti (2.18): nejednakost je ekvivalentna sa

∀x∈ R, ∀ε ∈ (−δ,δ)\{0} ,

∣∣∣∣
eεx−1

ε

∣∣∣∣≤
eδ|x|−1

δ
. (2.20)

Neka jeQ(x,ε) =
eεx−1

ε
, ε∈R\{0}. Dokaz poslednje nejednakosti sledi

analizom monotonosti funkcijeQ, pri čemu je

lim
ε→0

Q(x,ε) = lim
ε→0

x · eεx−1
εx

= x. (2.21)

Pošto je ∂
∂xQ(x,ε) = eεx > 0 za svex ∈ R i ε ∈ (−δ,δ), funkcija Q je

monotono rastúca pox.

S druge strane je
∂
∂ε

Q(x,ε) =
eεx(εx−1)+1

ε2 , te je funkcijaQ monotono

rastúca poε ukoliko je R(εx) = eεx(εx−1)+ 1 > 0, a inǎce je monotono
opadajúca. FunkcijaR(t) = et(t−1) + 1 je neprekidna, važiR(0) = 0 i
R′ (t) = tet , te je R monotono rastúca zat > 0 i monotono opadajúca za
t < 0, što znǎci da jeR(t) > 0 za t 6= 0, odnosno za svakoε 6= 0 i svako
x 6= 0 je R(εx) = eεx(εx−1)+1 > 0, te je ∂

∂ε Q(x,ε) > 0 za sveεx 6= 0, što
znǎci da jeQ monotono rastúca i poε.

Zax = 0 je nejednakost (2.20) očigledna.

(1◦) U slučajux > 0 je
eεx−1

ε
> 0 za svakoε 6= 0, te je nejednakost (2.20)

za svakoε 6= 0 ekvivalentna sa
eεx−1

ε
≤ eδx−1

δ
,

a ova nejednakost je tačna zbogε < δ i monotonosti funkcijeQ.

(2◦) U slučajux < 0 je
eεx−1

ε
< 0 za svakoε 6= 0, te je nejednakost (2.20)

za svakoε 6= 0 ekvivalentna sa

−eεx−1
ε

≤ e−δx−1
δ

,

odnosno sa
eεx−1

ε
≥ e−δx−1

−δ
,

a ova nejednakost je tačna zbogε >−δ i monotonosti funkcijeQ.

. Dokaz nejednakosti (2.19): izη ∈ ◦
DΛµ, tj. Λµ(η) = lnE

(
eηXi

)
< ∞, sledi

da je0≤ E
(
eηXi

)
< ∞, tj. eηXi ∈ L1 (µ). S druge strane, poštoη pripada

otvorenom skupu
◦

DΛµ ⊆ R, to za dovoljno maloδ važi η±δ ∈ ◦
DΛµ, te je

takod̄ee(η±δ)Xi ∈ L1 (µ). Odatle dalje sledi i da jee(η±δ)Xi −eηXi ∈ L1 (µ),
te se dobija

Z

R

∣∣∣∣∣∣
eηx

(
eδ|x|−1

)

δ

∣∣∣∣∣∣
dµ=

1
δ

Z

R

∣∣∣eηx
(

eδ|x|−1
)∣∣∣dµ=
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=
1
δ

Z

R

∣∣∣eηx+δ|x|−eηx
∣∣∣dµ=

=
1
δ




Z

(−∞,0)

∣∣∣e(η−δ)x−eηx
∣∣∣dµ+

Z

[0,∞)

∣∣∣e(η+δ)x−eηx
∣∣∣dµ


 < ∞.

2

Sledi teorema Cramér-a uR.

Teorema 2.13 (Cramér) Za i.i.d. slučajne promenljive sa vrednostima uR, niz vero-
vatnosnih mera{µn}n∈N zadovoljavaLDP sa konveksnom funkcijom stopeΛ∗µ, odnosno

(UB) za svaki zatvoren skupF ⊆ R važi

limsup
n→∞

1
n

lnµn (F)≤− inf
x∈F

Λ∗µ(x), (2.22)

(LB) za svaki otvoren skupG⊆ R važi

liminf
n→∞

1
n

lnµn (G)≥− inf
x∈G

Λ∗µ(x). (2.23)

Dokaz:

(UB) Neka jeF ⊆ R neprazan zatvoren skup (zaF = /0 je nejednakost (2.22), uz kon-
vencijuln0=−∞, očigledno zadovoljena). Označimo IF = inf

x∈F
Λ∗µ(x). U slǔcaju

IF = 0 nejednakost (2.22) trivijalno važi, pa nadalje posmatramo slučaj IF > 0.

Korak 1: Za svakox∈ R i λ≥ 0 važi

µn ([x,∞)) = P
(
Ŝn ≥ x

)
= P

(
nŜn ≥ nx

) [1]
≤ e−λnxE

(
eλnŜn

)
=

= e−λnxE
(

eλ(X1+...+Xn)
)

= e−λnxE

(
n
∏
i=1

eλXi

)
[2]
= e−λnx

n
∏
i=1

E
(
eλXi

)
=

= e−λnx
n
∏
i=1

eΛµ(λ) = e−n(λx−Λµ(λ)),

te je

µn ([x,∞))
[3]
≤ e

inf
λ≥0
{−n(λx−Λµ(λ))}

= e
−nsup

λ≥0
{λx−Λµ(λ)}

.

Ako je x < ∞, tada koristéci (2.13) dobijamo da za svakox > x važi

µn ([x,∞))≤ e−nΛ∗µ(x) . (2.24)

[1] primenom nejednakosti Chebyshev-a 2.4 pod (b) naSn = nŜn zat = λ≥ 0
i x∈ R,

[2] iz nezavisnosti slǔcajnih promenljivihXi sledi nezavisnost slučajnih pro-
menljivih eλXi ,

[3] eksponencijalna funkcija je neprekidna i monotono rastuća.
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Analogno za svakox∈ R i λ≤ 0, primenjujúci nejednakost Chebyshev-a za−x
umestox, t =−λ≥ 0 i −nŜn umestonŜn, dobijamo

µn ((−∞,x]) = P
(
Ŝn ≤ x

)
= P

(
nŜn ≤ nx

)
= P

(−nŜn ≥−nx
)≤

≤ e−(−λ)(−nx)E
(

e(−λ)(−nŜn)
)

= e−λnxE
(

eλnŜn

)
,

te dalje na isti nǎcin kao u prethodnom slučaju, za slǔcajx>−∞, koristéci (2.14)
umesto (2.13), dobijamo da svakox < x važi

µn ((∞,x])≤ e−nΛ∗µ(x) . (2.25)

Korak 2: Posmatrajmo slǔcaj x ∈ R. Tada jeΛ∗µ(x) = 0 (lema 2.4 pod (d)), te

zbog IF > 0 važi x 6∈ F , odnosnox ∈ F
C
. Oznǎcimo sa(x−,x+) maksimalan

otvoren interval sadržan uF
C
, a koji sadržix. Pošto jeF neprazan skup, tada

je bar jedno odx− i x+ konǎcan broj, a pošto jeF
C

otvoren skup koji sadržix,
tada jex− < x+ (tj. (x−,x+) 6= /0). Neka je npr.x− konǎcan broj. Tada jex− ∈ F
(x− je rubna tǎcka zatvorenog skupaF), te važiΛ∗µ(x−) ≥ IF . Iz istih razloga
je Λ∗µ(x+) ≥ IF kada jex+ konǎcan broj. Stoga primenom (2.24) za konačno

x= x+ dobijamoµn ([x+,∞))≤ e−nΛ∗µ(x+)≤ e−nIF , a primenom (2.25) za konačno
x= x− dobijamoµn ((−∞,x−])≤ e−nΛ∗µ(x−) ≤ e−nIF ; ako jex− =−∞ ili x+ = ∞,
tada ǒcigledno nejednakostiµn ((−∞,x−])≤ e−nIF odnosnoµn ([x+,∞))≤ e−nIF

takod̄e važe. Sledi

µn (F)≤ µn ((−∞,x−]∪ [x+,∞)) =

= µn ((−∞,x−])+µn ([x+,∞))≤ 2e−nIF ,

te primenom monotono rastuće funkcijeln dobijamolnµn (F)≤ ln2−nIF , i dalje
1
n lnµn (F)≤ ln2

n − IF , odnosno

limsup
n→∞

1
n

lnµn (F)≤ limsup
n→∞

(
ln2
n
− IF

)
=−IF ,

čime je (UB) za slǔcajx∈ R dokazano.

Korak 3: Razmotrimo sada slučaj x = −∞. Neka jex+ = inf F . Pošto jeF
zatvoren neprazan skup, važix+ ∈ F i x+ 6= ∞. FunkcijaΛ∗µ je neopadajúca
(lema 2.4 pod (b)), te iz leme 2.4 pod (e) sledilim

x→−∞
Λ∗µ(x) = 0, na osnovǔcega

zaključujemo da jex+ 6=−∞ jer bi u suprotnom biloIF = 0. Sada izx+ ∈ F sledi
Λ∗µ(x+)≥ IF . Pošto jeF ⊆ [x+,∞), primenjujúci (2.24) zax= x+ dobijamo (UB)
slično kao u slǔcajux∈ R.

Korak 4: Slučajx = ∞ ide potpuno analogno kao slučajx =−∞.

(LB) Korak 1: U dokazu (LB), kljǔcna nejednakost tj. tvr̄denje bíce da za svaku
verovatnosnu meruν ∈ M1(R) i niz i.i.d. slǔcajnih promenljivihYi , i ∈ N koje
su raspodeljene po zakonuν, ako saνn oznǎcimo verovatnosnu meru po kojoj je

raspodeljena slǔcajna promenljivâTn =
1
n

n

∑
i=1

Yi , tada za svakoδ > 0 važi

liminf
n→∞

1
n

lnνn ((−δ,δ))≥ inf
λ∈R

Λν (λ) =−Λ∗ν (0) . (2.26)
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Kada nejednakost (2.26) bude dokazana, tada za fiksnox∈R i slučajnu promen-
ljivu Yi = Xi −x važi

Λν (λ) = lnE
(

eλ(Xi−x)
)

= ln
(

e−λxE
(

eλXi

))
= Λµ(λ)−λx

i

Λ∗ν (y) = sup
λ∈R

{λy−Λν (λ)}= sup
λ∈R

{
λ(y+x)−Λµ(λ)

}
= Λ∗µ(y+x) ,

te iz (2.26) sledi da za svakox∈ R i svakoδ > 0 važi

liminf
n→∞

1
n

lnµn ((x−δ,x+δ)) = liminf
n→∞

1
n

lnP
(
x−δ < Ŝn < x+δ

)
=

= liminf
n→∞

1
n

lnP
(−δ < T̂n < δ

)
= liminf

n→∞

1
n

lnνn ((−δ,δ))≥
≥−Λ∗ν (0) =−Λ∗µ(x) . (2.27)

Prema tome, za svaki otvoren skupG⊆ R i svakox∈G, postoji dovoljno malo
δ > 0 takvo da je(x−δ,x+δ)⊆G, te na osnovu (2.27) sledi

liminf
n→∞

1
n

lnµn (G)≥ liminf
n→∞

1
n

lnµn ((x−δ,x+δ))≥−Λ∗µ(x) ,

odnosno

liminf
n→∞

1
n lnµn (G)≥ sup

x∈G

{−Λ∗µ(x)
}

=− inf
x∈G

Λ∗µ(x) ,

čime je dokazana nejednakost (LB).

Korak 2: Dakle, sledi dokaz nejednakosti (2.26).

(1◦) Slučaj ν((−∞,0)) = 0 ∨ ν((0,∞)) = 0:

Iz definicije generatorne funkcije logaritamskog momenta sledi da jeΛν
monotona funkcija - monotono nerastuća pri ν((0,∞)) = 0, odnosno mo-
notono neopadajúca priν((−∞,0)) = 0. Na primer, ako jeν((0,∞)) = 0,
tada je

Λν (λ) = lnE
(

eλYi

)
= ln

Z

(−∞,∞)

eλydν = ln
Z

(−∞,0]

eλydν,

te zay∈ (−∞,0] i λ1 < λ2 važi λ1y≥ λ2y odnosnoeλ1y ≥ eλ2y > 0, te je

Λν (λ1) = ln
Z

(−∞,0]

eλ1ydν≥ ln
Z

(−∞,0]

eλ2ydν = Λν (λ2).

Stoga u slǔcajuν((0,∞)) = 0 važi

inf
λ∈R

Λν (λ) = lim
λ→∞

Λν (λ) = lim
λ→∞

ln




Z

(−∞,0)

eλydν+
Z

{0}
dν


 =

= ln


 lim

λ→∞

Z

(−∞,0)

eλydν+ν({0})


 [4]

= lnν({0}) (2.28)

te je
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νn ((δ,δ))≥ νn ({0}) = P

(
1
n

n
∑

i=1
Yi = 0

)
[5]
=

= P

(
Y1 ≤ 0, . . . ,Yn ≤ 0, 1

n

n
∑

i=1
Yi = 0

)
= P(Y1 = 0, . . . ,Yn = 0)

[6]
=

= P(Y1 = 0) · . . . ·P(Yn = 0) = (ν({0}))n,
odakle dalje sledi da je

1
n lnνn ((δ,δ))≥ lnν({0}) (2.28)

= inf
λ∈R

Λν (λ) =−sup
λ∈R

{−Λν (λ)}=

=−sup
λ∈R

{〈λ,0〉−Λν (λ)}=−Λ∗ν (0),

odakle sledi nejednakost (2.26).

[4] uočimo da za familiju funkcijafλ : (−∞,0)→ R, λ > 1 definisanih
sa fλ (y) = eλy važi
∀y∈ (−∞,0), lim

λ→∞
fλ (y) = 0 ∧ ∀λ > 1, | fλ (y)| ≤ g(y) = ey,

te na osnovu Lebesgue-ove teoreme dominantne konvergencije sledi

lim
λ→∞

Z

(−∞,0)

eλydν =
Z

(−∞,0)

0dν = 0,

[5] jer jeP(Yi > 0) = ν((0,∞)) = 0 za svakoi, [6] slučajne promenljive
Yi su nezavisne.

Analogno ide slǔcaj ν((0,∞)) = 0.

(2◦) Slučaj ν((−∞,0)) > 0 ∧ ν((0,∞)) > 0: u ovom slǔcaju važi
lim

λ→±∞
Λµ(λ) = ∞, (2.29)

jer npr. za svakox> 0 važi lim
λ→∞

eλx = ∞, odakle se, koristéci ν((0,∞)) > 0,

na osnovu Lebesgue-ove teoreme monotone konvergencije dobija da je

lim
λ→±∞

Z

(0,∞)

eλxdµ= ∞ odnosno lim
λ→±∞

ln
Z

(0,∞)

eλxdµ= ∞, a kako iz nejed-

nakosti
Z

R

eλxdµ≥
Z

(0,∞)

eλxdµ sledi nejednakostln
Z

R

eλxdµ≥ ln
Z

(0,∞)

eλxdµ,

dalje se dobija

lim
λ→∞

Λµ(λ) = lim
λ→∞

lnE
(

eλXi

)
= lim

λ→∞
ln
Z

R

eλxdµ≥ lim
λ→∞

ln
Z

(0,∞)

eλxdµ= ∞,

dakle lim
λ→∞

Λµ(λ) = ∞. Analogno se dobija da jelim
λ→−∞

Λµ(λ) = ∞.

Dokaz nejednakosti (2.26) dalje sledi diskusijom po slučajevima kada je
nosǎc mereµ ogranǐcen skup, a kada to nije.

(2.a) Nosǎc mereµ ogranǐcen skup: u ovom slǔcaju je jasno daΛµ(λ) ima
konǎcnu vrednost za svakoλ∈R. Stoga je, na osnovu leme 2.4 pod (f),
funkcija Λµ neprekidna i diferencijabilna naR, te zbog konveksnosti
funkcijeΛµ i zbog (2.29) postojiη∈R takvo da jeΛµ(η) = inf

λ∈R
Λµ(λ)

i Λ′µ(η) = 0.
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Neka jeµ̃ verovatnosna mera definisana prekoµ na sledéci nǎcin:6

µ̃(A) =
Z

A

eηx−Λµ(η)dµ(x).

µ̃ je zaista verovatnosna mera jer jeZ

R

dµ̃=
1

E(eηXi )

Z

R

eηxdµ(x) = 1.

Ako su Xi i.i.d. slučajne promenljive raspodeljene po verovatnosnoj
meri µ̃ i ako jeµ̃n verovatnosna mera po kojoj je raspodeljena slučajna

promenljivaŜn = 1
n

n
∑

i=1
Xi , tada za svakoε > 0 važi

µn ((−ε,ε)) =
Z

∣∣∣∣
n
∑

i=1
xi

∣∣∣∣<nε

µ(dx1) . . .µ(dxn)≥

≥ e−nε|η|
Z

∣∣∣∣
n
∑

i=1
xi

∣∣∣∣<nε

e
η

n
∑

i=1
xi

µ(dx1) . . .µ(dxn) =

= e−nε|η|enΛµ(η)µ̃n ((−ε,ε)) (2.30)
S druge strane je

Eµ̃(Xi) =
Z

R

xdµ̃(x)
[6]
=
Z

R

xeηx−Λµ(η)dµ(x)

=
1

E(eηXi )

Z

R

xeηxdµ(x)
[7]
= Λ′µ(η) = 0.

[6] primenom sledéce teoreme (vidi [RuWa87], teorema 1.29 i
definicija 1.31): Neka jeµ pozitivna mera na merljivom pros-
toru (X,M ,µ), i neka je f : X → [0,∞) merljiva funkcija. Tada
je funkcija

ϕ(A) def=
Z

A

f dµ, A∈M

pozitivna mera na(X,M ), i za svaku merljivu funkcijug : X → R
važi Z

X

gdϕ =
Z

X

g f dµ.

[7] primenom (2.15) iz leme 2.4.
Iz poslednje jednakosti, na osnovu zakona velikih brojeva sledi relacija

lim
n→∞

1
n

µ̃n ((−ε,ε)) = 1, što uz (2.30) daje da za sve0 < ε < δ važi

liminf
n→∞

1
n

lnµn ((−δ,δ))≥ liminf
n→∞

1
n

lnµn ((−ε,ε))≥ Λµ(η)− ε |η|.
Konǎcno, iz granǐcnog slǔcajaε→ 0 u poslednjoj relaciji sledi (2.26).

(2.b) Nosǎc mereµ nije ogranǐcen skup: Neka jeM dovoljno veliki po-

6µ̃ je verovatnosna merǎciji je Radon-Nikodým-ov izvod u odnosu na verovatnosnu meruµ jednak
funkciji f (x) = eηx−Λµ(η).
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zitivan broj za koji važiµ([−M,0)) > 0 i µ((0,M]) > 0, i neka je

ΛM (λ) def= ln

MZ

−M

eλxdµ. Oznǎcimo saν verovatnosnu meru po kojoj

je raspodeljena uslova slučajna promenljivaXi | {|Xi | ≤M}, a saνn

oznǎcimo verovatnosnu meru po kojoj je raspodeljena uslova slučajna
promenljiva Ŝn | {∀i ∈ {1, . . .n} , |Xi | ≤M}. Tada za svakon ∈ N i
svakoδ > 0 važi

µn ((−δ,δ))≥ νn ((−δ,δ)) · (µ((−M,M)))n.
Na osnovu prethodnog dela dokaza (slučaj (2.a)) sledi da zaνn važi
nejednakost (2.26). Stoga se generatorna funkcije logaritamskog mo-
mentaΛν asocirana saν svodi naΛM (λ)− lnµ([−M,M]), te je

liminf
n→∞

1
n

lnµn ((−δ,δ))≥ lnµ([−M,M])+ liminf
n→∞

1
n

lnνn ((−δ,δ))≥

≥ inf
λ∈R

ΛM (λ).

Oznǎcimo IM = − inf
λ∈R

ΛM (λ) i I∗ = limsup
M→∞

IM. Iz prethodne nejed-

nakosti sledi da je

liminf
n→

1
n

lnµn ((−δ,δ))≥−I∗. (2.31)

Fukcija ΛM je neopadajúca u tǎcki M. Pri tome važi nejednakost
−IM ≤ ΛM (0) ≤ Λµ(0) = 0, te je−I∗ ≤ 0. Kako je vrednost−IM
konǎcna za sve dovoljno velikeM > 0, sledi da je−I∗ > −∞. Stoga
su nivo-skupoviΨM = {λ ∈ R | ΛM (λ)≤−I∗} neprazni, kompak-
tni skupovi, pri čemu jeΨM, M > 0 monotono nerastúca familija
skupova, odakle sledi da postoji bar jedan elementλ0 ∈

T
M>0

ΨM. Pri-

menom Lebesgue-ove teoreme monotone konvergencije sledi da je
Λµ(λ0) = lim

M→∞
ΛM (λ0) ≤ −I∗, te iz ove relacije i (2.31) sledi nejed-

nakost (2.26).
2

Napomena 2.6

(a) Cramér-ova teorema uR važi i u slučaju kadax ne postoji.

(b) U opštem slučaju,Λ∗µ ne mora biti dobra funkcija stope.

Pod dodatnim uslovima funkcijaΛ∗µ ima dodatne lepe osobine koje se mogu koris-
titi pri izračunavanju ili proceni granivcnih vrednosti (LB) i (UB).

Teorema 2.14Ako je0∈ ◦
DΛµ, tada jeΛ∗µ dobra funkcija stope. Ako je pri tome zado-

voljeno
◦

DΛµ = R, tada je lim
|x|→∞

=
Λ∗µ(x)
|x| = ∞.

Naravno, postavlja se pitanje kada postojilim
n→∞

1
n

lnµn (A). Tako npr. za svakoy∈R
važi
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lim
n→∞

1
n

lnµn ([y,∞)) =− inf
x≥y

Λ∗µ(x).

Takod̄e, ako jeA Borel-merljiv skup koji za nekey,z∈R zadovoljava(y,z]⊆A⊆ (y,∞],
i ako još pri tome je ispunjen bar jedan od uslovax < z i DΛµ = {0}, tada važi

lim
n→∞

1
n

lnµn (A) =− inf
x∈A

Λ∗µ(x).

Slede primeri LD konvergencije vezane za slučajne promenljive sa nekim raspode-
lama važnog tipa.

Primer 2.4 Za slučajnu promenljivuX, označićemo saΛX (λ) i Λ∗X (λ) generatornu
funkciju logaritamskog momenta i njenu Fenchel-Legendre-ovu transformaciju za ve-
rovatnosnu meru koja odgovara slučajnoj promenljivojX. Sledi nekoliko primera ovih
funkcija za neke važne raspodele.

(a) Za Bernoulli-jevu slučajnu promenljivu („indikator dogādaja”) X sa zakonom

raspodele

(
0 1

1− p p

)
, dobijamo generatornu funkciju logaritamskog mo-

mentaΛX (λ) = ln
(
1− p+ peλ) i odgovarajuću Fenchel-Legendre-ovu trans-

formaciju

Λ∗X (x) =





xln x
p +(1−x) ln 1−x

1−p , x∈ (0,1)
ln 1

1−p , x = 0
ln 1

p , x = 1
∞ , x 6∈ [0,1]

Grafik funkcije ΛX (λ) za p = 0.4

∞ ∞

Grafik funkcije Λ∗X (x) za p = 0.4

(b) Za slučajnu promenljivuX sa Poisson-ovomP o(θ) raspodelom (tj. zakonom

raspodeleP(X = k) = θk

k! e−θ, k∈ N∪{0}) dobijamo generatornu funkciju log-
aritamskog momentaΛX (λ) = θ

(
eλ−1

)
i odgovarajuću Fenchel-Legendre-ovu

transformaciju

Λ∗X (x) =





∞ , x < 0
θ , x = 0

θ−x+xln x
θ , x > 0
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Grafik funkcije ΛX (λ) za θ = 2

∞

Grafik funkcije Λ∗X (x) za θ = 2

(c) Za slučajnu promenljivuX sa eksponencijalnomE (a), a > 0 raspodelom (tj.

gustinom raspodeleϕX (x) =
{

0 , x < 0
ae−ax , x≥ 0

) dobijamo generatornu funk-

ciju logaritamskog momentaΛX (λ) =
{

ln a
a−λ , λ < a
∞ , λ≥ a

i njoj odgovara-

juću Fenchel-Legendre-ovu transformaciju

Λ∗X (x) =
{

∞ , x≤ 0
ax−1− ln(ax) , x > 0

∞

Grafik funkcije ΛX (λ) za a = 3

∞

Grafik funkcije Λ∗X (x) za a = 3

(d) Za slučajnu promenljivuX sa normalnomN
(
m,σ2

)
, σ > 0 raspodelom (tj.

gustinom raspodeleϕX (x) = 1
σ
√

2π
e
− (x−m)2

σ2 , x∈R) dobijamo generatornu funkci-

ju logaritamskog momentaΛX (λ) = σ2

2 λ2 +mλ, λ ∈R i odgovarajuću Fenchel-
Legendre-ovu transformaciju

Λ∗X (x) =
x−m

σ2

Grafik funkcije ΛX (λ) za m= 0 i σ = 1 Grafik funkcije Λ∗X (x) za m= 0 i σ = 1
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2.4.2 Teorema Cramér-a uRd

Dokaz teoreme Cramér-a za slučajne promenljiveXi sa vrednostima uRd, d > 1
se donekle razlikuje od dokaza u jednodimenzionalnom slučaju. Ilustracije radi, sledi
dokaz osobina funkcije stopeΛ∗µ. Radi lakšeg dokazivanja, neka važi pretpostavka da

je DΛµ = Rd, tj. ∀λ ∈ Rd, Λµ(λ) < ∞. Izmed̄u ostalog to znǎci i da jeE
(
|Xi |2

)
< ∞ i

Ŝn
P−→

n→∞
x.

Teorema 2.15 (Osobine funkcijaΛµ i Λ∗µ) Neka jeDΛµ = Rd. Tada važi:

(a) Λµ je svuda diferencijabilna funkcija;

(b) Λ∗µ je dobra funkcija stope;

(c) ∀y∈ Rd, ∀η ∈ Rd, y = ∇Λµ(η) ⇒ Λ∗µ(y) = 〈η,y〉−Λµ(η).

Dokaz:

(a) Sledi zbog iz istih razloga kao u jednodimenzionalnom slučaju (lema 2.4 pod
(f)), uz DΛµ = Rd.

(b) Po teoremi 2.12 pod (c) jeΛ∗µ funkcija stope, te pošto, kao štoće biti dokazano,
za svakox∈ Rd i svakoρ > 0 važi

Λ∗µ(x)≥ ρ‖x‖− sup
‖λ‖=ρ

Λµ(λ), (2.32)

sledi da je npr. zaρ = 1: Λ∗µ(x) ≥ ‖x‖− sup
‖λ‖=1

Λµ(λ), te je zbog diferencijabil-

nosti odnosno neprekidnosti funkcijeΛµ vrednost sup
‖λ‖=1

Λµ(λ) konǎcan broj, te

je skup

{
x∈ Rd

∣∣ ‖x‖− sup
‖λ‖=1

Λµ(λ)≤ α

}
ogranǐcen za svakoα ∈ R, a zbog

nejednakosti (2.32) za nivo-skupove funkcijeΛ∗µ važi

ψΛ∗µ (α) =
{

x∈ Rd
∣∣ Λ∗µ(x)≤ α

}⊆
{

x∈ Rd
∣∣ ‖x‖− sup

‖λ‖=1
Λµ(λ)≤ α

}
,

te su i nivo skupovi funkcijeΛ∗µ još i ogranǐceni, odakle sledi da su i kompaktni.

. Dokaz nejednakosti (2.32):

Λ∗µ(x) = sup
λ∈Rd

{〈λ,x〉−Λµ(λ)
}≥ sup

‖λ‖=ρ

{〈λ,x〉−Λµ(λ)
}≥

≥ sup
‖λ‖=ρ

〈λ,x〉− sup
‖λ‖=ρ

Λµ(λ),
[∗]

a pošto s jedne strane, iz dobro poznate relacije|〈λ,x〉| ≤ ‖λ‖ · ‖x‖ sledi
sup
‖λ‖=ρ

〈λ,x〉 ≤ sup
‖λ‖=ρ

{‖λ‖ · ‖x‖}= ρ · ‖λ‖, a s druge strane zaλ = ρ
‖x‖x važi
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‖λ‖= ρ i 〈λ,x〉= ρ
‖x‖ 〈x,x〉= ρ

‖x‖ ‖x‖2 = ρ‖x‖, to je sup
‖λ‖=ρ

〈λ,x〉= ρ‖x‖, te

se uvrštavanjem ove jednakosti u[∗] dobija nejednakost (2.32).

(c) Neka jey = ∇Λµ(η). Neka je, za fiksnoλ ∈ Rd, funkcijag definisana sa

g(α) = λ〈λ−η,y〉−Λµ(η+α(λ−η))+ 〈η,y〉, α ∈ [0,1] .

Iz konveksnosti funkcijeΛµ [∗] sledi konkavnost funkcijeg:
za sveα,β ∈ [0,1] i svakoθ ∈ (0,1) je

g(α+θ(β−α)) =

= (α+θ(β−α))〈λ−η,y〉−Λµ(η+(α+θ(β−α))(λ−η))+ 〈η,y〉=

= (α+θ(β−α))〈λ−η,y〉
−Λµ((1−θ)(η+α(λ−η))+θ(η+β(λ−η)))+ 〈η,y〉 ≥

[∗]
≥ (α+θ(β−α))〈λ−η,y〉
−(1−θ)Λµ(η+α(λ−η))−θΛµ(η+β(λ−η))+ 〈η,y〉=

= α〈λ−η,y〉−Λµ(η+α(λ−η))+ 〈η,y〉+
+θ

(
β〈λ−η,y〉−Λµ(η+β(λ−η))+ 〈η,y〉

−α〈λ−η,y〉+Λµ(η+α(λ−η))−〈η,y〉
)

=

= g(α)+θ(g(β)−g(α)).

S druge strane, poštoΛµ(η) ima konǎcnu vrednost, to je i|g(0)|< ∞.

Iz konkavnosti funkcijeg sledi

αg(1)+(1−α)g(0)≤ g(α1+(1−α)0) = g(α)

⇒ α(g(1)−g(0))≤ g(α)−g(0)

⇒ g(1)−g(0)≤ liminf
α→0+

g(α)−g(0)
α = liminf

α→0+

α〈λ−η,y〉−Λµ(η+α(λ−η))−Λµ(η)
α

⇒ g(1)−g(0)≤ 〈λ−η,y〉− liminf
α→0+

Λµ(η+α(λ−η))+Λµ(η)
α

gde jeliminf
α→0+

Λµ(η+α(λ−η))+Λµ(η)
α izvod funkcijeΛµ u tǎcki η po pravcu vektora

λ−η, te je

liminf
α→0+

Λµ(η+α(λ−η))+Λµ(η)
α = liminf

α→0+

〈∇Λµ(η),α(λ−η)〉
α =

= liminf
α→0+

α〈λ−η,∇Λµ(η)〉
α =

〈
λ−η,∇Λµ(η)

〉

odakle sledi

g(1)−g(0)≤ 〈λ−η,y〉−〈
λ−η,∇Λµ(η)

〉
=

〈
λ−η,y−∇Λµ(η)

〉
= 0

odnosnog(1)≤ g(0), odakle je

〈λ,y〉−Λµ(λ) = g(1)≤ g(0) = 〈η,y〉−Λµ(η)≤ Λ∗µ(y),

te konǎcno sledi
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Λ∗µ(y) = sup
λ∈Rd

〈λ,y〉−Λµ(λ)≤ 〈η,y〉−Λµ(η)≤ Λ∗µ(y)

odnosnoΛ∗µ(y) = 〈η,y〉−Λµ(η).
2

Teorema 2.16 (Cramér) Neka jeDΛµ = Rd. Tada familija verovatnosnih meraµn,
n∈ N zadovoljavaLDP naRd sa konveksnom, dobrom funkcijom stopeΛ∗µ. Dakle

(UB) za svaki zatvoren skupF ⊆ Rd važi

limsup
n→∞

1
n

lnµn (F)≤− inf
x∈F

Λ∗µ(x),

(LB) za svaki otvoren skupG⊆ Rd važi

liminf
n→∞

1
n

lnµn (G)≥− inf
x∈G

Λ∗µ(x).

Teorema Sanov-a za konačan alfabet∑ = {a1,a2, . . . ,aN} se sada može dobiti i
kao posledica teoreme Cramér-a uRd. Naime, neka suY1,Y2, . . . ,Yn, . . . i.i.d. slučajne
promenljive raspodeljene po verovatnosnoj meriµ∈ M1(Σ), i neka jeLY

n empirijska
verovatnosna mera koja odgovara slučajnom vektoruY = (Y1,Y2, . . . ,Yn), kao u sekciji
2.3. Za slǔcajne vektore

Xk =
(

χ{a1} (Yk),χ{a2} (Yk), . . . ,χ{aN} (Yk)
)
, k∈ N

i njihovu aritmetǐcku sredinuŜn važi

Ŝn =
1
n

n

∑
k=1

Xk =

(
1
n

n

∑
k=1

χ{a1} (Yk),
1
n

n

∑
k=1

χ{a2} (Yk), . . . ,
1
n

n

∑
k=1

χ{aN} (Yk)

)
= LY

n .

S obzirom na to da

(a) niz slǔcajnih promenljivihXk, k∈ N ima ogranǐcene vrednosti, te jeDΛµ = RN,

(b) ukoliko postoji, funkcija stope je jednoznačno odrēdena (teorema 2.5),

primenom teoreme Craméra dobijamo sledeće

Tvr d̄enje 2.2 Za svaki skup verovatnosnih vektora (mera)Γ⊆ RN važi

− inf
ν∈◦Γ

Λ∗µ(ν) ≤ liminf
n→∞

1
n lnPµ

(
LY

n ∈ Γ
) ≤

≤ limsup
n→∞

1
n lnPµ

(
LY

n ∈ Γ
) ≤ − inf

ν∈Γ
Λ∗µ(ν),

gde jeΛ∗µ Fenchel-Legendre-ova transformacija generatorne funkcije logaritamskog
momenta

Λµ(λ) = lnE
(

e〈λ,Xk〉
)

= ln
N

∑
i=1

eλi µ(ai), λ = (λ1,λ2, . . . ,λN) ∈ RN

Pri tome, za funkcijuΛ∗µ važiΛ∗µ(ν) = H (ν |µ), ν ∈ RN.
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2.5 Teorema Gärtner-Ellis

Teorema Gärtner-Ellis pretstavlja uopštenje teoreme Cramér-a za niz slučajnih pro-
menljivih koje ne moraju biti nezavisne i imati jednake raspodele.

Neka jeZn, n ∈ N niz slǔcajnih promenljivih sa vrednostima uRd raspodeljenih
po verovatnosnim zakonima tj. verovatnosnim meramaµn ∈M1

(
Rd

)
. U ovom slǔcaju

se za svaku od slučajnih promenljivihZn definiše generatorna funkcija logaritamskog
momenta

Λn (λ) = Λµn (λ) def= lnE
(

e〈λ,Zn〉
)

, λ ∈ Rd, (2.33)

pri čemu se generatorna funkcija logaritamskog momenta koja odgovara celom nizu
slučajnih promenljivihZn definiše na sledéci nǎcin.

Definicija 2.14 Generatorna funkciju logaritamskog momentaniza slučajnih pro-
menljivihZn je funkcijaΛ : Rd → R definisana sa

Λ (λ) def= lim
n→∞

1
n

Λn (nλ), λ ∈ Rd (2.34)

ukoliko granične vrednosti postoje.

Neka jeΛ∗ Fenchel-Legendre-ova transformacija funkcijeΛ. Pri izvod̄enju rezul-
tata u ovom slǔcaju neophodna je sledeća pretpostavka:

Pretpostavka 2.1

(a) FunkcijaΛ : Rd → R je dobro definisana, tj. za svakoλ ∈ Rn postoji granična
vrednostΛ (λ) = lim

n→∞
1
nΛn (nλ) ∈ R.

(b) 0∈ ◦
DΛ tj. u okolini tačke0 funkcijaΛ ima konačne vrednosti.

Napomena 2.7Neka suXi , i ∈ N i.i.d. slučajni vektori sa vrednostima uRd, i neka
je µn, n ∈ N niz verovatnosnih mera po kojima su raspodeljene aritmetičke sredine

Zn = Ŝn = 1
n

n
∑

i=1
Xi . Tada za svakon∈ N važi

1
n

Λn (nλ) = Λ (λ) = lnE
(

e〈λ,Xi〉
)

,

a pretpostavka2.1 je zadovoljena ako i samo ako je0∈ ◦
DΛ .

Definicija 2.15 Tačkay∈ Rd je istaknuta tačka funkcijeFLTS(eng. ”exposed po-
int ”) ukoliko postoji nekoλ ∈ Rd takva da za svex 6= y važi

〈λ,y〉−Λ∗ (y) > 〈λ,x〉−Λ∗ (x). (2.35)

Tačkaλ u nejednakosti(2.35)se nazivaistaknuta hiperravan (eng. ”exposing hyper-
plane”).

Nadaljeće saF biti oznǎcen skup onih istaknutih tačaka funkcijeΛ∗ čije istaknute

hiperravni pripadaju skupu
◦

DΛ .
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Definicija 2.16 Funkcija f : Rd → (−∞,∞] je esencijalno glatka(eng. ”essentially
smooth”) ukoliko je:

(a)
◦

DΛ 6= /0,

(b) Λ je diferencijabilna na
◦

DΛ ,

(c) funkcijaΛ je strma (eng.steep), tj. za svaki nizλn, n∈ N elemenata iz
◦

DΛ koji

konvergira ka rubnoj tački skupa
◦

DΛ važi lim
n→∞

‖∇Λ (λn)‖= ∞.

Kao i u jednodimezionalnom slučaju, funkcijeΛ i Λ∗ imaju neke lepe osobine.

Lema 2.5 Neka je zadovoljena pretpostavka2.1. Tada važi

(a) Λ je konveksna funkcija;

(b) ∀λ ∈ Rd, Λ (λ) >−∞;

(c) Λ∗ je konveksna funkcija;

(d) Λ∗ je dobra funkcija stope;

(e) za svakoη ∈ ◦
DΛ i y = ∇Λ (η) važi

Λ∗ (y) = 〈η,y〉−Λ (η),

i pri tomey∈ F , a η je istaknuta hiperravan za tačkuy.

Lema Rockafellar-a se koristi u dokazu teoreme Gärtner-Ellis.

Lema 2.6 (Rockafellar) Ako je Λ : Rd → (−∞,∞] esencijalno glatka, od dole pol-
uneprekidna, konveksna funkcija, tada jeri

(
DΛ∗

)⊆ F .7

Osim što daje potreban i dovoljan uslov za LD konvergenciju niza verovatnosnih
meraµn, n∈ R, teorema Gärtner-Ellis daje i jedan dovoljan uslov iz kojeg sledi da je
Λ∗ dobra funkcija stope.

Teorema 2.17 (Gärtner-Ellis) Neka je zadovoljena pretpostavka2.1. Tada važi

(a) Za svaki zatvoren skupF važi

limsup
n→∞

1
n

lnµn (F)≤− inf
x∈F

Λ∗ (x). (2.36)

(b) Za svaki otvoren skupG važi

liminf
n→∞

1
n

lnµn (G)≥− inf
x∈G∩F

Λ∗ (x). (2.37)

(c) Ukoliko jeΛ esencijalno glatka, od dole poluneprekidna funkcija, tada jeLDP
zadovoljen sa dobrom funkcijom stopeΛ∗.

7Pošto jeΛ∗ konveksna funkcija, sledi da jeDΛ∗ konveksan skup.
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2.6 Primena LDP na lance Markov-a sa konǎcnim sku-
pom stanja

U ovom odeljku je prikazana jedna primena LDP na slučajne procese. Neka jeYn,
n∈ N lanac Markov-ǎciji je skup mogúcih stanja konǎcan skup∑ = {a1,a2, . . . ,aN}.
SaΠ = [πi, j ]N×N će biti oznǎcena matrica prelaza lancaYn, n∈N (Π je stohastǐcka ma-
trica, tj. kvadratna matricǎciji su elementi nenegativni, i zbir elemenata u svakoj vrsti
je jednak jedinici). SaPπ

σ će biti oznǎcenaverovatnosna mera Markov-a u odnosu
na prelazne verovatnoćeΠ i početno stanjeσ ∈ Σ, tj. verovatnosna mera definisana sa

Pπ
σ (Y1 = y1, . . . ,Yn = yn) = πσ,y1

n−1
∏
i=1

πyi ,yi+1.

Definicija 2.17 Matrica B = [bi, j ]N×N čiji su elementi realni brojevibi, j ≥ 0 je ire-
ducibilna ukoliko za svaka dva indeksai, j ∈{1, . . .N} postojim∈N za koje jebm

i, j > 0.

Neka jeXi = f (Yi), i ∈ N, gde je f : ∑ → Rd obična (deterministǐcka) funkcija.

Neka je daljeZn =
1
n

n

∑
i=1

Xi , n ∈ N niz empirijskih sredina slǔcajnih promenljivihXi ,

i ∈ N. Slučajne promenljiveYi , i ∈ N, a onda i slǔcajne promenljiveXi , i ∈ N su u
opštem slǔcaju zavisne jer se radi o lancu Markov-a. Stoga se na verovatnosne mere
koje odgovaraju slǔcajnim promenljivamaXi , i ∈N ne može primeniti teorema Cramér-
a, véc LD konvergencija sledi iz teoreme Gärtner-Ellis. U ovom slučaju se formula
za izrǎcunavanje funkcije stope u smislu Fenchel-Legendre-ove transformacije može
prilagoditi specifǐcnostima lanca Markov-a.

Za proizvoljnoλ ∈ Rd, neka jeΠλ = [πλ (i, j)]N×N matricačiji su elementi defin-

isani saπλ (i, j) def= π(i, j)e〈λ, f ( j)〉, i, j ∈ ∑. Elementi matriceπλ su nenegativni, a ako
je matricaπ ireducibilna, tada je ireducibilna i matricaπλ. Takod̄e, neka je, za svako
λ ∈ Rd saρ(Πλ) oznǎcen Perron-Frobenius-ov karakteristični koren matriceΠλ, koji
u kontrukciji funkcije stope ima ulogu generatorne funkcije logaritamskog momenta.

Teorema 2.18Neka jeYn, n ∈ N lanac Markov-a sa konačnim skupom stanja i sa
ireducibilnom matricom prelazaΠ. Neka je

I (z) def= sup
λ∈Rd

{〈λ,z〉− lnρ(Πλ)} , z∈ Rd.

Niz empirijskih sredinaZn, n∈ N zadovoljavaLDP sa konveksnom, dobrom funkcijom
stopeI , tj. za svaki skupΓ⊆ Rd i svako početno stanjeσ ∈ Σ važi

− inf
x∈◦Γ

I (x) ≤ liminf
n→∞

1
n lnPπ

σ (Zn ∈ Γ) ≤

≤ limsup
n→∞

1
n lnPπ

σ (Zn ∈ Γ) ≤ − inf
x∈Γ

I (x).
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Glava 3

Idempotentna verovatnóca i
primena na princip velikih
devijacija

U ovoj glavi su navedena pojmovi i tvr̄denja iz teorije idempotentnih verovatnos-
nih mera i integrala, kao i primena u teoriji velikih devijacija. Prikazana je varijanta
teorije idempotentnih mera u kojoj se osobinaσ-aditivnosti mere zamenjuje osobinom
maksitivnosti. Takōde su navedene neke osobine integrala baziranih na idempotentnoj
meri, tj. na operacijamasup i ·. O ovoj temi možete detaljnije naći npr. u [Pu01]. Kao
što je navedeno u glavi 4, mera i integral se mogu bazirati i na drugim operacija. O
teoriji neaditivnih mera možete naći npr. u [Pa95].

3.1 Osnovne definicije i tvrd̄enja

U teoriji mera se umesto uobičajene relacije poretka≤ može posmatrati opštiji tip
relacije, tzv. usmereni poredak, a umesto uobičajenih nizova skupova i vrednosti mere
se može posmatrati uopštenje pojma niza, tzv. uopšteni niz.

Definicija 3.1 Binarna relacija¹ skupaA 6= /0 se nazivausmereni poredak (eng.
directed order) ukoliko važi:

(1) ∀x∈ A, x¹ x,

(2) ∀x,y,z∈ A, (x¹ y ∧ y¹ z) ⇒ x¹ z,

(3) ∀x,y∈ A, ∃z∈ A, x¹ z∧ y¹ z.

SkupA je usmereni skup(eng.directed set) ukoliko je na njemu definisan usmereni
poredak.

43
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Definicija 3.2 Neka je¹ usmereni poredak na skupuA, i neka je(X,O) topološki
prostor. Uopšteni niz (eng.generalized sequence1) je preslikavanje skupaA u skup
X. Uopšteni niz se često označava sa{xα | α ∈ A, ¹}, ili skraćeno sa{xα | α ∈ A}
ili xα, α ∈ A ako se podrazumeva o kojoj se relaciji¹ radi (xα ∈ X).

Definicija 3.3 (Moore-Smith) Neka je¹ usmereni poredak na skupuA, i neka je
(X,O) topološki prostor. Uopšteni niz{xα | α ∈ A, ¹} konvergira ka x ∈ X ako za
svaku okolinuOx ∈ O tačkex postoji β ∈ A takvo daxα ∈ Ox za sveα ≥ β. Pišemo
lim
α∈A

xα = x.

Neka je dalje u tekstuΩ skup, aE ⊆P (Ω) tako da/0∈E . SaΦ i Ψ će biti oznǎceni
usmereni skupovi, a saJ proizvoljan skup indeksa.

Familiju skupova indeksiranih elementima usmerenog skupa nazivamouopštenim
nizom skupova. Za uopšteni niz skupovaAφ, φ∈Φ kažemo da jemonotono neopada-
ju ći odnosnomonotono nerastúci ukoliko za sveφ1,φ2∈Φ iz φ1¹ φ2 slediAφ1 ⊆Aφ2

odnosnoAφ1 ⊇Aφ2. Za uopšteni niz skupovaAφ, φ∈Φ kažemo da jemonotono rastúci
odnosnomonotono opadajúci ukoliko za sveφ1,φ2 ∈ Φ iz φ1 ¹ φ2 sledi Aφ1 ⊂ Aφ2

odnosnoAφ1 ⊃ Aφ2.

Svaki obǐcan niz elemenata topološkog prostora ili skupova jeste uopšteni niz kod
koga je indeksni skup tj. usmereni skup zapravo skupN opremljen standardnom rela-
cijom poretka≤.

Definicija 3.4 Idempotentna mera je funkcija µ : P (Ω) → R+
sa sledećim osobi-

nama:

(IM1) µ( /0) = 0,

(IM2) ∀A,B∈ P (Ω), µ(A∪B) = µ(A)∨µ(B),

(IM3) µ

(
S

φ∈Φ
Aφ

)
= sup

φ∈Φ
µ
(
Aφ

)

za svaki monotono neopadajući uopšteni nizAφ, φ ∈Φ podskupova skupaΩ.

Za idempotentnu meruµ kažemo da jeτ-glatka u odnosu na familiju E (eng. τ-
smooth relative toE), ili skraćeno,E-idempotentna mera(eng.E-idempotent mea-
sure) ako pored(IM1), (IM2) i (IM3) važi još i

(IM4) µ

(
T

φ∈Φ
Fφ

)
= inf

φ∈Φ
µ
(
Fφ

)

za svaki monotono nerastući uopšteni nizFφ, φ ∈ Φ elemenata familije skupova
E ⊆ P (Ω).

Definicija 3.5 Idempotentna verovatnosna mera(eng.idempotent probability me-
asure), ili skraćeno idempotentna verovatnóca (eng. idempotent probability ) je
idempotentna mera naΩ za koju važi

1U literaturi na engleskom jeziku se za uopšteni nizčeš́ce koristi nazivnet.



3.1. OSNOVNE DEFINICIJE I TVRÐENJA 45

(IMΠ) µ(Ω) = 1.

Idempotentna verovatnoća će nadalje biti označavana saΠ. Takōde je uobičajeno da
se zaµ({ω}) i Π({ω}) koriste oznakeµ(ω) i Π(ω).

Sledi jednostavan primer idempotentne mere, a zatim neke opšte osobine idempo-
tentnih mera.

Primer 3.1 Neka jeΩ = N, i neka je funkcijaΠ : P (N)→ R+
definisana sa

Π( /0) = 0, Π(A) = 1− 1
supA

, /0 6= A⊆ N.

Funkcija Π je idempotentna verovatnoća na skupuN. Na primer, osobina(IM2) je
zadovoljena jer za sveA,B∈ P (N) važi

Π(A∪B) = 1− 1
sup{A∪B} = 1− 1

max{supA,supB} =

= 1−min

{
1

supA
,

1
supB

}
= max

{
1− 1

supA
,1− 1

supB

}
= Π(A)∨Π(B).

Lema 3.1 Osobine idempotentne mere:

(a) idempotentna meraµ je neopadajuća i subaditivna funkcija, tj. za svaka dva
skupaA,B∈ P (Ω) važi

A⊆ B ⇒ µ(A)≤ µ(B) i µ(A∪B)≤ µ(A)+µ(B),

(b) za proizvoljnu konačnu familiju podskupovaA1,A2, . . . ,An skupaΩ važi

µ

(
n[

j=1

A j

)
=

n_

j=1

µ(A j) (3.1)

(c) uslovi (IM2) i (IM3) su ekvivalentni sa uslovom da za svaku familiju skupova{
A j

∣∣ j ∈ J
}⊆ P (Ω) važi

µ

(
S
j∈J

A j

)
= sup

j∈J
µ(A j) (3.2)

(osobinaτ-maksitivnosti),

(d) jednakost(3.2) je ekvivalentna sa

∀A⊆Ω, µ(A) = sup
ω∈A

µ(ω). (3.3)

Dokaz:

(a) A⊆ B ⇒ µ(B) = µ(A∪B)
(IM2)

= µ(A)∨µ(B) ⇒ µ(A)≤ µ(B),

µ(A∪B)
(IM2)

= µ(A)∨µ(B)≤ µ(A)+µ(B).

(b) sledi induktivnom primenom (IM2).
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(c) Iz (3.2) ǒcigledno slede (IM2) i (IM3). Obratno, neka važe (IM2) i (IM3), i neka
je A j , j ∈ J proizvoljna familija podskupova odΩ.

Neka jeΦ = {{ j1, j2, . . . , jn} | n∈ N, jk ∈ J} skup svih konǎcnih podskupova
skupaJ, i neka je

AI
def=
[

j∈I

A j , I ∈Φ, A = {AI | I ∈Φ} .

Neka je¹ binarna relacija skupaΦ definisana sa

I1 ¹ I2
def⇔ AI1 ⊆ AI2.

Iz refleksivnosti i tranzitivnosti relacije⊆ sledi refleksivnost i tranzitivnost rela-
cije¹, a za proizvoljneI1 ∈ Φ i I2 ∈ Φ očigledno važiI = I1∪ I2 ∈ Φ i I1 ¹ I i
I1 ¹ I . Dakle,¹ je usmereni poredak na skupuΦ, a iz same definicije relacije
sledi da jeA neopadajúci uopšteni niz skupova. Sledi

µ

(
S
j∈J

A j

)
= µ

( S
I∈Φ

AI

)
(IM3)

= sup
I∈Φ

µ(AI )
(3.1)
= sup

I∈Φ

V
i∈I

µ(Ai)

Pošto jeI konǎcan skup, to jesup
I∈Φ

V
i∈I

µ(Ai) = µ
(
Ai(I)

)
za nekoi (I)∈ I , tj. za neko

i (I) ∈ J, te je, zbogJ̃ = { i (I) | I ∈Φ} ⊆ J

µ

(
S
j∈J

A j

)
= sup

j∈J̃
µ(A j)≤ sup

j∈J
µ(A j). [∗]

S druge strane, zbog monotonosti idempotentne mere (tvrd̄enje pod (a)), iz∀i ∈
J,
S
j∈J

A j ⊇ Ai sledi∀i ∈ J, µ

(
S
j∈J

A j

)
≥ µ(Ai), odakle je dalje

µ

(
S
j∈J

A j

)
≥ sup

i∈J
µ(Ai), [∗∗]

te iz nejednakosti[∗] i [∗] sledi jednakost (3.2).

(d)(=⇒) µ(A) = µ

( S
ω∈A

{ω}
)

(3.2)
= sup

ω∈A
µ(ω),

(⇐=) µ

(
S
j∈J

A j

)
= µ


 S

ω∈ S
j∈J

A j

{ω}


 (3.3)

= sup
ω∈ S

j∈J
A j

µ(ω) =

= sup
j∈J

sup
ω∈A j

µ(ω)
(3.3)
= sup

j∈J
µ(A j).

2

Funkcijuµ(ω) (tj. funkciju µ̃ : Ω→ R+
, µ̃(ω) = µ(ω)) nazivamogustinom mere

µ. Pojam gustine je izuzetno značajan jer se, kao štóce kasnije biti razmotreno, svaka
idempotentna mera može izraziti preko svoje gustine.

Oznǎcimo redom saEu i Ei familije svih unija i preseka elemenata skupaE ; za
Eiu = (Ei)u i Eui = (Eu)i važiEiu = Eui, i ova familija je zatvorena za proizvoljne unije
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i preseke. Za mere, i skupovne funkcije uopšte (vidi [Pa95]), od interesa je izdvojiti
neke posebne tipove familija skupova.

Definicija 3.6 NekaE ⊆ P (Ω).

(a) Za familiju E kažemo da jeπ-sistemako je zatvorena za konačne preseke.

(b) Za familijuE kažemo da jeutemeljena(eng.paving) ako /0∈E i E je zatvorena
za sve konačne preseke i unije.

Definicija 3.7 Familija A ⊆ P (Ω) je τ-algebraukoliko /0 ∈ A i važi

(a) A∈ A ⇒ A
C ∈ A ,

(b) A j ∈ A , j ∈ J ⇒ S
j∈J

A j ∈ A .

Elemente skupaA nazivamoA-merljivim podskupovima skupaΩ, a za urēdeni par
(Ω,A) kažemo da jeτ-merljiv prostor . Ukoliko jeµ idempotentna mera naΩ, tada je
(Ω,A ,µ) idempotentan prostor s merom. Ukoliko jeΠ idempotentna verovatnoća na
τ-merljivom prostoru(Ω,A), tada je(Ω,A ,Π) idempotentni prostor verovatnoće.

Idempotentni prostor(Ω,P (Ω),µ) će skráceno biti oznǎcavan sa(Ω,µ). Iz defini-
cije naravno sledi da jeτ-algebra zatvorena i za proizvoljne preseke.

Definicija 3.8 Familija skupovaE ⊆ P (Ω) je atomarna ukoliko postoji neka pod-
familija E ′ = {Aα | α ∈ J} familije E za koju važi

(a) /0 6∈ E ′,

(b) ∀α,α′ ∈ J, Aα∩Aα′ = /0 ∨ Aα = Aα′ ,

(c) F ∈ E ⇔ F =
S

α: Aα⊆F
Aα∈E ′

Aα.

Elemente odE ′ nazivamoatomima.

Sa[ω]A će biti oznǎcen atomτ-algebreA koji sadržiω ∈Ω. Binarna relacija
A∼ na

Ω definisana sa

ω A∼ ω′ akko ω i ω′ pripadaju istom atomuτ-algebreA

je relacija ekvivalencije, a klase ekvivalencije u odnosu na
A∼ su upravo atomi[ω]A

familije A . Pri tome važi da jeA∈ A ako i samo ako jeA =
S

ω∈A
[ω]A , tj. ako i samo

ako je[ω]A ⊆ A za svakoω ∈ A.

Teorema 3.1 Familija A ⊆ P (Ω) koja sadrži /0 i Ω je τ-algebra ako i samo ako je
atomarna.

Dokaz:
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(=⇒) Neka jeA τ-algebra. Dokažimo da postoji familija atomaA ′ ⊆ A . Neka je
[ω]A =

T
A∈A
ω∈A

A, ω ∈ Ω, i neka jeA ′ = { [ω]A | ω ∈Ω}. Za svakoω ∈ Ω važi

[ω]A ∈ A jer je τ-algebra zatvorena za preseke, i očigledno /0 6∈ A ′. Za svako
F ∈ A i svakoω ∈ F važi [ω]A ⊆ F , te zbog[ω]A ∈ A sledi da

F ∈ A ⇔ F =
[

ω∈F

[ω]A ⇔ F =
[

ω:[ω]A⊆F

[ω]A .

Pri tome, ako je[ω1]A 6= [ω2]A , tada akoω1 6∈ [ω2]A tj. ω1 ∈ [ω2]
C

A ∈ A , zbog

[ω2]
C

A ∈ A (što sledi iz[ω2]A ∈ A i osobine (a)τ algebre iz definicije 3.7) važi

[ω1]A ⊆ [ω2]
C

A te sledi[ω1]A ∩ [ω2]A = /0, a ako jeω1 ∈ [ω2]A , iz sličnih razloga
je [ω1]A ⊆ [ω2]A , ali tada analogno važi iω2 ∈ [ω1]A (jer bi inǎce ponovo dobili
[ω1]A ∩ [ω2]A = /0), te je i [ω2]A ⊆ [ω1]A , odnosno[ω1]A = [ω2]A .

(⇐=) Obratno, neka je familijaA ⊆ P (Ω) atomarna, tj. postoji njena podfamilija
atomaA ′ = {Aα | α ∈ J}. Za svaki elementS∈ A važi S=

S
α: Aα⊆S

Aα∈A ′

Aα, te zbog

Ω∈A tj. Ω =
S

α∈J
Aα i osobine (b) iz definicije 3.8 slediS

C
=

S
α: Aα 6⊆S

Aα∈A ′

Aα odnosno

S
C

=
S

α: Aα⊆S
C

Aα∈A ′

Aα, te jeS
C ∈ A . S druge strane, za proizvoljnu familijuSi , i ∈ I

elemenata odA važi ∀i ∈ I , Si =
S

α:
Aα⊆Si
Aα∈A ′

Aα, te za skupS=
S
i∈I

Si takod̄e važi

S=
S

α: Aα⊆S
Aα∈A ′

Aα, odnosnoS∈ A .

2

Najmanjaτ-algebra koja sadrži familiju skupovaE , tj. τ-algebra generisana saE
je jednoznǎcno odrēdena, i bíce oznǎcavana saτ(E).

Definicija 3.9 τ-algebraA je kompletna u odnosu na idempotentnu meruµ na Ω
(skraćenoµ-kompletna) ako za svakoω ∈ Ω važi da ako jeµ(ω) = 0, tada je{ω}
atom familijeA .

Kompletiranje τ-algebreA u odnosu na idempotentnu meruµ je τ-algebraAµ koja
kao skup atoma ima sve jednočlane skupove{ω} mere0 iz A i sve atomeτ-algebreA
koji nisu mere0.

Kompletiranjeτ-algebreA je najmanja kompletnaτ-algebra koja sadržiA .

Napomena 3.1Ako je od interesa posmatrati samo vrednosti idempotentne mereµ
na elementimaτ-algebreA , tada će ta skupovna funkcija biti označena saµA , ili će
biti eksplicitno naglašeno da jeµ idempotentna mera na(Ω,A) (dakleµA (A) = µ(A),
A∈ A). Nekada je idempotentna meraµ zadana samo na elementimaτ-algebreA , i
dokazano je da se tada ona može proširiti na ceo skupP (Ω), pri čemu to proširenje ne
mora biti jedinstveno.
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3.2 Merljive funkcije

Neka suΩ i Ω′ proizvoljni skupovi, aE ⊆P (Ω) i E ′⊆P (Ω′) familije podskupova
koje sadrže/0.

Za funkciju f : Ω→Ω′ se definišef−1 (E ′) =
{

f−1 (A)
∣∣ A∈ E ′}.

Ako je E ′ τ-algebra, tada je if−1 (E ′) takod̄e τ-algebra. Ako jeG ′ skup atoma
τ-algebreE ′, tada je

{
f−1 (G ′)

}
skup atomaτ-algebref−1 (E ′).

Definicija 3.10 Funkcija f : Ω→Ω′ je E/E ′-merljiva ako je f−1 (E ′)⊆E . Funkcija
definisana na idempotentnom prostoru verovatnoće se nazivaidempotentna promen-
ljiva , (eng.idempotent variable). ZaE/P (Ω′)-merljivu funkciju se skraćeno kaže da
je E-merljiva .

Ako su(Ω,A) i (Ω′,A ′) τ-merljivi prostori, funkcija f : Ω→Ω′ je A/A ′-merljiva
ako i samo ako za svaki atomE′ ∈ A ′ važi f−1 (E′) ∈ A , tj. ako i samo ako za svaki
atomE ∈ A postoji atomE′ ∈ A ′ takav da jef (E)⊆ E′. Funkcija f je A-merljiva ako
i samo ako na svakom atomuE ∈ E ima konstantnu vrednost.

SkupA⊆Ω je A-merljiv (tj. A∈ A) ako i samo ako jeχA : Ω→ R+ funkcija koja
je A-merljiva.

Za idempotentnu promenljivu se njen verovatnosni zakon raspodele definiše na isti
nǎcin kao u uobǐcajenom slǔcaju.

Definicija 3.11 Za idempotentnu promenljivuX : Ω→Rn definisanu na prostoru vero-
vatnoće(Ω,Π), idempotentna raspodelaje idempotentna verovatnoćaΠX = Π◦X−1

koja je definisana naRn.

Lema 3.2 Neka je(Ω,A ,µ) idempotentan prostor s merom i neka jef : Ω → Ω′

funkcija koja jeAµ-merljiva. Tada postojiA-merljiva funkcijaf ′ takva da jef ′
µ−a.e.
= f

(vidi definiciju3.15).

Lema 3.3 Neka je(Ω′,A ′) τ-merljiv prostor, i neka jeA τ-algebra naΩ generisana
funkcijom f : Ω → Ω′ (odnosnoA =

{
f−1 (A′)

∣∣ A′ ∈ A ′}). Funkcijah : Ω → Ω′′ je
A-merljiva ako i samo ako postoji nekaA ′-merljiva funkcijag : Ω′→ Ω′′ takva da je
h = g◦ f .

Naredna lema daje u opštoj formi važnu osobinu merljivih funkcija.

Lema 3.4 Neka jeA τ-algebra naΩ, neka suf j : Ω → R, j ∈ J funkcije koje suA-

merljive, i neka jeF : RJ → R. Tada jeF
({

f j
}

j∈J

)
(ω) def= F

({
f j (ω)

}
j∈J

)
takod̄e

A-merljiva funkcija. Specijalno,sup
j∈J

f j i inf
j∈J

f j su merljive funkcije, a za usmeren skup

Φ su merljive i funkcijelimsup
φ∈Φ

fφ i liminf
φ∈Φ

fφ.

Kao posledica prethodne leme se dobija da su i zbir i proizvod merljivih funkcija
merljive funkcije, i slǐcno.
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Lema 3.5 Neka jeµ idempotentna mera naΩ, i neka jef : Ω→Ω′. Tada je i funkcija
µ′ : P (Ω′)→ R+

definisana saµ′ (A′) = µ
(

f−1 (A′)
)
, A′ ⊆Ω′ idempotentna mera.

U narednoj definiciji je naveden idempotentni analogon funkcije raspodele.

Definicija 3.12 Neka je(Ω,P (Ω),Π) idempotentan prostor verovatnoće, i neka je
f : Ω → Ω′ idempotentna slučajna promenljiva sa vrednostima uΩ′. Idempotentna
verovatnoćaΠ◦ f−1 se tada nazivaidempotentna raspodela funkcije f u odnosu na
Π, ili skraćenoidempotentni zakon. Ukoliko jeΩ′ metrički prostor i za svakoω′ ∈Ω′
važi lim

r→∞
Π(ω | f (ω) 6∈ B(ω′, r)) = 0 (gde jeB(ω′, r) zatvorena lopta sa centrom uω′

poluprečnikar), tada sef nazivaprava idempotentna slǔcajna promenljiva (eng.a
proper idempotent variable).

Još jedan poseban tip familije skupova u prostoru s merom ima svoju ulogu u teoriji
velikih devijacija zasnovanoj na idempotentnim merama.

Definicija 3.13 Neka jeµ E-idempotentna mera. FamilijaT ⊆ P (Ω) je učvršćenje
mere µ (eng.tightening collection for µ) ukoliko jeT ∩F ∈ E za sveT ∈ T i F ∈ E ,

i za svakoε > 0 postojiT ∈ T takvo da jeµ
(

T
C
)
≤ ε. Kaže se i da jeµ mera koja je

čvrsta u odnosu naT , ili skraćeno,T -čvrsta (eng.T -tight measure).

Definicija 3.14 Neka jeE ⊆ P (Ω), E ′ ⊆ P (Ω′), neka jeµ E-idempotentna mera na
Ω, i neka jeT ⊆ P (Ω) učvršćenje mereµ. Neka je pri tome zaT ∈ T označeno
ET = {T ∩E | E ∈ E}. Funkcija f : Ω → Ω′ je Luzin-(E ,T )/E ′-merljiva ukoliko
je za svakoT ∈ T restrikcija funkcije na skupT funkcija koja jeET/E ′-merljiva.

Lema 3.6 Funkcija f : Ω → Ω′ je Luzin-(E ,T )/E ′-merljiva ako i samo ako za sve
E′ ∈ E ′ i sveT ∈ T važi f−1 (E′)∩T ∈ E .

Napomena 3.2Ako je f funkcija koja jeE/E ′ merljiva, tada je ona Luzin-(E ,T )/E ′-
merljiva zaT = {Ω}.

3.3 Tipovi konvergencija

Neka je(Ω,µ) idempotentan prostor s merom, i neka suf i fφ, φ ∈ Φ idempo-
tentne slǔcajne promenljive naΩ sa vrednostima u metričkom prostoru(E,ρ). Kao i u
klasǐcnoj teoriji, možemo govoriti o raznim vrstama konvergencija merljivih funkcija.
Izmed̄u tih raznih tipova konvergencije, kao i u klasičnom slǔcaju, postoje odrēdene
relacije.

Definicija 3.15 Uopšteni niz funkcijafφ, φ ∈ Φ konvergira µ−a.e. ka funkciji f , u

oznaci fφ
µ−a.e.−→ f , φ ∈Φ ukoliko je

µ

(
ω ∈Ω | lim

φ∈Φ
fφ (ω) 6= f (ω)

)
= 0.

Uopšte, kaže se da elementi skupaΩ zadovoljavajuµ− a.e. neku osobinuϕ ako je
µ(ω ∈Ω |¬ϕ(ω)) = 0.
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Definicija 3.16 Uopšteni niz funkcijafφ, φ ∈ Φ konvergira ka funkciji f u idempo-

tentnoj meri µ, u oznacifφ
µ→ f , ukoliko za svakoε važi

lim
φ∈Φ

µ
(
ω ∈Ω |ρ(

fφ (ω), f (ω)
)

> ε
)

= 0.

Sledéca teorema je analogon teoreme Egorov-a.

Teorema 3.2 Za uopšteni niz funkcijafφ : Ω→ E, φ ∈Φ važi: fφ
µ→ f ako i samo ako

za sveε > 0 postoji skupAε ⊆Ω takav da jeµ
(

A
C

ε

)
< 0 i lim

ε→0
sup

ω∈Aε

ρ
(

fφ (ω), f (ω)
)
= 0.

Granǐcne vrednosti obe vrste suµ−a.e. jednoznǎcno odrēdene.

Teorema 3.3 Ako fφ
µ→ f , tada fφ

µ−a.e.−→ f .

Teorema 3.4 Ako fφ
µ−a.e.−→ f , tada postoji uopšteni niz funkcijahψ, ψ ∈Ψ za koju važi

hψ
µ→ f i takav da jehψ (ω), ψ ∈Ψ podniz nizafφ (ω), φ ∈Φ za svakoω ∈Ω.

Ako je fn, n ∈ N niz funkcija takav dafn
µ−a.e.−→ f , tada za svakoω ∈ Ω postoji niz

prirodnih brojevakn,ω takav da jekn,ω ≥ n, n∈ N i fkn,ω
µ→ f .

U opštem slǔcaju, iz konvergencijeµ−a.e. ne sledi konvergencija u meriµ.

3.4 Idempotentna integracija

Neka je(Ω,µ) idempotentan prostor s merom takav da jeµ(Ω) < ∞, i neka je po

definiciji ∞ ·0 def= 0.

Definicija 3.17 Za funkcijuf : Ω→R+
, idempotentni integral funkcije f u odnosu

na meru µ je
_

Ω
f dµ

def= sup
a∈R+

{a·µ(ω | f (ω)≥ a)} .

Idempotentni integral funkcijef nad skupomA⊆Ω se definiše kao
_

A

f dµ
def=
_

Ω
f ·χAdµ.

Za idempotentni integral se ponekad koristi i oznaka
_

A

f (ω)dµ(ω). U slučaju

kada jeµ idempotentna verovatnoća, tada se idempotentni integral naziva još iidem-
potentnim očekivanjem (eng.idempotent expectation), i u tom slǔcaju se još

_

Ω
f dµ

oznǎcava i saS( f ), ili S( f (ω)), ili SΠ ( f ).
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Lema 3.7 Za f : Ω→ R+
važi_

Ω
f dµ= sup

a∈R+
{a ·µ(ω | f (ω) = a)}=

= sup
ω∈Ω

{ f (ω) ·µ({ω})}= sup
ω∈Ω

{
f (ω) ·µ

(
[ω]

f−1
(

P
(
R+

))
)}

.

Napomena 3.3Na osnovu prethodne leme je jasno da za svaki skupA⊆Ω važi

µ(A) =
_

Ω
χAdµ=

_

A

dµ.

Napomena 3.4Ukoliko jeµ definisana naτ-algebri A , tada vrednost idempotentnog
integrala zavisi od toga koje se proširenje funkcijeµposmatra naP (Ω) (vidi napomenu
3.1), ali ako je funkcijaf A-merljiva, tada je vrednost integrala jednoznačno odred̄ena.

Nadaljeće skupovi kao što su npr.{ω | f (ω) = a}, {ω | f (ω) < g(ω)} i slično,
skráceno biti oznǎcavani sa{ f = a}, { f < g} itd. Za proizvoljnu familiju funkcija
f j : Ω→ R+

, j ∈ J su funkcijesup
j∈J

f j : Ω→ R+
i inf

j∈J
f j : Ω→ R+

definisane sa

(
sup
j∈J

f j

)
(ω) def= sup

j∈J
f j (ω),

(
inf
j∈J

f j

)
(ω) def= inf

j∈J
f j (ω).

Sledéce osobine idempotentnog integrala slede iz leme 3.7 (a analogne osobine
važe i za funkcije sa vrednostima u skupuR+

).

Teorema 3.5 Za funkcijef : Ω → R+, g : Ω → R+, f j : Ω → R+, j ∈ J, i za c∈ R+

važe sledeće osobine

(a)
_

Ω
0dµ= 0,

(b) f ≤ g ⇒
_

Ω
f dµ≤

_

Ω
gdµ,

(c)
_

Ω
(c f)dµ= c

_

Ω
f dµ,

(d)
_

Ω
( f ∨g)dµ=

_

Ω
f dµ∨

_

Ω
gdµ,

(e)
_

Ω
( f +g)dµ≤

_

Ω
f dµ+

_

Ω
gdµ,

(f)

∣∣∣∣∣
_

Ω
f dµ−

_

Ω
gdµ

∣∣∣∣∣ ≤
_

Ω
| f −g|dµ, ukoliko je vrednost na levoj strani znaka ne-

jednakosti dobro definisana,

(g)
_

Ω
sup
j∈J

f jdµ= sup
j∈J

_

Ω
f jdµ.
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Sledéca nejednakost ima onu ulogu i važnost koju ima nejednakost Chebyshev-a u
klasǐcnoj teoriji verovatnóce.

Lema 3.8 Za funkciju f : Ω→ R+ važi

µ( f ≥ a)≤ 1
a

_

Ω
f ·χ{ f≥a}dµ, za svakoa > 0.

Takod̄e važi i sledéci analogon klasǐcne teorije mera.

Teorema 3.6 Nekaµ idempotentna mera na skupuΩ, i neka jeµ′ = µ◦ f−1 idempo-
tentna mera na skupuΩ′ za neku funkcijuf : Ω → Ω′. Tada za funkcijug : Ω′→ R+

važi _

Ω′
gdµ′ =

_

Ω
g◦ f dµ.

Funkcije merljive u odnosu na idempotentnu meru imaju i svoju „Lp strukturu”.

Definicija 3.18 Za funkciju f : Ω→ R+ i p > 0 se definiše

‖ f‖p
def=

(
_

Ω
f pdµ

) 1
p

,

‖ f‖∞
def= sup

ω:µ({ω})>0
f (ω).

Teorema 3.7 Neka jef : Ω→ R+ i g : Ω→ R+.

(a) Ako sup,q∈ [1,∞] takvi da je1
p + 1

q = 1, tada je

‖ f g‖1 =
_

Ω
f gdµ≤ ‖ f‖p‖g‖q .

(b) Ako jeµ(Ω) = 1, tada za0 < p < q važi

‖ f‖p ≤ ‖g‖q .

Definicija 3.19

(a) Funkcija f : Ω → R+ je µ-maksimibilna (skraćenomaksimibilna, ako se po-
drazumeva o kojoj idempotentnoj meriµ se radi) ukoliko je

_

Ω
f dµ< ∞ i lim

α→∞

_

Ω
f ·χ{ f>α}dµ= 0.

(b) Familija funkcija f j : Ω → R+, j ∈ J je µ-uniformno maksimibilna (skraćeno
uniformno maksimibilna ) ukoliko je

lim
α→∞

sup
j∈J

_

Ω
f j ·χ{ f j >α}dµ= 0.
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(c) Uopšteni niz funkcijafφ : Ω→R+, φ ∈Φ je µ-uniformno maksimibilan (skra-
ćenouniformno maksimibilan ) ukoliko je

lim
α→∞

limsup
φ∈Φ

_

Ω
fφ ·χ{ fφ>α}dµ= 0.

Teorema 3.8 Navedeni pojmovi maksimibilnosti se mogu izraziti na sledeće ekviva-
lentne načine:

(a) Funkcija f : Ω→ R+ je maksimibilna ako i samo ako postoji monotono neopa-

dajuća funkcijaF :R+→R+ za koju važi da jelim
x→∞

F (x)
x

= ∞ i
_

Ω
F ◦ f dµ< ∞.

(b) Familija funkcija f j : Ω→ R+, j ∈ J je uniformno maksimibilna ako i samo ako
je sup

j∈J

_

Ω
f jdµ< ∞ i za svakoε > 0 postoji δ > 0 takvo da za svaki skupA sa

osobinomµ(A) < δ važi sup
j∈J

_

A

f jdµ< ε.

(c) Familija funkcija f j : Ω→ R+, j ∈ J je uniformno maksimibilna ako i samo ako
je sup

j∈J
f j maksimibilna funkcija.

(d) Familija funkcija f j : Ω → R+, j ∈ J je uniformno maksimibilna ako i samo
ako postoji monotono neopadajuća funkcijaF : R+ → R+ za koju važi da je
lim
x→∞

F(x)
x = ∞ i sup

j∈J

_

Ω
F ◦ f jdµ< ∞.

(e) Za maksimibilnu funkcijuf : Ω → R+ je skupovna funkcijaA 7→
_

Ω
f · χAdµ,

A⊆ Ω uniformno neprekidna u odnosu naµ, tj. za svakoε > 0 postoji δ > 0
takvo da za svaki skupA sa osobinomµ(A) < δ važi

_

Ω
f ·χAdµ< ε.

(f) Uopšteni niz funkcijafφ : Ω→R+, φ∈Φ je uniformno maksimibilan ako i samo
ako je

* limsup
φ∈Φ

_

Ω
fφdµ< ∞, i

* za svakoε > 0 postoji δ > 0 takvo da za svaki uopšteni niz skupovaAφ,

φ ∈Φ sa osobinomlimsup
φ∈Φ

µ
(
Aφ

)
< δ važi limsup

φ∈Φ

_

Aφ

fφdµ< ε.

Tvrd̄enja iz sledéce teoreme su analogoni redom leme Fatou-a, Lebesgue-ove teo-
reme monotone konvergencije i Lebesgue-ove teoreme dominantne konvergencije.

Teorema 3.9 Neka jefφ : Ω→R+, φ ∈Φ uopšteni niz funkcija, i neka jef : Ω→R+.
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(1) Ako jeliminf
φ∈Φ

fφ
µ−a.e.
≥ f , tada je

liminf
φ∈Φ

_

Ω
fφdµ≥

_

Ω
f dµ.

(2) Ako je fφ
µ−a.e.
↑ f , tada je

lim
φ∈Φ

_

Ω
fφdµ=

_

Ω
f dµ.

(3) Ako je fφ, φ ∈Φ uniformno maksimibilan uopšteni niz ifφ
µ→ f , tada je

lim
φ∈Φ

_

Ω
fφdµ=

_

Ω
f dµ.

(4) Neka jeµ E-idempotentna mera za neku familijuE ⊆ P (Ω), neka je familija
skupovaT učvršćenje mereµ, i neka jeU ⊆ P (R+) familija skupova koja se
sastoji od /0 i intervala oblika [a,∞), a ∈ R+. Neka je fφ, φ ∈ Φ uopšteni niz

Luzin-(E ,T )/U-merljivih, maksimibilnih funkcija. Akofφ
µ−a.e.
↓ f , tada je

lim
φ∈Φ

_

Ω
fφdµ=

_

Ω
f dµ.

Teorema 3.10Neka jefφ : Ω→R+, φ∈Φ uopšteni niz funkcija, i neka jef : Ω→R+.

(1) Ako je lim
φ∈Φ

_

Ω

∣∣ f − fφ
∣∣dµ= 0, tada je fφ

µ→ f .

(2) Ako je uopšteni niz funkcijafφ, φ ∈Φ uniformno maksimibilan ifφ
µ→ f , tada je

lim
φ∈Φ

_

Ω

∣∣ f − fφ
∣∣dµ= 0.

3.5 Nezavisnost i uslovna idempotentna verovatnoća

Neka je(Ω,Π) idempotentan prostor verovatnoće. Skrácenoće Π({ω}) biti oz-
nǎcavano saΠ(ω). Pojmovi zavisnosti i nezavisnosti u odnosu na idempotentnu vero-
vatnócu se definišu na nešto drugačiji način nego u klasǐcnom slǔcaju.

Definicija 3.20 Konačna familijaAi , i ∈ {1,2, . . . ,n} podskupova skupaΩ je nezav-
isnaukoliko je

Π
(

nT
i=1

Ai

)
=

n
∏
i=1

Π(Ai).

Proizvoljna familijaAα, α ∈ J1 podskupova skupaΩ je nezavisnaukoliko je nezavisna
svaka njena konačna podfamilija.

Familije Eα, α ∈ J podskupova skupaΩ suuzajamno nezavisneukoliko je nezavisna
svaka familija{Aα | Aα ∈ Eα,α ∈ J}.



56 GLAVA 3. IDEMPOTENTNA VEROVATNOĆA

Familije Eβ, β ∈ J podskupova skupaΩ su uzajamno nezavisne ako samo ako su
familije

(
Eβ

)
u, β ∈ J nezavisne.

Definicija 3.21 Neka jeA ′ τ-algebra na skupuΩ′. Za familiju idempotentnih slučajnih
promenljivih fα : Ω → Ω′, α ∈ J kaže se da jeA ′-nezavisna(u slučajuA ′ = P (Ω′) -
skraćeno -nezavisna) ukoliko su nezavisne familijeτ-algebri fα

−1 (A ′).
Idempotentna slučajna promenljivaf : Ω → Ω′ i familija E ⊆ P (Ω) suA ′-nezavisni
(u slučajuA ′ = P (Ω′) - skraćeno -nezavisni) ukoliko su nezavisne familije skupova
f−1 (A ′) i E .

Lema 3.9 Za nezavisne funkcijef : Ω→ R+
i g : Ω→ R+

važiS( f g) = S( f )S(g).

Neka je nadaljeA τ-algebra naΩ, neka jeE ⊆ P (Ω) π-sistem koji sadrži/0, i neka
je T ⊆ P (Ω) familija skupova takva da za sveT ∈ T i F ∈ E važiT ∩F ∈ E .

Definicija 3.22 Uslovna idempotentna verovatnóca od ω′ ∈Ω u odnosu naA (eng.
conditional idempotent probability ) je funkcijaΠ(ω′ |A) : Ω→ [0,1] definisana sa

Π
(
ω′ |A)

(ω) =





Π(ω′)
Π([ω]A ) · I{ω′A∼ω

} , Π([ω]A) > 0

Π̃(ω′) , Π([ω]A) = 0
.

gde jeΠ̃ neka idempotentna verovatnoća naΩ, i I{
ω′A∼ω

} = 1 kada jeω′ A∼ ω, a inače

je I{
ω′A∼ω

} = 0.

Za B⊆ Ω se definišeΠ(ω′ |B) = Π(ω′ |AB)(ω), gde jeAB nekaτ-algebra za koju je
B njen atom (definicija ne zavisi od izbora teτ-algebre), iω ∈ B (definicija takōde ne
zavisi od izboraω ∈ B).

Za skupA⊆ Ω, uslovna idempotentna verovatnóca od A u odnosu naA je funkcija
Π(A|A) : Ω→ [0,1] definisana sa

Π(A|A)(ω) = sup
ω′∈A

Π(ω′ |A)(ω).

Za A⊆Ω i B⊆Ω se definiše

Π(A|B) = sup
ω′∈A

Π(ω′ |AB)(ω),

gde jeAB nekaτ-algebra za koju jeB njen atom iω ∈ B (definicija ne zavisi od izbora
τ-algebreAB i ω ∈ B).

Ukoliko je Π E-idempotentna verovatnoća, tada seuslovna E-idempotentna vero-
vatnoća definiše na isti način, s tim da se i zãΠ zahteva da budeE-idempotentna
verovatnoća naΩ, a ako jeΠ još i T -čvrsta, tada se u definiciji i zãΠ zahteva da bude
T -čvrsta.

Ako jeA ′ τ-algebra naΩ′ i f : Ω→Ω′, definiše se

Π(A| f ) = Π
(
A| f−1 (A ′)

)
.
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Napomena 3.5Uslovna idempotentna verovatnoćaΠ(A|A)(ω) je Π− a.e. jednoz-
načno definisana, i pri tome je

Π(A|A)(ω) Π−a.e.=
Π(A∩ [ω]A)

Π([ω]A)
, A⊆Ω

(tačnije, za skupN = {ω ∈Ω | Π([ω]A) = 0} važi N ∈ A , Π(N) = 0 i pri tome je

Π(A|A)(ω) =
Π(A∩ [ω]A)

Π([ω]A)
, A⊆Ω, ω ∈ N

C
).

Takod̄e, zaB⊆Ω za koje jeΠ(B) > 0 važi

Π(A|B) =
Π(A∩B)

Π(B)
.

Teorema 3.11Za funkcijuΠ(A|A)(ω), A⊆Ω, ω ∈Ω važi:

(1) za svakoA⊆Ω je Π(A|A)(ω) funkcija koja jeA-merljiva poω ∈Ω,

(2) za svakoω ∈Ω je Π(A|A)(ω) idempotentna verovatnoća poA⊆Ω,

(3) za svakoA,B∈ P (Ω) je

Π(A∩B) = S
(
Π(A|A)(ω) ·K{ω∈B}

)
,

(4) Za E-idempotentnu verovatnoćuΠ važi:

- ako je[ω]A ∈ E , tada jeΠ(A|A)(ω), A⊆Ω takod̄eE-idempotentna verovat-
noća,

- ako jeB∈ E , tada jeΠ(A|B), A⊆Ω takod̄eE-idempotentna verovatnoća,

(5) Za T -čvrstu idempotentnu verovatnoćuΠ je takod̄e i Π(A|A)(ω), A⊆ Ω T -
čvrsta za svakoω ∈Ω, i takod̄e jeΠ(A|B), A⊆Ω T -čvrsta za sveB⊆Ω.

3.6 Idempotentne mere na topološkim prostorima

Neka jeE Hausdorff-ov topološki prostor, neka jeF familija zatvorenih podsku-
pova odE, i neka jeK familija kompaktnih podskupova odE. Neka jeµ konǎcna
idempotentna mera naE. Razmatráce se mereµ koje suτ-glatke u odnosu naF ili K .
Neka je dalje

C+
b (E) = { f | f : E→ R+, f je ogranǐcena i neprekidna},

C
+
b (E) = { f | f : E→ R+, f je ogranǐcena i odozgo poluneprekidna},

C+
b (E) = { f | f : E→ R+, f je ogranǐcena i odozdo poluneprekidna},

C+
K (E) =

{
f | f : E→ R+,

f je ogranǐcena, neprekidna, sa
kompaktnim nosǎcem

}
.

Navedene klase funkcijáce imati svoju ulogu u teoriji velikih devijacija sa idem-
potentnim merama (vidi teoremu Portmanteau-a).
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Definicija 3.23 Idempotentna meraµ naE je čvrsta (eng.tight ) ukoliko je familijaK
učvršćenje mereµ, tj. ako za svakoε > 0 postoji kompaktan skupK ⊆ E takav da je

µ
(

K
C
)
≤ ε.

Pošto jeE Hausdorff-ov prostor, svakaF -idempotentna mera je iK -idempotentna
mera. Takōde, svakǎcvrstaF -idempotentna mera je ǐcvrstaK -idempotentna mera
i obratno. Stogáce nadalječvrsta F -idempotentna mera biti nazivanačvrstom τ-
glatkom idempotentnom merom.

Nadaljeće biti koriš́cena oznaka

Kµ(α) def= {x∈ E | µ(x)≥ α} , α > 0.

Definicija 3.24 Funkcija f : E → R+ na E je od gore kompaktna(eng.upper com-
pact) ukoliko jeKµ(α) kompaktan skup za svakoα > 0.

Pošto jeE Hausdorff-ov prostor, svaka od gore kompaktna funkcija je ujedno i od
gore poluneprekidna. Od gore kompaktna funkcija dostiže svoj supremum na zatvore-
nom skupu.

Nadaljeće, kratkóce radi, saµ biti oznǎcavana skupovna funkcija (odnosno idem-
potentna mera)µ : P (E)→R+, a saµ(x), x∈ E njoj odgovarajúca gustina, tj. funkcija
µ(x) : E→ R+ definisana saµ(x) = µ({x}). Kao što je véc ranije navedeno, za idem-
potentnu meruµ važiµ(A) = sup

x∈A
µ(x), A⊆ E.

Lema 3.10 Neka jeµ : P (E)→ R+ skupovna funkcija, neka jeµ(x) : E → R+ defin-
isana saµ(x) = µ({x}), i neka jeµ(A) = sup

x∈A
µ(x), A⊆ E. Tada važe sledeća tvrd̄enja.

(a) Ako jeµ F -idempotentna mera naE, tada je funkcijaµ(x) od gore polunepre-
kidna.

(b) Ako jeµ(x) od gore poluneprekidna funkcija, tada jeµ K -idempotentna mera na
skupuE.

(c) Skupovna funkcijaµ je čvrstaF -idempotentna mera naE ako i samo ako je
funkcijaµ(x) od gore kompaktna.

Iz prethodne leme sledi da, ako jeµ čvrstaF -idempotentna mera, tada je familija
skupovaKµ(α), α > 0 učvrš́cenje mereµ.

Teorema 3.12Neka jeµ F -idempotentna mera naE, i nekaf j : E→R+, j ∈ J famil-
ija ograničenih, od gore poluneprekidnih funkcija zatvorenih u odnosu na minimume i
infimume. Tada je

inf
j∈J

_

E

f jdµ=
_

E

inf
j∈J

f jdµ.

Prethodno navedena teorema ima bitnu ulogu u nekim delovima dokaza teoreme
Portmanteau-a.
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Teorema 3.13Ako je prostorE lokalno kompaktan, ili ako je homeomorfan sa nekim
kompletnim metričkim prostorom, tada je svakaF -idempotentna meraµ naE čvrsta.

Neka je sada iE′ Hausdorff-ov topološki prostor, i neka jeF ′ familija svih zatvorenih
potskupova skupaE′.

Definicija 3.25 Neka jeµ F -idempotentna mera naE. Funkcija f : E → E′ je µ-
Luzin-merljiva (skraćeno,Luzin-merljiva , ako se podrazumeva o kojoj meri se radi)
ako su sve njene restrikcije na skupoveKµ(α), α > 0 neprekidne funkcije.

Navedena definicija je zapravo specijalan slučaj definicije 3.14, tj. funkcijaf je µ-
Luzin-merljiva u smislu definicije 3.25 ako i samo ako je Luzin-(F ,Kµ)/F ′-merljiva
u smislu definicije 3.14, gde jeKµ =

{
Kµ(α)

∣∣ α > 0
}

. Luzin-merljive funkcije ǒcu-
vavaju svojstvǎcvrstine i τ-glatkosti idempotentne mere u odnosu na familiju svih
zatvorenih skupova, tj. važi sledeća teorema.

Teorema 3.14Ako jeµ čvrstaF -idempotentna mera naE, i ako je f : E→E′ funkcija
koja jeµ-Luzin-merljiva, tada jeµ′ = µ◦ f−1 čvrstaF ′-idempotentna mera naE′.

ČvrsteF -idempotentne mere imaju značajnu ulogu u teoriji velikih devijacija.

Definicija 3.26 ČvrstaF -idempotentna verovatnoćaΠ je devijabilnost (eng.devia-
bility ). Idempotentna raspodelaΠX idempotentne slučajne promenljiveX : Ω→Rn se
nazivadevijabilna idempotentna raspodela

S obzirom na teoremu 3.13, u lokalno kompaktnim prostorima, kao i u kompletnim
metrǐckim prostorima, svakaF -idempotentna verovatnoća je devijabilnost.

Teorema 3.15 Idempotentna verovatnoćaΠ je devijabilnost ako i samo ako je gustina
Π(x) od gore kompaktna funkcija isup

x∈E
Π(x) = 1.

Pošto od gore kompaktna funkcija dostiže svoj supremum na zatvorenom skupu, za
devijabilnostΠ postojix0 ∈ E takvo da jeΠ(x0) = 1.

Napomena 3.6Može se zapaziti da je idempotentna verovatnoćaΠ devijabilnost ako i
samo ako je funkcijaI (x) =− lnΠ(x), x∈E tzv.čvrsta verovatnosna funkcija stope,
tj. takva da jeinf

x∈E
I (x) = 0 i za svakoα∈R+ su skupovi{x∈ E | I (x)≤ α} kompaktni.

Sledéce teoreme su analogoni Riesz-ove teoreme reprezentacije.

Teorema 3.16Neka jeE lokalno kompaktan Hausdorff-ov topološki prostor, i neka je
V : C+

K (E)→R+ funkcionela koja ime osobine da za svef ,g∈C+
K (E) i svakoc∈R+

važi

(V1) V (c f) = cV ( f ),

(V2) V ( f ∨g) = V ( f )∨V (g).
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Tada postoji jedinstvenaK -idempotentna meraµ : P (E)→ R+
takva da je

∀ f ∈C+
K (E) , V ( f ) =

_

E

f dµ.

Teorema 3.17Neka jeE kompaktan Hausdorff-ov prostor. Neka jeH familja nekih
neprekidnih funkcijaf : E → R+ takva da0 ∈ H , za svec≥ 0 i f ∈ H je c f ∈ H
i ( f −1)∨0∈ H , i familija H je zatvorena za minimume i maksimume proizvoljnog
broja elemenata (proizvoljne familije elemenata) izH . Neka jeKH skup svih kompakt-
nih skupova oblika{x∈ E | f (x)≥ α}, α≥ 0, f ∈H. Ako jeV : H →R+ funkcionela
sa osobinama(V1) i (V2) iz teoreme3.16, tada postoji(KH )i-idempotentna meraµ na
E takva da je

V ( f ) =
_

E

f dµ, f ∈H ,

i meraµ je jednoznačno odrēdena na skupu(KH )iu.

Ako pri tomeH sadrži sve konstantne funkcije i važi

(V0) V (1) = 1,

tada je(KH )i-idempotentna verovatnoća.

Supremum norma funkcije f : E→R+, u oznaci‖ f‖, definiše se na sledeći nǎcin:

‖ f‖ def= sup
x∈E

f (x).

Teorema 3.18Neka jeE prostor Tikhonov-a. Neka jeV : C+
b (E)→ R+ funkcionela

sa osobinama(V1) i (V2) iz teoreme3.16koja je još ičvrsta, tj. za svakoε > 0 postoji
kompaktan skupK ⊆ E takav da za svakof ∈C+

b (E) sa osobinom∀x∈ K, f (x) = 0

važiV ( f ) ≤ ε‖ f‖. Tada postoji jedinstvenaF -idempotentna meraµ : P (E) → R+

takva da je

V ( f ) =
_

E

f dµ, f ∈C+
b (E) .

Ako pri tome važi(V0) iz teoreme3.17, tada jeµ čvrstaF -idempotentna verovatnoća.

Teorema 3.19Neka suµ i µ′ F -idempotentne mere na prostoru Tikhonov-aE. Ako za
svef ∈C+

b (E) važi
_

E

f dµ=
_

E

f dµ′, tada jeµ= µ′ na P (E).

3.7 Topološki prostori idempotentnih verovatnóca

Neka jeE topološki prostor, i neka jeF familija zatvorenih podskupova odE.
Neka jeI M (E) skup svihF -idempotentnih verovatnosnih mera naE.

Definicija 3.27 Slaba topologija naI M (E) (eng.the weak topology) je najgrublja
topologija za koju su, za svakoh ∈ C+

b (E) neprekidna preslikavanjaΠ 7→
_

E

hdΠ.

Konvergencija u slaboj topologiji će biti označena sa
iw→.
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Napomena 3.7Na osnovu teoreme3.19, ako jeE prostor Tikhonov-a (što će nadalje
biti najčešći slučaj), tada jeI M (E) sa slabom topologijom Hausdorff-ov topološki
prostor.

Napomena 3.8Iz definicije sledi da se jedna baza slabe topologije sastoji od skupova
oblika

OΠ;h1,h2,...,hn;ε =

{
Π′ ∈ I M (E)

∣∣
∣∣∣∣∣
_

E

hidΠ′−
_

E

hidΠ

∣∣∣∣∣ < ε

}

gde jeΠ ∈ I M (E) , hi ∈C+
b (E) , ε > 0.

Za funkciju h : E → R+ definišemo njenuodozgo poluneprekidnu ekstenzijui
odozdo poluneprekidnu ekstenzijuredom na sledéci nǎcin:

h = inf
f∈C+

b (E)
f≥h

f i h = sup
f∈C+

b (E)
f≤h

f

Pomócu pojmova iz sledéce definicije se u teoremi Portmanteau-a daju karakteri-
zacije konvergencije u smislu velikih devijacija.

Definicija 3.28 Funkcija h : E → R+ je neprekidna u odnosu na idempotentnu
verovatnoću Π ukoliko je

_

E

hdΠ =
_

E

hdΠ. Funkcija h : E → R+ je odozgo pol-

uneprekidna u odnosu naΠ, odnosnoodozdo poluneprekidna u odnosu naΠ, uko-
liko je

_

E

hdΠ =
_

E

hdΠ, odnosno
_

E

hdΠ =
_

E

hdΠ.

SkupH ⊆ E je neprekidan u odnosu naΠ ukoliko jeΠ
( ◦

H
)

= Π
(
H

)
. SkupH ⊆E je

zatvoren u odnosu naΠ, odnosnootvoren u odnosu naΠ , ukoliko jeΠ(H) = Π
(
H

)
,

odnosnoΠ(H) = Π
( ◦

H
)

.

Napomena 3.9U prostorima Tikhonov-a, skup je neprekidan, odnosno otvoren, od-
nosno zatvoren u odnosu naΠ ukoliko je njegova karakteristična funkcija neprekidna,
odnosno odozgo poluneprekidna, odnosno odozdo poluneprekidna u odnosu naΠ.

Sledéca teorema opisuje konvergenciju u slaboj topologiji, analogno kao što odgo-
varajúca teorema u glavi 3.9 opisuje LD konvergenciju.

Teorema 3.20 (Portmanteau)Neka jeE prostor Tikhonov-a, neka jeΠ ∈ I M (E), i
neka jeΠφ ∈ I M (E), φ ∈ Φ uopšteni niz idempotentnih verovatnoća. Sledeći iskazi
su ekvivalentni:

(1) Πφ
iw→Π,

(2)
_

E

f dΠφ →
_

E

f dΠ za svakof ∈C+
b (E),

(3) (a) liminf
φ∈Φ

_

E

f dΠφ ≥
_

E

f dΠ za svakof ∈C+
b (E),
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(b) limsup
φ∈Φ

_

E

f dΠφ ≤
_

E

f dΠ za svakof ∈C
+
b (E),

(3’) nejednakosti u iskazima(3) važe redom za svaku odozdo poluneprekidnu u od-
nosu naΠ, ograničenu funkcijuf : E→R+, odnosno za svaku odozgo polunep-
rekidnu u odnosu naΠ, ograničenu funkcijuf : E→ R+,

(4) (a) liminf
φ∈Φ

Πφ (G)≥Π(G) za svaki otvoren skupG⊆ E,

(b) limsup
φ∈Φ

Πφ (F)≤Π(F) za svaki zatvoren skupF ⊆ E,

(4’) nejednakosti u iskazima(4) važe redom za svaki otvoren u odnosu naΠ skupG,
odnosno za svaki zatvoren u odnosu naΠ skupF,

(5) lim
φ∈Φ

Πφ (H) = Π(H) za svaki neprekidan u odnosu naΠ skupH ⊆ E,

(6) lim
φ∈Φ

_

E

f dΠφ =
_

E

f dΠ za svaku neprekidnu u odnosu naΠ ograničenu funkciju

f : E→ R+.

Razmotrimo sada situaciju kada je(E,ρ) metrǐcki prostor. Kao štóce biti pokaza-
no, tada je iI M (E) metrizibilan prostor, i postoji više interesantnih metrika koje su
kompatibilne sa slabom topologijom naI M (E).

Neka jeBε (x) zatvorena lopta sa centrom ux∈ E i poluprěcnikaε > 0, i neka jeAε

zatvorenaε-okolina skupaA (tj. Aε = {x∈ E | ρ(x,A)≤ ε}). Za funkciju f ∈C+
b (E)

definišimo

‖ f‖BL
def=

(
sup
x∈E

f (x)
)
∨

(
sup

x1 6=x2

| f (x1)− f (x2)|
ρ(x1,x2)

)

(može se primetiti da, ako je‖ f‖BL < ∞, tada je f ogranǐcena, Lipschitz-neprekidna
funkcija).

Definicija 3.29 Neka je funkcijap : I M (E)2 → R+ definisana sa

p(Π1,Π2)
def=

= inf {ε > 0 | ∀x∈ E, Π1 (x)≤Π2 (Bε (x))+ ε ∧ Π2 (x)≤Π1 (Bε (x))+ ε}.

Funkcijap je metrika (analogon metrike Prohorov-a), i važi

p(Π1,Π2) = inf {ε > 0 | ∀A⊆ E, Π1 (A)≤Π2 (Aε)+ ε ∧ Π2 (A)≤Π1 (Aε)+ ε}.

Teorema 3.21Metrika p je kompatibilna sa slabom topologijom naI M (E).

Definicija 3.30 Neka je funkcijaρBL : I M (E)2 → R+ definisana sa

ρBL (Π1,Π2)
def= sup

f∈C+
b (E): ‖ f‖BL≤1

∣∣∣∣∣
_

E

f dΠ1−
_

E

f dΠ2

∣∣∣∣∣ .
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FunkcijaρBL je metrika (analogon metrike Kantorovich-Wasserstein), i važi

ρBL (Π1,Π2)≤ 2p(Π1,Π2).

Teorema 3.22Metrika ρBL je kompatibilna sa slabom topologijom naI M (E).

Definicija 3.31 Neodred̄ena topologija(eng.the vague topology) na skupu svihK -
idempotentnih mera je najgrublja topologija za koju su za svakoh∈C+

K (E) neprekidna

preslikavanjaΠ 7→
_

E

hdΠ.

Teorema 3.23Ako jeE lokalno kompaktan Hausdorff-ov prostor, tada je prostorK -
idempotentnih mera sa neodred̄enom topologijom kompaktan.

Definicija 3.32

(a) SkupF -idempotentnih verovatnoćaA ⊆ I M (E) je čvrst (eng.tight ) ukoliko je

inf
K∈K

sup
Π∈A

Π
(

K
C
)

= 0.

(b) Uopšteni nizΠφ, φ ∈ Φ idempotentnih verovatnoća izI M (E) je čvrst ukoliko

je inf
K∈K

limsup
φ∈Φ

Πφ

(
K

C
)

= 0.

Teorema 3.24

(1) Neka jeE lokalno kompaktan Hausdorff-ov prostor, neka jeΠ K -idempotentna
verovatnoća, i neka jeΠφ, φ ∈ Φ uopšteni nizK -idempotentnih verovatnoća na
E. Tada su sledeći iskazi(M) i (V) ekvivalentni:

(M)(M1) za svakox∈ E i svaki uopšteni nizxφ, φ ∈ Φ sa osobinomlim
φ∈Φ

xφ = x

važi
limsup

φ∈Φ
Πφ

(
xφ

)≤Π(x),

(M2) za svakox∈ E postoji uopšteni nizxφ, φ ∈ Φ sa osobinomlim
φ∈Φ

xφ = x

za koji važi
lim
φ∈Φ

Πφ
(
xφ

)
= Π(x),

(V)(V1) za svaki kompaktan skupK ⊆ E važi
limsup

φ∈Φ
Πφ (K)≤Π(K),

(V2) za svaki otvoren skupG⊆ E važi
liminf

φ∈Φ
Πφ (G)≥Π(G).

(2) Neka jeE Hausdorff-ov prostor, neka jeΠ čvrstaF -idempotentna verovatnoća,
i neka jeΠφ, φ ∈Φ čvrst uopšteni nizF -idempotentnih verovatnoća naE. Tada
je sledeći iskaz(N) ekvivalentan sa svakim od iskaza(M) i (V):
(N) (N1) za svaki zatvoren skupF ⊆ E važi

limsup
φ∈Φ

Πφ (F)≤Π(F),
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(N2) za svaki otvoren skupG⊆ E važi
liminf

φ∈Φ
Πφ (G)≥Π(G).

Na kraju ovog odeljka samo pomenimo još jednu vrstu konvergencije.

Definicija 3.33 Neka jeE topološki prostor. Neka jeX : Ω → E idempotentna pro-
menljiva idempotentnom prostoru verovatnoće(Ω,Π), i neka jeXφ : Ωφ → E, φ ∈ Φ
uopšteni niz idempotentnih promenljivih definisanih na odgovarajućim idempotent-
nim prostorima verovatnoće

(
Ωφ,Πφ

)
. Neka su idempotentne raspodeleΠX i ΠXφ

F -idempotentne verovatnoće naE (gde jeF familija svih zatvorenih skupova uE).
Uopšteni niz

{
Xφ

∣∣ φ ∈Φ
}

konvergira u idempotentnoj raspodeli ka X eng. con-

vergence in idempotent distributionukolikoΠφ ◦X−1
φ

iw→Π◦X−1.

3.8 Laplace-Fenchel-ova transformacija

Neka jeX : Ω → Rn idempotentna promenljiva na idempotentnom prostoru ve-
rovatnóce(Ω,Π), i neka jeΠX njena idempotentna raspodela.

Definicija 3.34 Za idempotentnu promenljivuX : Ω→ Rn se definiše njenaLaplace-
Fenchel-ova transformacijakao funkcijaLX : Rn → R+

definisana sa

LX (λ) def= SΠ

(
e〈λ,X〉

)
=
_

Ω
e〈λ,X(ω)〉dΠ(ω), λ ∈ Rn.

Napomena 3.10S obzirom na teoremu3.6važi

LX (λ) =
_

Rn

e〈λ,x〉dΠX (x), λ ∈ Rn.

Napomena 3.11Funkcija lnLX (λ) je Fenchel-Legendre-ova transformacija funkcije
− lnΠX (x), odnosno važi

lnLX (λ) = sup
x∈Rn

{〈λ,x〉+ lnΠX (x)} , λ ∈ Rn.

Lema 3.11 FunkcijaL : Rn → R+
je Laplace-Fenchel-ova transformacija neke idem-

potentne promenljiveX : Ω→Rn ako i samo ako je funkcijalnL (λ) konveksna, odozdo
poluneprekidna, i važilnL (0) = 1.

Ukoliko je funkcija− lnΠX (x) od dole poluneprekidna i konveksna, tada za idem-
potentnu raspodeluΠX važi tzv.formula inverzije

ΠX (x) = inf
λ∈Rn

{
e−〈λ,x〉LX (λ)

}
, x∈ Rn. (3.4)

Lema 3.12 Ako jeLX esencijalno glatka funkcija, tada važi formula inverzije(3.4).
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Definicija 3.35 f : Ω → Rn je Gauss-ova idempotentna slǔcajna promenljiva sa
parametrima(m,Σ), gde jem∈ Rn a Σ je pozitivno semi-definitna, simetrična matrica

formatan×n, ukoliko jeLX (x) = exp
(
〈λ,m〉+ 〈λ,Σ·λ〉

2

)
, λ ∈ Rn.

f : Ω→ R+ je Poisson-ova idempotentna slǔcajna promenljiva sa parametrom

a > 0 ukoliko jeLX (x) = exp
(

a
(

eλ−1
))

, λ ∈ R.

3.9 LDP konvergencija u prostoru Tihonova

Teorija neaditivnih mera (vidi [MaSa92], [Pa95], [Pu01]) je našla svoju ulogu i u
istraživanju LD konvergencije. U ovom odeljku su navedeni rezultati vezani za LD
konvergenciju obǐcnih ka idempotentnoj verovatnosnoj meri. Biće razmotrena LDP
konvergencija u prostorima Tikhonov-a. Kao glavni izvor je korišćena knjiga [Pu01].

Neka jeE topološki prostor Tikhonov-a sa Borel-ovomσ-algebromBE. SaF će
biti oznǎcena familija svih zatvorenih podskupova odE, a saΠ će biti oznǎcenaF -
idempotentna mera naE. Neka jeΦ usmeren skup, neka jePφ, φ ∈ Φ uopšteni niz
verovatnosnih mera na(E,BE) i neka jerφ, φ ∈ Φ uopšteni niz realnih brojeva većih

od1 i takvih da jelim
φ∈Φ

rφ = ∞.

Definicija 3.36 Uopšteni nizPφ, φ∈Φ konvergira po principu velikih devijacija po
stopi rφ ka Π (skraćenokonvergira LD , eng.Pφ, φ ∈ Φ large deviation converge at
rate rφ to Π) ukoliko za svakof ∈C+

b (E) važi

lim
φ∈Φ



Z

E

f rφdPφ




1/rφ

=
_

E

f dΠ. (3.5)

PišemoPφ
ld→
rφ

Π, ili skraćenoPφ
ld→Π kada se podrazumeva u odnosu na koji uopšteni

niz se posmatra granična vrednost.

Napomena 3.12S obzirom na teoremu3.19, u prostoru Tikhonov-a je granična vred-
nost(3.5) je jedinstveno odrēdena.

Neka nadalje važe oznake

P
1/rφ
φ (A) =

(
Pφ (A)

)1/rφ , ‖ f‖φ =



Z

E

f rφdPφ




1/rφ

, ‖ f‖= sup
x∈E

f (x).

Teorema Portmanteau-a daje karakterizaciju LD konvergencije.

Teorema 3.25 (Portmanteau)U prostoru Tikhonov-aE, sledeći iskazi su ekvivalent-
ni:

(1) Pφ
ld→Π;
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(2) (2.a) ∀g∈C+
b (E) , liminf

φ∈Φ
‖g‖φ ≥

_

E

gdΠ,

(2.b) ∀ f ∈C
+
b (E) , limsup

φ∈Φ
‖ f‖φ ≤

_

E

f dΠ;

(2’) nejednakost(2.a)važi za svaku odozdo poluneprekidnu u odnosu naΠ, ograniče-
nu Borel-merljivu funkcijug : E→R+, a nejednakost(2.b)važi za svaku odozgo
poluneprekidnu u odnosu naΠ, ograničenu Borel-merljivu funkcijuf : E→R+;

(3) (3.a) za svaki otvoren skupG⊆ E važi

liminf
φ∈Φ

P
1/rφ
φ (G)≥Π(G),

(3.b) za svaki zatvoren skupF ⊆ E važi

limsup
φ∈Φ

P
1/rφ
φ (F)≤Π(F);

(3’) nejednakost(3.a)važi za svaki otvoren u odnosu naΠ, Borel-merljivi skupG, a
nejednakost(3.b)važi za svaki zatvoren u odnosu naΠ, Borel-merljivi skupF;

(4) za svaki neprekidan u odnosu naΠ, Borel-merljivi skupH ⊆ E važi

lim
φ∈Φ

P
1/rφ
φ (H) = Π(H);

(5) za svaku ograničenu Borel-merljivu funkcijuh : E → R+ koja je neprekidna u
odnosu naΠ važi

lim
φ∈Φ

‖h‖φ =
_

E

hdΠ.

Dokaz: ilustracije radi, dat je samo mali deo dokaza.

[(3.a) =⇒ (2.a)]
Neka jeg∈C+

b (E). Dokazće najpre biti izveden za funkcijug za koju je‖g‖= 1.

Za svakok∈ N i svakoi ∈ {0,1, . . . ,k−1} neka jeGi(k) =
{

x∈ E | g(x) >
i
k

}
, i

neka je

gk (x) = max

{
i
k
·χGi(k)

(x)
∣∣∣∣ i ∈ {0,1, . . . ,k−1}

}
, x∈ E, k∈ N.

Pošto je

∀x∈ E, ∀i ∈ {0,1, . . . ,k−1}, gk (x)≥ i
k
·χGi(k)

(x),

i pošto je funkcijatr , t ≥ 0 monotono neopadajuća za svakor ≥ 0, sledi

∀rφ, ∀x∈ E, ∀i ∈ {0,1, . . . ,k−1},

g
rφ
k (x)≥

(
i
k
·χGi(k)

(x)
)rφ

=
(

i
k

)rφ

·χGi(k)
(x),

odakle se dalje dobija

∀rφ, ∀i ∈ {0,1, . . . ,k−1},
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Z

E

g
rφ
k dPφ ≥

Z

E

(
i
k

)rφ

·χGi(k)
dPφ =

(
i
k

)rφ

·Pφ
(
Gi(k)

)

te, s obzirom da je funkcijat
1
r , t ≥ 0 monotono neopadajuća za svakor ≥ 0, sledi

∀rφ, ∀i ∈ {0,1, . . . ,k−1},

‖gk‖φ =



Z

E

g
rφ
k dPφ




1/rφ

≥

≥
((

i
k

)rφ

·Pφ
(
Gi(k)

))1/rφ

=
i
k
·P1/rφ

φ
(
Gi(k)

)
,

te je

∀rφ, ‖gk‖φ ≥max

{
i
k
·P1/rφ

φ
(
Gi(k)

) ∣∣∣∣ i ∈ {0,1, . . . ,k−1}
}

.

Pošto za granične vrednosti uopštenih nizova važe iste osobine kao i za obične
nizove[∗], iz poslednje nejednakosti sledi

liminf
φ∈Φ

‖gk‖φ

[∗]
≥ liminf

φ∈Φ
max

{
i
k
·P1/rφ

φ
(
Gi(k)

) ∣∣∣∣ i ∈ {0,1, . . . ,k−1}
}

[∗]
=

= max
i∈{0,1,...,k−1}

liminf
φ∈Φ

[
i
k
·P1/rφ

φ
(
Gi(k)

)]
. (3.6)

Pošto je funkcijag od dole poluneprekidna, skupoviGi(k) su otvoreni, te na osnovu
(3.a) sledi da je

∀i ∈ {0,1, . . . ,k−1}, liminf
φ∈Φ

P
1/rφ
φ

(
Gi(k)

)≥Π
(
Gi(k)

)
,

odnosno važi

∀i ∈ {0,1, . . . ,k−1}, liminf
φ∈Φ

[
i
k
·P1/rφ

φ
(
Gi(k)

)]≥ i
k

Π
(
Gi(k)

)
,

odnosno

max
i∈{0,1,...,k−1}

liminf
φ∈Φ

[
i
k
·P1/rφ

φ
(
Gi(k)

)]≥ max
i∈{0,1,...,k−1}

[
i
k

Π
(
Gi(k)

)]
.

Iz poslednje nejednakosti i (3.6) sledi

liminf
φ∈Φ

‖gk‖φ ≥ max
i∈{0,1,...,k−1}

[
i
k

Π
(
Gi(k)

)] [1]
=

= max
i∈{0,1,...,k−1}

[
i
k

_

E

χGi(k)
dΠ

]
[2]
= max

i∈{0,1,...,k−1}

[
_

E

i
k

χGi(k)
dΠ

]
[3]
=

=
_

E

max
i∈{0,1,...,k−1}

[
i
k

χGi(k)

]
dΠ =

_

E

gkdΠ. (3.7)

[1] Videti napomenu 3.3.

[2] Korišćenjem teoreme 3.5 pod (c).

[3] Korišćenjem teoreme 3.5 pod (g).
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Pošto je∀x∈ E, g(x)≤ gk (x)+ 1
k , sledi

_

E

gdΠ
[4]
≤
_

E

(
gk +

1
k

)
dΠ

[5]
≤
_

E

gkdΠ+
_

E

1
k

dΠ
[6]
=
_

E

gkdΠ+
1
k

,

odnosno
_

E

gkdΠ≥
_

E

gdΠ− 1
k

. (3.8)

[4] Korišćenjem teoreme 3.5 pod (b).

[5] Korišćenjem teoreme 3.5 pod (e).

[6] Korišćenjem teoreme 3.5 pod (c) i napomene 3.3, pričemu jeΠ idempotentna
verovatnóca, te jeΠ(E) = 1.

Iz (3.7) i (3.8) sledi

liminf
φ∈Φ

‖gk‖φ ≥
_

E

gdΠ− 1
k

. (3.9)

Iz ∀x∈ E, g(x) ≥ gk (x) sledi ∀rφ, ∀x∈ E, grφ (x) ≥ g
rφ
k (x), zatim odatle sledi

∀rφ, ‖g‖φ ≥ ‖gk‖φ, te je

liminf
φ∈Φ

‖g‖φ ≥ liminf
φ∈Φ

‖gk‖φ

(3.9)
≥

_

E

gdΠ− 1
k

.

Pošto je zadnja nejednakost zadovoljena za svakok∈ N, sledi

liminf
φ∈Φ

‖g‖φ ≥
_

E

gdΠ,

čime je dokaz završen za funkcijug za koju je‖g‖= 1.

Ako je ‖g‖ = 0, tada je nejednakostliminf
φ∈Φ

‖g‖φ ≥
_

E

gdΠ trivijalno zadovoljena.

Ako je ‖g‖ 6= 1 i ‖g‖ 6= 0, tada za funkcijug̃ =
1
‖g‖ · g važi ‖g̃‖ = 1, te za nju,

kao što je dokazano, važiliminf
φ∈Φ

‖g̃‖φ ≥
_

E

g̃dΠ. Primenom teoreme 3.5 pod (c) se

dobija
1
‖g‖ liminf

φ∈Φ
‖g‖φ = liminf

φ∈Φ
‖g̃‖φ ≥

_

E

g̃dΠ =
1
‖g‖

_

E

gdΠ,

te nejednakostliminf
φ∈Φ

‖g‖φ ≥
_

E

gdΠ važi za svakog∈C+
b (E).

Slično se dokazuje implikacija[(3.b) =⇒ (2.b)]. 2

Posledica 3.1Neka jeE prostor Tikhonov-a. AkoPφ
ld→Π, tada za svakoz∈ E važi

Π(z) = lim
U∈U′

z

liminf
φ∈Φ

P
1/rφ
φ (U) = lim

U∈U′
z

limsup
φ∈Φ

P
1/rφ
φ

(
U

)

gde jeU′
z familija otvorenih okolina tačkezčija zatvaranja opadaju ka{z}. Specijalno,

ako jeE metrički prostor, tada je
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Π(z) = lim
r→0

limsup
φ∈Φ

P
1/rφ
φ (B(z, r)).

Posledica 3.2Neka jeE prostor Tikhonov-a, neka jeE0 ⊆ E Borel-ov skup opremljen
indukovanom topologijom izE, i neka suΠ̃ i P̃φ, φ ∈ Φ redom restrikcije funkcijaΠ
i Pφ, φ ∈ Φ na skupE0. Ako jePφ (E \E0) = Π(E \E0) = 0, i ako je Π̃ τ-glatka u
odnosu na familiju zatvorenih potskupova odE0, tada je

Pφ
ld→Π ⇔ P̃φ

ld→Π̃φ

Posledica 3.3Neka jeE prostor Tikhonov-a, i neka idempotentna verovatnoćaΠ ima

nosač u skupuE0 ⊆ E (tj. važiΠ(E \E0) = 0). UkolikoPφ
ld→Π, tada važi:

(1) za svaku ograničenu Borel-merljivu funkcijuf : E → R+ koja je neprekidna na
skupuE0 važi

lim
φ∈Φ

‖ f‖φ =
_

E

f dΠ ;

(2) (2.a) za svaku ograničenu Borel-merljivu funkcijuf : E → R+ koja je odozdo
poluneprekidna na skupuE0 važi

liminf
φ∈Φ

‖ f‖φ ≥
_

E

f dΠ ,

(2.b) za svaku ograničenu Borel-merljivu funkcijuf : E → R+ koja je odozgo
poluneprekidna na skupuE0 važi

limsup
φ∈Φ

‖ f‖φ ≤
_

E

f dΠ ;

(3) za svaki neprekidan u odnosu naE0, Borel-merljivi skupH ⊆ E važi

lim
φ∈Φ

P
1/rφ
φ (H) = Π(H) ;

(4) (4.a) za svaki Borel-merljiv skupG⊆ E koji je otvoren uE0 važi

liminf
φ∈Φ

P
1/rφ
φ (G)≥Π(G) ,

(4.b) za svaki Borel-merljiv skupF ⊆ E koji je otvoren uE0 važi

limsup
φ∈Φ

P
1/rφ
φ (F)≤Π(F) .

Definicija 3.37 Borel-merljiva funkcijaf : E → R+ je uniformno eksponencijalno
integrabilna u poretkurφ u odnosu na uopšteni niz

{
Pφ

}
φ∈Φ ukoliko je

lim
a→∞

limsup
φ∈Φ

Z

E

f rφ (z)χ{ z | f (z)>a}dPφ (z) = 0.

Lema 3.13 Neka jeE prostor Tikhonov-a, i neka idempotentna verovatnoćaΠ ima

nosač u skupuE0 ⊆ E. UkolikoPφ
ld→Π pri φ ∈Φ, tada važi:



70 GLAVA 3. IDEMPOTENTNA VEROVATNOĆA

(1) za svaku Borel-merljivu funkcijuf : E → R+ koja je neprekidna naE0 i uni-
formno eksponencijalno integrabilna u odnosu na uopšteni niz

{
Pφ

}
φ∈Φ, važi

lim
φ∈Φ



Z

E

f rφdPφ




1/rφ

=
_

E

f dΠ ;

(2) za svaku Borel-merljivu funkcijuf : E → R+ koja je odozdo poluneprekidna na
skupuE0, važi

lim
φ∈Φ



Z

E

f rφdPφ




1/rφ

≥
_

E

f dΠ ;

Lema 3.14 Neka jeE topološki prostor Tikhonov-a, i nekaPφ
ld→Π pri φ ∈ Φ. Ako

su fφ : E→R+, φ ∈Φ uniformno ograničene Borel-merljive funkcije, i ako je funkcija
f : E→R+ je takva da zaΠ-skoro svakoz∈E i svaki uopšteni nizzφ, φ∈Φ elemenata

iz E sa osobinomlim
φ∈Φ

zφ = z, važi lim
φ∈Φ

fφ
(
zφ

)
= f (z), tada je

lim
φ∈Φ

Z

E

(
f rφdPφ

)1/rφ =
_

E

f dΠ .

Teorema 3.26Neka jeE Hausdorff-ov topološki prostor, neka jeE′ prostor Tikhonov-
a, i neka jeΠ devijabilnost naE. Neka sufφ : E → E′, φ ∈Φ Borel-merljive funkcije,
a f : E → E′ je Π-Luzin-merljiva funkcija takva da zaΠ-skoro svakoz∈ E i svaki

uopšteni nizzφ, φ∈Φ sa osobinomlim
φ∈Φ

zφ = zvaži lim
φ∈Φ

fφ
(
zφ

)
= f (z). UkolikoPφ

ld→Π,

tadaPφ ◦ f−1
φ

ld→Π◦ f−1.

Definicija 3.38 F -idempotentna verovatnoćaΠ naE je tačka nagomilavanja u smis-
lu velikih devijacija uopštenog nizaPφ, φ ∈ Φ po stopi rφ (skraćenoLD tačka na-
gomilavanja uopštenog nizaPφ, φ ∈Φ) (eng.a large deviation accumulation point
for rate rφ) ukoliko postoji podnizPφ′ , φ′ ∈ Φ′ uopštenog nizaPφ, φ ∈ Φ koji LD
konvergira po stopirφ′ ka Π.

Definicija 3.39 Za uopšteni nizPφ, φ∈Φ se kaže da jerelativno kompaktan u smislu
velikih devijacija po stopi rφ (skraćenoLD relativno kompaktan) (eng.a large de-
viation relatively compact for rate rφ) ukoliko svaki podnizPφ′ , φ′ ∈ Φ′ uopštenog
nizaPφ, φ ∈Φ ima nekuLD tačku nagomilavanja po stopirφ′ .

Nadalje je u tekstu saK oznǎcena familija svih kompaktnih podskupova odE.

Definicija 3.40 Uopšteni nizPφ, φ ∈ Φ je eksponencijalnočvrst u poretku rφ (eng.

exponentially tight of order rφ) ukoliko je inf
K∈K

limsup
φ∈Φ

P
1/rφ
φ

(
K

C
)

.
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Definicija 3.41 Neka jeE prostor Tikhonov-a iE0 ⊆ E. Uopšteni nizPφ, φ ∈Φ je E0-
eksponencijalnočvrst (eng.E0-exponentially tight) ukoliko je eksponencijalno čvrst
i svakaLD tačka nagomilavanjaΠ ima nosač uE0.

Teorema 3.27Neka jeE prostor Tikhonov-a.

(a) Ako je uopšteni nizPφ, φ ∈ Φ eksponencijalno čvrst, tada je on iLD relativno
kompaktan, i njegoveLD tačke nagomilavanja su devijabilnosti.

(b) Neka jeE još i lokalno kompaktan Hausdorff-ov topološki prostor. Ukoliko je
uopšteni nizPφ, φ ∈ Φ LD relativno kompaktan, tada je on i eksponencijalno
čvrst.

Posledica 3.4Neka jeE prostor Tikhonov-a, neka jeE0 ⊆ E, i neka jeE′ lokalno
kompaktan Hausdorff-ov prostor. Ako je uopšteni nizPφ, φ ∈ Φ eksponencijalno čvrst
i ako je funkcija f : E → E′ Borel-merljiva i neprekidna naE0, tada je uopšteni niz
Pφ ◦ f−1, φ ∈Φ eksponencijalno čvrst.

Sadáce biti razmotren slǔcaj kada jeE metrǐcki prostor sa metrikomρ, a na skupu
Borelovih mera naE će biti definisane metrike u odnosu na kojuće biti analizirana LD

konvergencija. ZaA⊆E i ε > 0 će saAε biti oznǎcen skupAε def= {z∈ E | ρ(z,A)≤ ε}.
Neka jePφ, φ ∈ Φ uopšteni niz Borel-ovih mera naE, neka jerφ, φ ∈ Φ uopšteni

niz realnih brojeva vécih od 1 sa osobinomlim
φ∈Φ

rφ = ∞, i neka jeΠ F -idempotentna

verovatnóca naE. Funkcijapld
φ definisana sa

pld
φ

(
Pφ,Π

) def= inf
{

ε > 0 |za svaki zatvoren skupF ⊆ E,

P
1/rφ
φ (F)≤Π(Fε)+ ε ∧ Π(F)≤ P

1/rφ
φ (Fε)+ ε

}

je metrika. Ova metrika je analogon metrike Prohorov-a.

Lema 3.15 Za metrikupld
φ važi

pld
φ

(
Pφ,Π

)
= inf

{
ε > 0 | ∀A∈ BE,P

1/rφ
φ (A)≤Π(Aε)+ ε ∧ Π(A)≤ P

1/rφ
φ (Aε)+ ε

}
.

Teorema 3.28Uopšteni nizPφ, φ∈Φ LD konvergira kaF -idempotentnoj verovatnoći
Π ako i samo ako je

lim
φ∈Φ

pld
φ

(
Pφ,Π

)
= 0.

Funkcijapld
φBL

definisana sa

pld
φBL

(
Pφ,Π

) def= sup
f∈C+

b (E):
‖ f‖BL≤1

∣∣∣∣∣∣∣



Z

E

f rφdPφ




1/rφ

−
_

E

f dΠ

∣∣∣∣∣∣∣
.

je takod̄e metrika. Ova metrika je analogon metrike Kantorovich-Wasserstein.
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Teorema 3.29Uopšteni nizPφ, φ∈Φ LD konvergira kaF -idempotentnoj verovatnoći
Π ako i samo ako je

lim
φ∈Φ

pld
φBL

(
Pφ,Π

)
= 0.

Definicija 3.42 Niz Pn, n∈ N je LD relativno sekvencijalno konpaktan po stopirn

ukoliko svaki podnizPn′ sadrži svoj podnizPn′′ koji LD konvergira po stopirn′′ ka nekoj
F -idempotentnoj verovatnoći naE.

Teorema 3.30Neka jeE metrički prostor.

(a) Ako je niz verovatnosnih meraPn, n∈ N na (E,BE) eksponencijalno čvrst, tada
je onLD relativno sekvencijalno konpaktan, i svaka njegovaLD tačka nagomila-
vanja je devijabilnost.

(b) Neka je prostorE homeomorfan sa nekim kompletnim, separabilnim metričkim
prostorom. Ako je nizPn, n∈ N LD relativno sekvencijalno konpaktan, tada je
on eksponencijalno čvrst.

Teorema 3.31Neka jeXφ, φ∈Φ uopšteni niz slučajnih vektora sa vrednostima u skupu
Rk, definisanih na odgovarajućim prostorima verovatnoće

(
Ωφ,Fφ,Pφ

)
, φ ∈ Φ, takav

da za svakoλ ∈ Rk važi

lim
φ∈Φ

1
rφ

lnEφ

(
erφ·〈λ,Xφ〉) = G(λ),

gde jeG : Rk → R odozdo poluneprekidna, esencijalno glatka, konveksna funkcija

takva da0∈
◦

DG. TadaPXφ
ld→Π po stopirφ, gde jeΠ devijabilnost zadana gustinom

Π(x) def= exp

(
− sup

λ∈Rk
{〈λ,x〉−G(λ)}

)
,x∈ Rk.

Definicija 3.43 Uopšteni niz verovatnosnih meraPφ, φ ∈ Φ na (E,BE) neodred̄eno
LD konvergira po stopi rφ ka K -idempotentnoj verovatnoćiΠ na E (eng.vaguely
LD converge at raterφ) ukoliko za svakof ∈C+

K (E) važi

lim
φ∈Φ



Z

E

f rφdPφ




1/rφ

=
_

E

f dΠ .



Glava 4

LDP za⊕-dekompozabilne
mere

U ovom odeljku je definisan princip velikih devijacija za pseudo-verovatnosne
mere, tj. definisana je LD konvergencija niza⊕-dekompozabilnih verovatnosnih mera
ka sup-dekompozabilnoj meri. Kao ideja za ovakav pristup poslužile su teoreme 4.1,
4.6 i 4.7 iz [MePa99]. O svojstvima neaditivnih mera može se videti u [MaSa92] i
[Pa95].

4.1 Poluprsten

U ovom odeljku su navedeni neki pojmovi i rezultati iz pseudo-analiza (videti
[MaSa92], [Pa95] i [MePa99]). Neka je[a,b] ⊆ [−∞,∞] (u nekim situacijama se pos-
matraju poluzatvoreni intervali), neka su⊕ i ¯ binarne operacije na intervalu[a,b], i
neka je relacija¹ linearni poredak na[a,b]. Nadaljeće se u tekstu koristiti konvencija
∞ ·0 = 0.

Definicija 4.1 Ured̄ena trojka([a,b] ,⊕,¯) je poluprsten ukoliko važi:

(a) operacija⊕ je asocijativna, komutativna, neopadajuća u odnosu na relaciju¹
(∀x,y,z∈ [a,b] ,x ¹ y ⇒ x⊕ z¹ y⊕ z), i postoji neutralni element (nula) 0
(obično je0 = a ili 0 = b),

(b) operacija¯ je asocijativna, komutativna, pozitivno neopadajuća u odnosu na
relaciju¹ (∀x,y,z∈ [a,b] ,(x¹ y ∧ 0¹ z) ⇒ x¯z¹ y¯z), i postoji neutralni
element (jedinica) 1,

(c) (c.1) ∀x∈ [a,b] ,0¯x = 0,

(c.2) operacija¯ je distributivna u odnosu na operaciju⊕.

Operacije⊕ i ¯ nazivamo redompseudo-sabiranjei pseudo-množenje.

73
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Postoje tri važna tipa poluprstena.

(I) Operacija⊕ je idempotentna (⊕= supili ⊕= inf), a operacijā to nije.

(Ia) Ako je ⊕ = sup, a¯ je proizvoljna operacija na intervalu[a,b] (ili [a,b))
koja nije idempotentna, tada je0 = a, a relacija¹ je obǐcna≤. Pri tome je
1 6= a. Posebno je važan slučaj kada se pseudo-množenjēmože pred-
staviti pomócu generatorag, tj. neprekidne, striktno rastuće, sirjektivne
funkcijeg : [a,b]→ [0,∞] takve da je

g(0) = g(a) = 0,
x¯y = g−1 (g(x) ·g(y)).

(Ib) Ako je ⊕ = inf, a¯ je proizvoljna operacija na[a,b] (ili (a,b]) koja nije
idempotentna, tada je0 = b, a relacija¹ je obǐcna≥. Pri tome je1 6= b.
Posebno je važan slučaj kada se pseudo-množenjēmože predstaviti po-
moću generatorag, tj. neprekidne, striktno opadajuće, sirjektivne funkcije
g : [a,b]→ [0,∞] takve da je

g(0) = g(b) = 0,
x¯y = g−1 (g(x) ·g(y)).

(II) Obe operacije⊕ i ¯ su generisane neprekidnom i striktno monotonom funkci-
jom g, tj. postoji funkcijag : [a,b]→ [0,∞] takva da je

x⊕y = g−1 (g(x)+g(y)),

x¯y = g−1 (g(x) ·g(y)).

U ovom slǔcaju jeg(0) = 0 i g(1) = 1.

Poluprsten ovog tipa se nazivag-poluprsten.

(III) Obe operacije⊕ i ¯ su idempotentne (tj.([a,b] ,⊕,¯) = ([a,b] ,sup, inf) ili
([a,b] ,⊕,¯) = ([a,b] , inf,sup)).

Što se tǐce slǔcaja (II), na osnovu Aczél-ove teoreme reprezentacije za svaku strikt-
no rastúcu operaciju⊕ postoji striktno monotona, sirjektivna funkcija (generator)g :
[a,b] → [0,∞] operacije⊕ takva da jex⊕ y = g−1 (g(x)+g(y)) i g(0) = 0. Ako je
0 = a, tada jeg rastúca funkcija i važig(a) = 0, g(b) = ∞, i funkcija g je izomor-
fizam izmēdu ([a,b] ,⊕) i ([0,∞],+). U slučaju 0 = b, situacija je obrnuta. Pseudo-
množenje definisano sax¯y= g−1 (g(x) ·g(y)) je takva operacija da je urēdena trojka
([a,b] ,⊕,¯) poluprsten.

Primer 4.1 Slede primeri za svaki od gore pomenutih tipova poluprstena.

(I) (I.1) Ured̄ena trojka([−∞,∞) ,sup,+) je poluprsten, pri čemu je0=−∞, 1= 0,
i pseudo-množenjē je generisano funkcijomg(x) = ex. Uz konvenciju
(−∞)+(+∞) =−∞ dobijamo poluprsten([−∞,∞] ,sup,+).
Analogno, urēdena trojka((−∞,∞] , inf,+) je takod̄e poluprsten.

(I.2) Ured̄ena trojka([0,∞] ,sup, ·), uz konvenciju0 ·∞ = 0 je poluprsten, pri
čemu je0 = 0, 1 = 1.
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(II) (II.1) Za monotono rastući generatorg : [−∞,∞)→ [0,∞], g(x) = ex, uz konven-
ciju e−∞ = 0, dobijaju se na intervalu[−∞,∞) operacije

x⊕y = ln(ex +ey) x¯y = x+y.

Ured̄ena trojka([−∞,∞) ,⊕,¯) je poluprsten, pri čemu je0 =−∞ i 1 = 0.

(II.2) Za monotono rastući generatorg : [0,∞] → [0,∞], g(x) = x2, dobijaju se
na intervalu[0,∞] operacije

x⊕y =
√

x2 +y2 x¯y = x ·y.
Ured̄ena trojka([0,∞] ,⊕,¯) je poluprsten, pri čemu je0 = 0 i 1 = 1.

(III)(III.1) Za [a,b]⊆ [−∞,∞], ured̄ena trojka([a,b) ,sup, inf) je poluprsten, pri čemu
je 0 = a, 1 = b, a relacija¹ je uobičajeni linearni poreak≤.

(III.2) Za [a,b]⊆ [−∞,∞], ured̄ena trojka([a,b) , inf,sup) je poluprsten, pri čemu
je 0 = b, 1 = a, a relacija¹ je uobičajeni obrnuti linearni poredak≥.

Neka je([a,b] ,⊕,¯) poluprsten tipa (II) sa generatoromg : [a,b] → [0,∞]. Kao što
je pokazano u radu [MePa99], zaλ ∈ (0,∞) je funkcija gλ generator za poluprsten
([a,b] ,⊕λ,¯λ), gde je

x⊕λ y =
(
gλ)−1(

gλ (x)+gλ (y)
)
,

x¯λ y =
(
gλ)−1(

gλ (x) ·gλ (y)
)

= x¯y.

Stoga je([a,b] ,⊕λ,¯λ) = ([a,b] ,⊕λ,¯).
Naredna teorema, dokazana u [MePa99], pokazuje da se poluprsten tipa (I) može

dobiti kao granǐcna vrednost familijegλ-generisanih poluprstenova([a,b] ,⊕λ,¯λ) (pri
čemu jē λ =¯).

Teorema 4.1 Neka jeg : [a,b] → [0,∞] striktno opadajuća funkcija - generator po-
luprstena([a,b] ,⊕,¯) koji je tipa (II) , i neka jegλ funkcija g na stepenλ ∈ (0,∞).
Tada jegλ generator poluprstena([a,b] ,⊕λ,¯), i za svakoε > 0 i svako(x,y)∈ [a,b]2

postojiλ0 takvo da je|x⊕λ y− inf (x,y)|< ε for all λ≥ λ0. Ako jeg rastuća funkcija,
isti rezultat važi zasupumestoinf.

4.2 Mere i integrali sa vrednostima u poluprstenu

U ovom odeljku su navedene definicije i osobine mera i integrala sa vrednostima
u poluprstenu. Ovakve mere i itegrale nazivamo još idekompozabilnim merama
odnosnopseudo-integralima. Kao glavni izvor za ovaj odeljak je korišćeno [Pa95].
Takod̄e su navedena i dva rezultata iz [MePa99] vezana za konvergenciju dekompoz-
abilnih mera i pseudo-integrala.

Neka je([a,b] ,⊕,¯) poluprsten1 sa standardnom relacijom poretka≤, sa neutral-
nim elementima0 i 1 redom operacija⊕ i ¯, neka je[a,b]+ = {x∈ [a,b] | 0≤ x}, i
neka je∑ σ-algebra podskupova skupaX.

1Umesto zatvorenog se po potrebi posmatra poluotvoreni interval.
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Definicija 4.2 Skupovna funkcijam: ∑→ [a,b]+ je⊕-dekompozabilna meraukoliko
važi

(1) m( /0) = 0,

(2) ako je⊕ neidempotentna operacija, tada

∀A,B∈ ∑, A∩B = /0 ⇒ m(A∪B) = m(A)⊕m(B),

(2’) ako je⊕ idempotentna operacija (min ili max), tada

∀A,B∈ ∑, m(A∪B) = m(A)⊕m(B).

Specijalno, za⊕= max, funkcijumnazivamo još ikonačno maksitivnom merom.

Ako je⊕ neidempotentna operacija, tada se⊕-dekompozabilna meram : ∑→ [a,b]+
nazivaσ-⊕-dekompozabilna meraako

(3) za svaki nizAi , i ∈ N po parovima disjunktnih elemenataAi σ-algebre∑ važi

m

(
[

i∈N
Ai

)
=

∞M

i=1

m(Ai),

gde je
∞M

i=1

ai
def= lim

n→∞

nM

i=1

ai .

Specijalno, za⊕= max, funkcijumnazivamo još iprebrojivo maksitivnom merom .

Ako je⊕= max, tada je maksitivna meram : ∑→ [a,b]+ kompletno maksitivna ako

(3’) za svaku familijuAi , i ∈ I skupovaAi ∈ ∑ sa osobinom
S
i∈I

Ai ∈ ∑ važi

m

(
[

i∈I

Ai

)
= sup

i∈I
m(Ai).

Kompletno maksitivna mera je zapravo idempotentna mera iz glave3, i ona je jednoz-
načno odrēdena svojom gustinom.

Napomena 4.1Ako jem σ-⊕-dekompozabilna mera pri čemu je operacija⊕ gener-
isana generatoromg, tada jeµ = g◦m Lebesgue-ovaσ-aditivna mera, i pri tome važi
m= g−1◦µ.

Konstrukcija integrala zasnovanog naσ-⊕-dekompozabilnoj meri sa vrednostima
u poluprstenu([a,b] ,⊕,¯), analogna je konstrukciji Lebesgue-ovog integrala (vidi
[Pa95]). Neka jem je σ-⊕-dekompozabilna mera definisana na∑.

Definicija 4.3 Zac∈ [a,b] i funkcije f : X → [a,b] i g : X → [a,b] definiše se

(c¯g)(x) = c¯g(x), x∈ X,

( f ⊕g)(x) = f (x)⊕g(x), x∈ X,

( f ¯g)(x) = f (x)¯g(x), x∈ X.
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Funkcija f : X → [a,b] je merljiva od dole ukoliko su merljivi (tj. pripadaju∑)
svi skupovi{x∈ X | f (x)≤ c} i {x∈ X | f (x) < c} za svakoc ∈ [a,b]. Funkcija
f je merljiva ako je merljiva od dole i merljivi su svi skupovi{x∈ X | f (x)≥ c} i
{x∈ X | f (x) > c} za svakoc∈ [a,b].

Definicija 4.4 Pseudo-karakteristǐcna funkcija skupaA⊆X je funkcijaκA:X→[a,b]
definisana sa

κA (x) =
{

0 , x 6∈ A
1 , x∈ A

.

Definicija 4.5 Neka suAi ∈ ∑, i ∈ N merljivi skupovi koji su disjunktni ukoliko op-
eracija ⊕ nije idempotentna, i neka suai , i ∈ N elementi intervala[a,b]. Funkcija
oblika

e=
nM

i=1

ai ¯κAi

odnosno oblika

e=
∞M

i=1

ai ¯κAi

se nazivaelementarna funkcija.

Naravno, elementarna funkcija je merljiva, i karakteristična funkcija skupaA je
merljiva ako i samo ako jeA merljiv skup (tj.A∈ ∑).

Pretpostavícemo dalje da su polugrupe([a,b] ,⊕) i ([a,b] ,¯) kompletne mreže sa
poretkom, tj. za svaki od gore ograničen skupA⊆ [a,b] postojisupA, i svaki od dole
ogranǐcen skupA⊆ [a,b] postoji inf A. Takod̄e, neka je na[a,b] definisana metrika
d : [a,b]2 → [0,∞] koja je kompatibilna sa supremumom i infimumom, tj. za svaki niz
xn, n∈ N elemenata intervala[a,b] važi(

sup
n∈N

xn = x ∧ inf
n∈N

xn = x

)
⇒ lim

n→∞
d(xn,x) = 0,

za koju važi još bar jedan od sledeća dva uslova:

(a) ∀x,x′,y,y′ ∈ [a,b], d(x⊕y,x′⊕y′)≤ d(x,x′)+d(y,y′),

(b) ∀x,x′,y,y′ ∈ [a,b], d(x⊕y,x′⊕y′)≤max{d(x,x′),d(y,y′)},

i koja je monotona, tj. važi

x≤ z≤ y ⇒ max{d(x,z),d(y,z)} ≤ d(x,y).

Definicija 4.6 Neka jeε > 0 i B⊆ [a,b]. Niz
{

l (ε)i

∣∣∣ i ∈ N
}

je ε-mreža za skupB

ukoliko za svakox∈ B postoji nekol (ε)i takvo da jed
(

l (ε)i ,x
)
≤ ε. Ako za svakox∈ B

postoji l (ε)i takvo da jed
(

l (ε)i ,x
)
≤ ε i l (ε)i ≤ x, tada je

{
l (ε)i

∣∣∣ i ∈ N
}

opadajuća ε-

mreža.
{

l (ε)i

∣∣∣ i ∈ N
}

je monotonaε-mrežaukoliko je∀i, l (ε)i ≤ l (ε)i+1.
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Teorema 4.2 Neka je f : X → [a,b] funkcija koja je od dole merljiva ukoliko je⊕
idempotentna operacija, ili je merljiva i za svakoε > 0 postoji monotonaε-mreža
skupaf (X). Tada postoji niz elementarnih funkcijaen, n∈ N takvih da je

lim
n→N

d(en (x), f (x)) = 0

uniformno pox∈ X.

Definicija 4.7

(a) Pseudo-integralelementarne funkcije oblikae=
nM

i=1

ai ¯κAi , odnosno oblika

e=
∞M

i=1

ai ¯κAi , gde su skupoviAi disjunktni ukoliko⊕ nije idempotentna op-

eracija, je definisan sa
⊕Z

X

e¯dm
def=

nM

i=1

ai ¯m(Ai)

odnosno
⊕Z

X

e¯dm
def=

∞M

i=1

ai ¯m(Ai).

(b) Pseudo-integralograničene, merljive, odnosno merljive od dole ako je⊕ idem-
potentna operacija, funkcijef : X → [a,b], za koju, ukoliko⊕ nije idempotentna
operacija važi da za svakoε > 0 postoji monotonaε-mreža skupaf (X), je defin-
isan sa

⊕Z

X

f ¯dm
def= lim

n→N

⊕Z

X

en¯dm, (4.1)

gde jeen, n∈ N niz elementarnih funkcija iz teoreme4.2.

(c) Pseudo-integralograničene, merljive, odnosno merljive od dole ako je⊕ idem-
potentna operacija, funkcijef : X → [a,b] nad skupomA∈ ∑, za koju, ukoliko
⊕ nije idempotentna operacija važi da za svakoε > 0 postoji monotonaε-mreža
skupaf (A), je definisan sa

⊕Z

A

f ¯dm
def=

⊕Z

X

( f ¯κA)¯dm.

Napomena 4.2Integral definisan sa(4.1)ne zavisi od od izbora elementarnih funkcija
en.

Primer 4.2 Posmatrajmo poluprsten([−∞,∞) ,sup,+), i neku proizvoljnu funkciju
ϕ : R→ [−∞,∞). Neka jeB Borel-ovaσ-algebra naR. Funkcijam : B → [−∞,∞)
definisana sa
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m(A) def= sup
x∈A

ϕ(x), A∈ B

je sup-mera na skupuR, i za pseudo operacije⊕= supi ¯= + odgovarajući pseudo-
integral od gore ograničene funkcijef : R→ [−∞,∞) se izračunava na sledeći način:

⊕Z

R

f ¯dm= sup
x∈R

( f (x)+g(x)).

Primer 4.3 Posmatrajmog-poluprsten([a,b] ,⊕,¯). Neka je∑ σ-algebra skupaΩ, i

posmatrajmo i neku⊕-dekompozabilnu meru naΩ. Funkcijaλ def= g◦m : ∑→ [−∞,∞]
je aditivna mera, i za merljivu funkcijuf : Ω → [a,b] se pseudo-integral funkcijef
može izračunati na sledeći način:

⊕Z

Ω

f ¯dm= g−1



Z

Ω

(g◦ f )dλ




gde je integral sa desne strane Lebesque-ov integral.

Sledéce teoreme, koje se koriste u odeljku 4.3, daju neke osobine pseudo-integrala,
i specijalnosup-integrala (vidi [Pa95] - glave 2 i 8, i [Pu01]). Neka jem nekaσ-⊕-
dekompozabilna mera naΩ.

Teorema 4.3 Neka su⊕ i ¯ neprekidne, i neka je⊕ beskonačno komutativna op-
eracija. Tada pseudo integral4.2 ima sledeće osobine: za svakoc ∈ [a,b] i funkcije
f : Ω→ [a,b] i g : Ω→ [a,b] za koje je pseudo-integral definisan, važi

(a) m(A) =
⊕Z

Ω

κA (x)¯dm, (4.2)

(b)

⊕Z

Ω

(c¯ f )¯dm= c¯
⊕Z

Ω

f ¯dm, (4.3)

(c)

⊕Z

Ω

( f ⊕g)¯dm=
⊕Z

Ω

f ¯dm⊕
⊕Z

Ω

g¯dm, (4.4)

(d) f ≤ g ⇒
⊕Z

Ω

f ¯dm≤
⊕Z

Ω

g¯dm. (4.5)

Dokaz: Ilustracije radi, naveden je dokaz osobine (d).

* Neka suf i g elementarne funkcije, odnosno oblika

f =
∞M

i=1

ai ¯κAi , g =
∞M

i=1

bi ¯κBi ,
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gde suAi , ∀i ∈ N kao i Bi , ∀i ∈ N neprazni disjunktni skupovi ukoliko operacija
⊕ nije idempotentna. Neka jeCi, j = Ai ∩B j , i, j ∈ N. Za funkcije f i g važi

reprezentacijaf =
∞M

i=1

∞M

j=1

ai¯κCi, j i g=
∞M

i=1

∞M

j=1

b j¯κCi, j . Iz relacije f ≤ g sledi

∀i, j ∈ N, ∀x∈ Ω, ai ¯κCi, j (x) ≤ b j ¯κCi, j (x), odnosno sledi da za svei, j ∈ N
važi Ci, j 6= /0 ⇒ ai ≤ b j (slučaj Ci, j = /0 je očigledan), te pošto jē pozitivno
neopadajúca operacija, sledi da je∀i, j ∈ N, ai ¯m(Ci, j)≤ b j ¯m(Ci, j), odakle
(operacija⊕ je takod̄e neopadajúca) sledi tvr̄denje

⊕Z

Ω

f ¯dm=
∞M

i=1

∞M

j=1

ai ¯m(Ci, j)≤
∞M

i=1

∞M

j=1

b j ¯m(Ci, j) =
⊕Z

Ω

g¯dm.

* Neka su sadaf i g merljive, odnosno od dole merljive funkcije ako je operacija
⊕ idempotentna, i neka suϕn, n∈ N i ψn, n∈ N nizovi elementarnih funkcija iz
teoreme 4.2 koji odgovaraju funkcijamaf i g, tj. takve da uniformno pox∈ Ω
važi

lim
n→N

d(ϕn (x), f (x)) = 0, lim
n→N

d(ψn (x),g(x)) = 0. (4.6)

Neka su funkcijeψ̃n, n∈ N definisane sãψn (x) def= max{ϕn (x),ψn (x)}, x∈ Ω.
Očigledno je∀n∈N, ∀x∈Ω, ϕn (x)≤ ψ̃n (x). Pošto su navedene konvergencije
uniformne pox∈Ω, s obzirom na napomenu 4.2, iz (4.6) i relacijef ≤ g sledi

lim
n→N

d(ψ̃n (x),g(x)) = 0 i

⊕Z

Ω

g¯dm= lim
n→N

⊕Z

Ω

ψ̃n (x)¯dm

odakle se dobija
⊕Z

Ω

f ¯dm= lim
n→N

⊕Z

Ω

ϕn (x)¯dm≤ lim
n→N

⊕Z

Ω

ψ̃n (x)¯dm=
⊕Z

Ω

g¯dm.

2

Neka jem sadaσ-⊕-dekompozabilna mera naΩ sa vrednostima u poluprstenu
([0,∞] ,⊕,¯), takva da jem(Ω) < ∞. Koristimo konvenciju∞ ·0= 0, i umestom({ω})
ćemo pisatim(ω). Za proizvoljnu familiju funkcijaf j : Ω → [0,∞], j ∈ J su funkcije
sup
j∈J

f j : Ω→ [0,∞] i inf
j∈J

f j : Ω→ [0,∞] definisane sa

(
sup
j∈J

f j

)
(ω) def= sup

j∈J
f j (ω),

(
inf
j∈J

f j

)
(ω) def= inf

j∈J
f j (ω).

Teorema 4.4 Neka je¯ neprekidna operacija. Za kompletno maksitivnu merum i
proizvoljnu familiju funkcijaf j : Ω→ [0,∞), j ∈ J važi

supZ

Ω

(
sup
j∈J

f j

)
¯dm= sup

j∈J

supZ

Ω

f j ¯dm.

Dokaz:
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supZ

Ω

(
sup
j∈J

f j

)
¯dm= sup

ω∈Ω

{(
sup
j∈J

f j

)
(ω)¯m(ω)

}
=

= sup
ω∈Ω

{(
sup
j∈J

f j (ω)

)
¯m(ω)

}
[1]
= sup

ω∈Ω
sup
j∈J

{
f j (ω)¯m(ω)

}
=

= sup
j∈J

sup
ω∈Ω

{
f j (ω)¯m(ω)

}
= sup

j∈J

supZ

Ω

f j ¯dm.

[1] ako jeϕ : [0,∞)× [0,∞)→ [0,∞) neprekidna funkcija, tada zab∈ [0,∞) i

proizvoljnu familiju a j ∈ [0,∞), j ∈ J važi ϕ

(
sup
j∈J

a j ,b

)
= sup

j∈J
ϕ(a j ,b); operacija

¯ je neprekidna funkcija.

2

Neka jeF familija svih zatvorenih potskupova intervala[0,∞]. Analogno kao u teo-
remi 1.7.7. u [Pu01], zasup-integral zasnovanom na poluprstenu([0,∞] ,sup,¯) sa
operacijom̄ generisanom neprekidnom funkcijomg, važi sledéca teorema.

Teorema 4.5 Neka jemkompletno maksitivna mera na intervalu[0,∞] sa vrednostima
u intervalu[0,∞], i neka jempri tomeF -glatka, tj.

(1) m( /0) = 0,

(2) m

(
[

j∈J

A j

)
= sup

j∈J
m(A j) za svaku familijuA j , j ∈ J merljivih skupovaA j ,

(3) m

(
\

n∈N
Fn

)
= inf

n∈N
m(Fn) za svaki opadajući nizFn, n∈N elemenata familijeF .

Tada, za svaku familijuf j : [0,∞]→ [0,∞), j ∈ J ograničenih, od gore poluneprekidnih
funkcija, koja je zatvorena u odnosu na minimume i infimume, važi

supZ

[0,∞]

(
inf
j∈J

f j

)
¯dm= inf

j∈J

supZ

[0,∞]

f j ¯dm

gde je operacijā generisana neprekidnom funkcijomg.

Dokaz prethodne teoreme je analogan dokazu teoreme 3.12. Razlika je u tome što u
teoremi 4.5 umesto množenja realnih brojeva figuriše pseudo-množenje¯, koje ima
iste osobine (neprekidna je i monotono rastuća), bitne za dokaz, kao obično množenje,
odnosno važig(x¯y) = g(x) ·g(y).

Naredne dve teoreme, dokazane u [MePa99], pokazuju da

1. dekompozabilna mera zasnovana na idempotentnom pseudo-sabiranju sa nepre-
kidnom gustinom se može dobiti kao limes familije dekompozabilnih meramλ
zasnovanih na pseudo-sabiranju sa generatorom,
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2. pseudo-integral zasnovan na poluprstenu([a,b] ,sup,¯) sa operacijom̄ koja je
generisana funkcijomg, i na sup-dekompozabilnoj meri sa neprekidnom gusti-
nom, može se dobiti kao limes familijeg-integrala.

NekaB[0,∞] oznǎcavaσ-algebru Borel-ovih podskupova intervala[0,∞], a µ neka
oznǎcava Lebesgue-ovu meru naR. Esencijalni supremum nenegativne, merljive funk-
cije f : Ω→ [0,∞] u odnosu na meruµ je definisan sa

esssup
µ

{ f (x) | x∈Ω} def= sup{α ∈ [0,∞) | µ({x∈Ω | f (x) > α})}

pri čemu uzimamo da jesup/0 def= ∞.

Teorema 4.6 Neka jemsup-dekompozabilna mera na
(
[0,∞] ,B[0,∞]

)
, pri čemu je

m(A) = esssup
µ

{ϕ(x) | x∈ A} ,

gde jeϕ : [0,∞] → [0,∞] neprekidna funkcija - gustina merem. Tada za proizvoljni
generatorg postoji familija{mλ}λ∈(0,∞) ⊕λ-dekompozabilnih mera na

(
[0,∞] ,B[0,∞]

)
,

gde je operacija⊕λ generisana funkcijomgλ, λ ∈ (0,∞), takva da jelim
λ→∞

mλ = m.2

Teorema 4.7 Neka je([0,∞] ,sup,¯) poluprsten kod koga je operacijā generisana
funkcijom g. Neka jem sup-dekompozabilna mera kao u teoremi4.6. Tada pos-
toji familija {mλ}λ∈(0,∞) ⊕λ-dekompozabilnih mera, gde je operacija⊕λ generisana

funkcijomgλ, λ ∈ (0,∞), takva da za svaku neprekidnu funkcijuf : [0,∞]→ [0,∞] važi
supZ

f ¯dm= lim
λ→∞

⊕λZ
f ¯dmλ = lim

λ→∞

(
gλ

)−1
(Z

(gλ ◦ f )¯dx

)
.

4.3 LDP konvergencija pseudo-verovatnosnih mera

S obzirom na teoreme 4.6 i 4.7, sadaće biti razmotrena konvergencijaσ-⊕rn-
dekompozabilnih meramn na intervalu[0,∞] sa osobinommn ([0,∞]) = 1, ka sup-
dekompozabilnoj merim na intervalu[0,∞] sa osobinomm([0,∞]) = 1, u smislu prin-
cipa velikih devijacija (vidi [Pa90], [MaSa92] and [Pa95]).

Posmatráce se ponovo skupovi funkcija

C+
b ([0,∞]) = { f | f : [0,∞]→ R+, f je ogranǐcena i neprekidna},

C
+
b ([0,∞]) = { f | f : [0,∞]→ R+, f je ogranǐcena i odozgo poluneprekidna},

C+
b ([0,∞]) = { f | f : [0,∞]→ R+, f je ogranǐcena i odozdo poluneprekidna}.

SaB[0,∞] će biti oznǎcena Borel-ovaσ-algebra podskupova intervala[0,∞] (gde se
na[0,∞] posmatra standardna topologija), i nekaO i F redom oznǎcavaju familije svih
otvorenih, odnosno zatvorenih podskupova intervala[0,∞].

2U smislu da jelim
λ→∞

mλ (A) = m(A) za svakoA∈ B[0,∞].



4.3. LDP KONVERGENCIJA PSEUDO-VEROVATNOSNIH MERA 83

Neka jeI = ([0,∞] ,⊕,¯) poluprsten tipa (II) sa operacijama⊕ i ¯ generisanim
neprekidnom, striktno rastućom funkcijomg : [0,∞]→ [0,∞], takvom da jeg(0) = 0 i
g(1) = 1, gde su0 i 1 redom neutralni elementi operacija⊕ i ¯.

Neka jeS= ([0,∞] ,sup,¯) poluprsten u kojem je operacijā ista kao u poluprste-
nu I (pri čemu je0 takod̄e neutralni element operacijesup). Neka jem : B[0,∞] → [0,∞]
kompletno maksitivna,F -glatkasup-mera na[0,∞] sa osobinomm([0,∞]) = 1, tj.

1. m( /0) = 0,

2. m([0,∞]) = 1,

3. m

(
[

j∈J

A j

)
= sup

j∈J
m(A j) za proizvoljnu familiju skupovaA j ∈ B[0,∞], j ∈ J,

4. m

(
\

n∈N
Fn

)
= inf

n∈N
m(Fn) za svaki opadajúci niz Fn, n∈N elemenata familijeF .

Neka jern, n∈N niz realnih brojeva vécih od1, i za koje važilim
n→∞

rn = ∞. Shodno

sekciji 4.1, funkcijagrn je generator poluprstena([0,∞] ,⊕rn,¯).
Neka jemn, n∈N niz σ-⊕rn-dekompozabilnih mera na

(
[0,∞] ,B[0,∞]

)
sa osobinom

mn ([0,∞]) = 1, tj.

1. mn ( /0) = 0,

2. mn ([0,∞]) = 1,

3. mn

(
[

i∈N
Ai

)
=
M

rn
i∈N

mn (Ai) za svaki niz po parovima disjunktnih, merljivih sku-

povaAi ∈ B[0,∞], i ∈ N.

Definicija 4.8 Niz mn, n ∈ N σ-⊕rn-dekompozabilnih merakonvergira po principu
velikih devijacija po stopig− rn kasup-merim(skraćenoLD konvergira) ukoliko za
svaku funkcijuf ∈C+

b ([0,∞]) važi

lim
n→∞

⊕rnZ

[0,∞]

f ¯dmn =
supZ

[0,∞]

f ¯dm. (4.7)

LD konvergencija će biti označavana samn
ld→

g−rn
m, ili skraćenomn

ld→m ukoliko je iz

konteksta jasno o kojoj stopi konvergencije se radi.

Tvr d̄enje 4.1 Ukoliko granična vrednost(4.7)postoji, tada važe sledeće jednakosti:

lim
n→∞

⊕rnZ

[0,∞]

f ¯dmn = lim
n→∞

(grn)−1



Z

[0,∞]

(grn ◦ f )dx


 =
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= lim
n→∞

g−1






Z

[0,∞]

(grn ◦ f )dx




1
rn


 =

= g−1


 lim

n→∞



Z

[0,∞]

(grn ◦ f )dx




1
rn




gde jedx Lebesgue-ova mera na[0,∞].

Dokaz: Navedene jednakosti slede zbog:

1. za poluprsten([0,∞] ,⊕rn,¯) generisan funkcijomgrn, pseudo-integral ima rep-

rezentaciju u obliku

⊕rnZ

[0,∞]

f ¯dmn = (grn)−1



Z

[0,∞]

(grn ◦ f )dx


, gde jedxLebes-

gue-ova mera,

2. (grn)−1 (x) = g−1
(

x
1
rn

)
,

3. g je neprekidna funkcija,

(vidi [MePa99] i [Pa95]). 2

Napomena 4.3Ukoliko granična vrednost(4.7)postoji, tada je ona jednoznačno od-
red̄ena.

Nadaljeće se koristiti oznaka: ‖ f‖g−⊕rn
=

⊕rnZ

[0,∞]

f ¯dmn.

Teorema 4.8 Ako nizmn, n ∈ N ⊕rn-dekompozabilnih meraLD konvergira po stopi
g− rn kasup-dekompozabilnoj merim, tada važi:

(a) za svaki otvoren skupO⊆ [0,∞] važi

liminf
n→∞

mn (O)≥m(O), (4.8)

(b) za svaki zatvoren skupF ⊆ [0,∞] važi

limsup
n→∞

mn (F)≤m(F). (4.9)

Dokaz: Neka nizmn, n∈ N LD konvergira po stopig− rn kam.

(a) Neka jeO⊆ [0,∞] otvoren skup.
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(a.1) Važi jednakostκO (x) = sup
f∈C+

b ([0,∞])
f≤κO

f (x), x∈ [0,∞] jer:

* ako je x 6∈ O, odnosnoκO (x) = 0, tada za svakof ∈C+
b ([0,∞]) sa os-

obinom f ≤ κO važi f (x) = 0, tako da je jednakostκO (x) = sup
f∈C+

b ([0,∞])
f≤κO

f (x)

očigledno zadovoljena,
* ako je x ∈ O, odnosnoκO (x) = 1, tada izčinjenice da je[0,∞] prostor
Tihonova i da je komplementOC skupaO zatvoren skup sledi da postoji
neprekidna funkcijãf : [0,∞]→R takva da jef̃ (x) = 1 i f̃ (y) = 0, y∈OC,
te za funkciju

fx (t) =





0 , f̃ (t) < 0

f̃ (t) , 0≤ f̃ (t)≤ 1
1 , 1 < f̃ (t)

važi fx ∈C+
b ([0,∞]), fx ≤ κO i fx (x) = 1, odakle sledi sup

f∈C+
b ([0,∞])
f≤κO

f (x) = 1;

stoga je jednakostκO (x) = sup
f∈C+

b ([0,∞])
f≤κO

f (x) zadovoljena i u slǔcajux∈O.

(a.2) Koristéci osobinu (4.2) pseudo-integrala iz teorema 4.3 i teoremu 4.4 dobija
se

m(O) =
supZ

[0,∞]

κO¯dm=
supZ

[0,∞]


 sup

f∈C+
b ([0,∞])
f≤κO

f


¯dm= sup

f∈C+
b ([0,∞])
f≤κO

supZ

[0,∞]

f ¯dm.

(a.3) Iz prethodno dobijene jednakosti sledi da za proizvoljnoε > 0 postoji funk-
cija fε ∈C+

b ([0,∞]) takva da jefε ≤ κO i

m(O)− ε <

supZ

[0,∞]

fε¯dm.

(a.4) Iz 0≤ fε ≤ κO i na osnovu osobina (4.2) i (4.5) iz teoreme 4.3 sledi

mn (O) =

⊕rnZ

[0,∞]

κO¯dmn ≥
⊕rnZ

[0,∞]

fε¯dmn.

(a.5) Pošto nizmn, n∈ N LD konvergira po stopig− rn ka m, to granǐcna vred-

nost lim
n→∞

⊕rnZ

[0,∞]

fε¯ dmn postoji, pa na osnovu prethodnog koraka sledi za-

ključak

liminf
n→∞

mn (O)≥ lim
n→∞

⊕rnZ

[0,∞]

fε¯dmn

(pri čemu lim
n→∞

mn (O) ne mora da postoji).
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(a.6) Iz prethodne nejednakosti i koraka (a.3), koristeći damn, n∈N LD konver-
gira po stopig− rn kam, sledi

m(O)− ε <

supZ

[0,∞]

fε¯dm= lim
n→∞

⊕rnZ

[0,∞]

fε¯dmn ≤ liminf
n→∞

mn (O).

(a.7) Pošto je nejednakostm(O)−ε < liminf
n→∞

mn (O) zadovoljena za proizvoljno

ε > 0, sledi (4.8).

(b) Neka jeF ⊆ [0,∞] zatvoren skup.

(b.1) Analogno se, kao pod (a), dokazujeκF (x) = inf
f∈C+

b ([0,∞])
f≥κF

f (x), x∈ [0,∞]:

* ako je x ∈ F , tj. κF (x) = 1, tada jeκF (x) = inf
f∈C+

b ([0,∞])
f≥κF

f (x) očigledno

zadovoljeno,

* u slučaju x 6∈ F , tj. kada jeκF (x) = 0, tada za zatvoren skupF postoji
neprekidna funkcijãf : [0,∞]→ R takva da jef̃ (x) = 0 i f̃ (y) = 1, y∈ F ,
te za funkciju

fx (t) =





0 , f̃ (t) < 0

f̃ (t) , 0≤ f̃ (t)≤ 1
1 , 1 < f̃ (t)

važi fx ∈C+
b ([0,∞]), fx ≥ κF i fx (x) = 0, odakle sledi inf

f∈C+
b ([0,∞])
f≥κF

f (x) = 0,

tako da je jednakostκF (x) = inf
f∈C+

b ([0,∞])
f≥κF

f (x) tačna i u slǔcajux 6∈ F .

(b.2) Koristéci osobinu (4.2) pseudo-integrala (teorema 4.3) i teoremu 4.5 dobija
se

m(F) =
supZ

[0,∞]

κF ¯dm=
supZ

[0,∞]


 inf

f∈C+
b ([0,∞])
f≥κF

f


¯dm= inf

f∈C+
b ([0,∞])
f≥κF

supZ

[0,∞]

f ¯dm.

(b.3) Iz prethodne jednakosti sledi da za proizvoljnoε > 0 postoji neka funkcija
fε ∈C+

b ([0,∞]) takva da jefε ≥ κF i

m(F)+ ε >

supZ

[0,∞]

fε¯dm.

(b.4) Iz fε ≥ κF , koristéci osobine (4.2) i (4.5) pseudo-integrala iz teoreme 4.3
sledi

mn (F) =

⊕rnZ

[0,∞]

κF ¯dmn ≤
⊕rnZ

[0,∞]

fε¯dmn.
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(b.5) Pošto nizmn, n∈ N LD konvergira po stopig− rn ka m, to granǐcna vred-

nost lim
n→∞

⊕rnZ

[0,∞]

fε¯dmn postoji, te iz prethodne nejednakosti sledi

limsup
n→∞

mn (F)≤ lim
n→∞

⊕rnZ

[0,∞]

fε¯dmn.

(b.6) Poštomn, n∈ N LD konvergira po stopig− rn ka m, iz prethodne nejed-
nakosti i koraka (b.3) sledi

m(F)+ ε >

supZ

[0,∞]

fε¯dm= lim
n→∞

⊕rnZ

[0,∞]

fε¯dmn ≥ limsup
n→∞

mn (F).

(b.7) Konǎcno, pošto nejednakostm(F)+ε > limsup
n→∞

mn (F) važi za proizvoljno

ε > 0, sledi tvrd̄enje (4.9).

2

Imajući u vidu teoremu 3.25, nameću se neka pitanja.

Problem 4.1 Da li u teoremi4.8važi i obratno, tj. da li iz iskaza pod(a) i (b) sledi da
niz meramn, n∈ N LD konvergira po stopig− rn kam?

Problem 4.2 Da li nejednakosti(4.8) i (4.9), tj. iskazi pod(a) i (b) teoreme4.8 impli-
ciraju sledeće iskaze:

(A) za svaku funkcijuh∈C+
b ([0,∞]) važi

liminf
n→∞

‖h‖g−rn
≥

supZ

[0,∞]

h¯dm, (4.10)

(B) za svaku funkcijuf ∈C
+
b ([0,∞]) važi

liminf
n→∞

‖ f‖g−rn
≤

supZ

[0,∞]

f ¯dm, (4.11)

ili, pod kojim dodatnim uslovima to eventualno važi? Takod̄e, da li je tačno (ili pod
kojim dodatnim uslovima) obratno tvrd̄enje?
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uslovnaE-idempotentna verovat-
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verovatnóci

σ-⊕rn-dekompozabilnih mera, 83
standardnih mera, 65

LD relativno sekvencijalno konpaktan
niz verovatnosnih mera, 72

LD tačka nagomilavanja uopštenog ni-
za verovatnosnih mera, 70

LDP, 12
slabi, 14

maksimibilne funkcije, 53
maksitivna mera

kompletno maksitivna, 76
konǎcno maksitivna, 76
prebrojivo maksitivna, 76

neprekidnost funkcije u odnosu na
idempotentnu verovatno-
ću, 61

neprekidnost skupa u odnosu na idem-
potentnu verovatnócu, 61

nivo-skupovi funkcije, 11

od gore kompaktna funkcija, 58
otvoren skup u odnosu na idempotent-

nu verovatnócu, 61

poluneprekidnost funkcije u odnosu na
idempotentnu verovatno-
ću, 61

poluprsten, 73
princip velikih devijacija (LDP), 12

slabi, 14
prostor

Poljski, 11
Tikhonov-a, 11

pseudo integral, 78
pseudo-karakteristična funkcija, 77
pseudo-množenje, 73
pseudo-sabiranje, 73

relativna entropija verovatnosnog
vektora, 18

relativna unutrašnjost skupa, 9

skup neprekidnosti, 12

teorema Cramér-a, 28, 38
Teorema Portmanteau-a, 62, 66
tip konǎcne sekvence, 18
topologija

neodrēdena, 63
slaba, 60

uniformno eksponencijalno integrabil-
na funkcija, 69

uopšteni niz
E0-eksponencijalnǒcvrst, 71
eksponencijalnǒcvrst, 70
konvergencija, 44
LD relativna kompaktnost, 70
skupova, 44
u topološkom prostoru, 44

usmereni poredak, 43
usmereni skup, 43

zatvoren skup u odnosu na idempotent-
nu verovatnócu, 61
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Novi Sad, 1990.

[KMP00] E. P. Klement, R. Mesiar, E. Pap,Triangular norms, Kluwer Academic
Publishers, Dordrecht, 2000.

[Ko96] A. Kolesarova,Integration of real functions with respect to a⊕-measure,
Math. Slovaca 46 (1996), 41-52.

[KoMa89] V. N. Kolokoltsov, V. P. Maslov,Idempotent calculus as the apparatus
of optimization theory. I, Functional. Anal. i Prilozhen 23, no. 1, (1989),
1-14.
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