Predgovor

U teoriji verovatn@e, oblast istrazivanja principa velikih devijacija je relativho
savremena grana verovatmo Proistekla je iz istrazivanja konvergencijecslimih pro-
menljivih i verovatnosnih mera, tj. graimih teorema u verovatgo Teorija se bavi
,weoma malim” verovatncama, odnosno dodajimacije verovatn@e eksponencijal-
nom brzinom konvergiraju ka nuli, i utduje uslove za konvergenciju i precizni stepen
te konvergencije. Danas se intenzivno primenjuje u raznim drugim fundamentalnim,
kao i inZenjerskim disciplinama. U poslednjih dvadesetak godina, teorija velikih devi-
jacija je razvijana i primenjivana i u odnosu na skupovne funkcije koje nisudkasi
mere (zasnovane na operaciji sabiranja pozitivnih brojevé)skepovne funkcije koje
Su zashovane na operacijama kao 3to je npr. maksimum. Ova magistarska teza se bavi
upravo takvim pristupom teoriji velikih devijacija.

U atraktivnu teoriju nestandardnih mera kao i u teoriju velikih devijacija uputio
me moj mentor, prof. dr Endre Pap, od koga sam dobio i ideje i veliku gopno
istraZivanju. Pored prof. dr Endrea Papa, ogromnu i nésebpoma@ mi je pruzio
doc. dr NebojSa Rale¥j kome se zbog toga posebno zahvaljujem.
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Oznake

D (f) - domen funkcijef.

R =RU{—o,0} - prosireni skup realnih brojeva.
R* = [0, ).

R" =10,0).

rc- komplement skupé.

T - zatvaranje skupB.

r- unutradnjost skupB.

ol - rub skupd™.

ri (I) - relativna unutrasnjost skupa

B(x,r) - otvorena lopta u mettkom prostoru sa centromxu poluprenikar > O.
B (x) - zatvorena lopta u metikom prostoru sa centromxi poluprenikar > 0.
(x,y) - Euklidski skalarni proizvod vektoraRd.

||x|| - Euklidska norma vektorac RY.

[ lp - LP norma funkcijef € LP ().

X, - Karakteristtna funkcija skupa.

Ka - pseudo-karakterigtha funkcija skupa\.

I - indikator iskaza ili dogéajaA(IAz{ é ’ éA ):

P - verovatn@a.

Px - verovatn@a generisana stajnom promenljivonX.
Fx - funkcija raspodele skajne promenljivex.

¢x - gustina raspodele gajne promenljiveX.

E - matemaittko ocekivanje.

D - disperzija.

Cov (X,Y) - kovarijansa sl@ajnih promenljivinX i Y.
Py - koeficijent korelacije sléajnih promenljivinX i Y.
Po(0) - Poisson-ova raspodela sa parametfom

E (a) - eksponencijala raspodela sa parameteom
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4 SADRZAJ

N (m, 02) - hormalna raspodela sa parametrimac.
i.i.d. - ,nezavisne, jednako raspodeljene”&jne promenljive.

x”nioix - konvergencija u verovatoniza sli€ajnih promenljivinX,, n € N ka slita-
jnoj promenljivoj X.

Xn nio:X - konvergencija u raspodeli niza skinih promenljivinX,, n € N ka slttajnoj
promenljivoj X.

n
Sh - suma sléajnih promenljivinXy, ..., X, Si= S X.
i1

§, - srednja vrednost siajnih promenljivinXy, ..., X,, § =

Sl

n
2 X
i=1
‘Be - Borel-ovoa-polje na topoloSkom prostot.
M1(E) - skup svih verovatnosnih mera na nekom merljivom prosté&ns).
Dy - efektivni domen funkcijef : E — R.
Ps (a) - nivo-skup funkcijef : E — R.
| - funkcija stope.
19 - 3-funkcija stope.
Ly, - skup svih tipova sekvenci duzime
Tn(v) - klasa tipav € L.
H (v) - entropija verovatnosnog vektova
H (v |p) - relativna entropija verovatnosnog vektera odnosu na verovatnosni vektor
v
Ay, A\x - generatorna funkcija logaritamskog momenta.
N, N - Fenchel-Legendre-ova transformacija funkdije
V - maksimum, odnosno supremua b = max{a,b}).
A - minimum, odnosno infimuma(A b = min{a, b}).
S(f) - idempotentni integral od u odnosu na idempotentnu verovatogL

Cy (E) - familija ograntenih, neprekidnih funkcijd : E — R*.

C;,L (E) - familija ograntenih, od gore poluneprekidnih funkcifa E — R™.

Ci (E) - familija ograngenih, od dole poluneprekidnih funkcifa E — R*.

C;r( E) - familija ograntenih, neprekidnih funkcijd : E — R™ sa kompaktnim nosa-

em.
—a.e. .
— - konvergencija skoro svuda u odnosu na meru

g konvergencija u meii.

= o

L konvergencija LDP.

L konvergencija u slaboj topologiji.
IM (E) - skup svih¥ -idempotentnih verovatnosnih mera na topolo$kom prodforu



Glava 1

Uvod

Princip velikih devijacija (eng.Large deviation principle, skra&eno LDP) izu-
Cava verovatnte ,veoma retkih dog#aja”, tj. familije dogalajacije verovatn@e ek-
sponencijalno konvergiraju ka nuli, i uiuje preciznije, ako je moge, stepen te kon-
vergencije.

Savremenu teoriju LDP su uobiii S.R.S. Varadhan, Donsker, Freidlin i Wentzell
(vidi [DeZe98], [DeSt98], [VaSRS66]), ali su temelji teorije postavljeni josgteom
dvadesetog veka u sklopu Zavanja grarinih teorema u verovat@o Princip ve-
likih devijacija je naSao svoju veliku primenu u raznim oblastima prirodnih i t&ihi
nauka, kao npr. u informatici, teoriji kodiranja, obradi slika, statisij mehanici, reSa-
vanju diferencijalnih jedn@na, sli€ajnim procesima itd. (vidi [DeZe98], [DeSt98],
[BOEITuU99], [SeYu01], [VaSRS66], [FoFa99], [Fo00], [Ac90], [DoVa85], [Frwe84]).
Kao motivacija za teoriju velikih devijacija moze da posluzi skigednostavan primer.
Neka jeXn, n € N niz nezavisnih sléajnih promenljivih sa normalnim\{ (0, 1) raspo-

~ n
delama. Tada njihova srednja vredn§st % ¥ X ima normalnun’ (0, %) raspodelu,
i=1

odnosno za svake> 0 vazi

lim P (|S)[>€) =0, (1.1)
i za svaki intervala, b] vazi
~ 1 2,
imP(a<vn&<b)=— e zdx
n—oo ( - fs1_ ) \/Z-[a
Jednakost (1.1) se moZe zapisati u duhu LDP na &iedgin:
1,4 €2
li =P > =——. 1.2
nm,(n (\Sn\_s)) > (12)

Iz poslednje jednakosti se vidi da 8ajna promenljiv#én] uzima relativno velike vred-

2
nosti sa malim verovatroama reda "z . Kada slitajne promenljiveX, imaju neke
druge raspodele, tada je dr@dijeg oblika i grantna vrednost (1.2). U sekciji 2.4.1 su
prikazani primeri sa nekim vaznim tipovima raspodela. Glavni zadaci u teoriji velikih
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6 GLAVA 1. UVOD

devijacija su:

1. formulacija potrebnih i/ili dovoljnih uslova da neka familija verovatnosnih mera
konvergira u smislu velikih devijacija,

2. konstrukcija tzv. funkcije stope kojom se meri brzina tj. stepen gorepomenute
konvergencije.

U glavi 2, dat je delimian prikaz klagine LDP teorije sa verovatnosnim merama
definisanim na vektorsko-topoloskim prostoriiR8. Navedena su dva pristupa, pri
¢emu su kao glavni izvori kortgne knjige [DeZe98] i [DeSt98] u kojima se nalaze
i dokazi navedenih teorema, ali su u ovoj tezi dokazi detaljnije temia Prvi je
pristup preko entropija (teoreme Sanov-a i Cramér-a za &mmalfabete), a drugi
je opstiji topoloski pristup (R" preko generatorne funkcije logaritamskog momenta
i njene Fenchel-Legendre-ove transformacije (teoreme Cramér-a i Gartner-Ellis). U
pristupu preko entropija, razmatra se Wizn € N nezavisnih sltajnih promenljivih sa
jednakim raspodelama odfenim verovatnosnom merop pri Cemu je skup mogtih
vrednosti tih sl@ajnih promenljivih konéan. Teorema Sanov-a ufluje konvergenciju
u smislu velikih devijacija (skigeno ,LD konvergencija”) srednjih vrednosti §ljnih
promenljivinY,, n € N, pri ¢emu je odgovarafta funkcija stope konstruisana kao rel-
ativha entropija verovatnosnih mera u odnosu na nperdeorema Cramér-a pred-
stavlja reformulaciju teoreme Sanov-a, gde se funkcija stope konstruiSéekga
Fenchel-Legendre-ove transformacije. Pristup preko generatorne funkcije logaritam-
skog momenta i njene Fenchel-Legendre-ove transformacije daje uopstenjéaza slu
jne promenljiveY,, n € N sa vrednostima RY, pri éemu se odgovaraja funkcija
stope konstruiSe preko generatorne funkcije logaritamskog momenta i njene Fenchel-
Legendre-ove transformacije. Teorema Cramér-a razmatéajshezavisnih sita-
jnih promenljivihYn, n € N sa jednakim raspodelama, dok teorema Gértner-Ellis daje
uopstenje za situaciju kada ajne promenljivéY,,, n € N nisu nezavisne i sa jednakim
raspodelama. Za nekoliko vaznih raspodela jetiareata generatorna funkcija logarita-
mskog momenta i odgovardja Fenchel-Legendre-ova transformacija,gainu je za
izratunavanje ovih funkcija i za iscrtavanje njihovih grafika koes programski paket
MATHEMATICA. Na kraju glave 2 dat je kratak prikaz jedne primene teorije velikih
devijacija na lance Markov-a.

U glavi 3 dat je prikaz teorije idempotentnih verovatnosnih merénife, re€ je o
maksitivnim tj. supmerama, o specijalnim tipovima ovakvih mera, tipovima konver-
gencija idempotentnih mera, o odgovaf@m integralu zasnovanom na operacijama
supi -, njegovim osobinama, kao i o topoloSkom prostoru idempotentnih verovatnos-
nih mera. Dat je prikaz uslovnih verovatteou odnosu na idempotentne verovatnosne
mere, osvrt na metrike koje se mogu razmatrati na skupu idempotentnih verovatnosnih
mera, a koje su ziajne sa stanovista teorije velikih devijacija, navedene su i teo-
reme koje su analogoni leme Fatou-a, Lebesgue-ove teoreme monotone konvergencije,
Lebesgue-ove teoreme dominantne konvergencije, Riesz-ove teoreme reprezentacije,
itd. U poslednjoj sekciji je prikazan jedan od pristupa LDP teoriji u kojem se koriste
idempotente mere, tj. mere zasnovane na operacigpa-. Razmatra se LD kon-
vergencija standardnih verovatnosnih mera ka idempotentnoj, tj. maksitivnoj verovat-
nosnoj meri, odnosno konvergencija standardnih integrala ka integralu zasnovanom na



idempotentnoj, tj. maksitivhoj verovatnosnoj meri. Teorema Portmanteau-a daje neko-
liko ekvivalentnih iskaza koji opisuju ovakvu LD konvergenciju. Kao glavni izvor je
koriscena knjiga [Pu01].

U glavi 4 se uvodi originalni pristup teoriji velikih devijacija. Prvo je dat prikaz
strukture poluprsteng[a,b],®,©), osobina operacijab i ©, kao i najvazni-
jih tipova poluprstena. Zatim su izloZeni pojmovi mera i integrala zasno-
vanih na poluprstenu, tj. savrednostima u poluprstéfaib|,$,®). lzu€avanju
strukture poluprstenéla,b],®,®) kao i mera i integrala zasnovanih na tzv. pseudo-
sabiranju® i pseudo-mnoZenjw, veliki doprinos su dali E. Pap, E. P. Klement, R.
Mesiar, V. N. Kolokoltsov, V. P. Maslov, S. N. Samborskij, B. Schwizer, A. Sklar, J.
Aczél i drugi (vidi npr. [Acz66], [KMPO0O0], [KoMa89], [MaSa92], [MePa99], [Pa9(],
[Pa93], [Pa02] i [ScSk83]). Ovaj originalni pristup teoriji velikih devijacija se zasniva
na uvdenju pojma LD konvergencije-dekompozabilnih mera ka maksitivnoj meri,
odnosno LD konvergencije integrala baziranihgraekompozabilnim merama ka in-
tegralu baziranom na maksitivnoj meri. Kao motivacija za ovakav pristup je posluzio
rad [MePa99]. U teoremi 4.8 je prikazana jedna karakterizacija ove vrste LD konver-
gencije. Preciznije, u teoremi je dokazano da iz LD konvergencije integrala sledi kon-
vergencija odgovarafiih ,verovatn@a”, analogno twifenju iz teoreme Portmanteau-a
(vidi [Pu01]).
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Glava 2
Princip velikih devijacija

2.1 Poma@na tvrdenja i pojmovi

U ovom odeljku se ukratko navode nekadenja i pojmovi iz teorije mere, inte-
grala i konveksne analize koji su neophodni u dokazima teorema LDP teorije. O ovoj
temi moZete detaljnije @ npr. u [Pa82], [RuWa87], [HaOl90] i [MaJo89].

Definicija 2.1 Za neprazan, konveksan sklipu vektorsko-topoloSkom prostoru nad
poliemR, relativna unutrasnjost skupal” (eng.relative interior), u oznaciri (I'), je
skup

ri(r)d:ﬂ{xe M vyerl,3>0 x—gly—x)erl}.

Nejednakost Jensenéa biti kori€ena u nekom od sleda tri oblika.

Teorema 2.1 (Nejednakost Jensen-alNeka jeM o-algebra naQ, i neka jep pozi-
tivna mera na?M takva da jeu(Q) = 1.

(a) Ako jef : Q — R funkcija izL* (n) takva da jef (Q) C (a,b) C (—o, ), i ako
jed:((,a),b) — R konveksna funkcija nga, b) C R, tada vazi

Z Z
¢ fdu| < (¢of)dp
Q Q
Specijalno:
(b) za realnu funkcijuf € L* (1) nad skuponf vazi
Z Z
exp fdu| < exp(f)duy
Q Q

(c) za pozitivnu realnu funkcijd € L* (1) nad skuponf vazi

9



10 GLAVA 2. PRINCIP VELIKIH DEVIJACIJA

VA Z
exp Infdu| < fdp
Q Q

U dokazu teoreme Cramér-a se koristi sfeglevdenje i nejednakosti.

Lema 2.1 Neka jen € N i neka je{ (a1 (€),...,an(€)) | € € (0,00)} familija n-torki
nenegativnih realnih brojeveg((€) > 0). Tada vaZzi

limsup (sln ia. (s)) = ie{rr11ax limsup(elna (¢g)).

e—0t \  i=, @/ &b n} g0t

Teorema 2.2 Za slucajne promenljiviX i Y, kao Borel-merljive funkcije, ukoliko pos-
toje odgovarajuta (konatna) matematicka ocekivanja, vaze sledete nejednakosti:

(&) Nejednakost Schwarz-a (Cauchy-Bunyakovskii) ako postoje konacni mo-
menti drugog reda slucajnih promenljiviki Y, tada jeE (|XY]) kona€no i vazi

(E(IXY])? < E(X?)E(Y?).
(b) Nejednakost Lyapunov-azaO< p<qje
1 1
(E(X[?)? < (E(IX])s.
(c) Nejednakost Hélder-a zap>1,q>1, % + % =1lje
1 1
E(IXY]) < (E(IX[))P(E([Y]F)s.
(d) Nejednakost Minkowski-a zap> 1je
1 1 1
(E(IX+Y[P)p < (E(IX[P)P +(E(]Y[?))P.
Teorema 2.3 Neka jeX slu€ajna promenljiva i neka jg nenegativna, parna Borel-

merljiva funkcija sa vrednostimaR, koja je neopadajuca nf,«) i takva da postoji
E(g(X)). Tada za svake > 0 vazi

E(9(X))
P(IX|>¢) < OB

Specijalno, za(x) = |x|", gde jer > 0, dobijamo

(a) nejednakost Markov-a
E(X]")

e’

P(IX]>¢) <

(b) nejednakost Chebyshev-a

E([X—E(X)?
o x—E00138) <\ - ):Dg>

)

n
Teorema 2.4 Neka suXy, ..., X, nezavisne slucajne promenljive i nekeje= 3 X.
i=1
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(a) Ako jep > 0i postojeE (|%|P) € R, tada
(a.1) zaO< p< lvaii
E(SIP) < 5 E(XIP)
(a.2) zal < pvaZi
E(SIP) <5 E(X[7),

(b) Za svakad > 0 vazinejednakost Chebyshev-a
P(Sh>x) <e™E(e%)
(odnosndP (&5 > &%) < e™™E (é)).

U ovoj magistarskoj tezi, be u ovoj glavi prikazana konvergencija u smislu velikih
devijacija klastnih verovatnosnih mera definisanih na vektorsko-topoloSkom pros-
toru RY, koji je vrsta tzv. Poljskog meitkog prostora (vidi [DeSt98]). U glavi 8e

biti prikazan pristup sa idempotentnim verovatnosnim merama koje su definisane na
topoloskom prostoru Tikhonov-a (vidi [Pu01]).

Definicija 2.2 Poljski prostor je kompletan, separabilan metricki prostor.

Definicija 2.3 Prostor Tikhonov-a je topoloSki prostolE u kojem je svaki konacan
skup zatvoren, i u kome za svaki zatvoren skupsvaku tatkuxg € E \ F postoji
neprekidna funkcionel&: E — R takva da jef (xo) =0i f (x) =1, x e F.

2.2 Osnovne definicije i tvidenja o LDP

Neka jeE topoloSki prostor i neka j¢E,B) merljiv prostor. Neka jeM1(E)
skup svih verovatnosnih mera ri&,8). Ozn&imo saB: Borel-ovu c-algebru na
E. Smatr&emo da su svi verovatnosni prostori koji se pojavljuju kompletnicgrao
tako i zaBg smatrati da je kompletirana Borel-ozaalgebra néE.! NajceZe ce se
razmatraju Poljski prostoft, i situacija kada jeBe C B. Ovdetemo se ogragiti na
vektorsko topoloSke prostoie

Za funkciju f : E — R definidemamivo - skupove

lIJf(O()dzef{er| f(x)<a},acR,

i efektivni domen

D ®UXEE | f(X) <]

U teoriji velikih devijacija, osim formulacije potrebnih i/ili dovoljnih uslova da
neka familija verovatnosnih mera konvergira u smislu velikih devijacija, zadatak je i
odrediti ,,brzinu” te konvergencije. Meru LD konvergencije predstavlja funkcija stope,
za koju se u teoremi 2.5 pokazuje da je jedinstvena, ukoliko postoiji.

1Razmatrane verovatnosne mere su kompletne.



12 GLAVA 2. PRINCIP VELIKIH DEVIJACIJA

Definicija 2.4 Funkcijal : E — [0, ] je funkcija stope (eng.rate function) ako je
od dole poluneprekidna (dakle, ako su nivo skuppvia) zatvoreni potskupovi &
za svakax € [0,)). Funkcijal : E — [0, ] je dobra funkcija stope (eng.good rate
function) ako su nivo skupow, (o) kompaktni podskupovild za svakax € [0, «)).

Napomena 2.1 Posto posmatramo samo metricke prostargpoluneprekidnost odoz-

do neke funkcijef : E — [0,o0] moZe da se proverava pomotu nizova,ftje pol-

uneprekidna odozdo ako i samo akdi!(air;(f f (xn) > f(X) za svakox € E i svaki niz
n~>

*n, N € N elemenata prostor& koji konvergira kax.

Kao pomani alat u dokazivanju nekih od narednih teorema se kad¥ifitnkciju stope,
koja u opStem skaju nije funkcija stope.

Definicija 2.5 Za svaku funkciju stopki svakod > 0 definiSemm-funkciju stope
(eng.3-rate function) 19 : E — [0,) sa

13(x) E'min{1 () —3,1}, xeE

Napomena 2.2 Smatratemo da je infimum funkcijenad praznim skupom jednak
(im;)f (X) = o).
Xe

Nadalje u tekstu s }.. o 0zna&avamo familiju verovatnosnih mera &a dakle
{Me}ew0 € M1(E), pri Cemu familija ne mora biti indeksirana sa> 0, veC se moze
posmatrati bilo koji skup pozitivnih indeksdja adherencija sadrzi nulu. Sledi glavna
definicija u teoriji velikih devijacija.

Definicija 2.6 Kazemo da{pe}.., € M1(E) zadovoljava princip velikih devijacija
sa funkcijom stopel (eng.satisfies large deviation principle with rate functionl),
skraceno{ |k }¢. o zadovoljavalDP, ako za svakd € B vazi

—infl(x) < Iimg)rlf (elnpe (M) < limsup(elnpe (M) < —inf 1 (x). (2.1)

xer £e—0t xel

Vrednosti—infl (x) i —infl(x) éemo skrateno zvati i oznaCavati kao levu granicu
r xel

xer
(LB) odnosno desnu graniquB) nejednakost{2.1).

Za skupl' € B kaZzemo da je-skup neprekidnosti (eng.l-continuity set) ako je
inf I (x) = inf1 (x) £"ir. (2.2)
£ xel

xer

Napomena 2.3Funkcijal® nije funkcija stope, ali se koristi pri ispitivanjlB) jer za
svaki skug” vaZiéIirBL inﬁ|5(x) = in;l (x), odakle sledi da j¢UB) u (2.1) zadovoljeno
— Xe Xe
ako i samo za svakd> 0i svaki merljiv skugd™ vaZzi
limsup(einpe (M) < —inf 19(x).
xel

£—0t
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Ukoliko familija verovatnosnih mera LD konvergira, funkcija stope kojom se meri ste-
pen te konvergencije je jednoZite odrélena, Sto je tenje sledee teoreme (vidi
npr. [DeSt98]).

Teorema 2.5 Ako {e }..o € M1(E) zadovoljava princip velikih devijacija sa nekom
funkcijom stope, tada je ta funkcija stope jednoznacnodsta.

Dokaz: Pretpostavimo ddyk }.. o € M1(E) zadovoljava princip velikih devijacija
sa dve funkcije stoph i I, i dokazimo da jd1 (x) = I2(X) za proizvoljnox € E.
Korak 1: Posto suy, k € {1,2} od dole poluneprekidne funkcije, za njih vazi

Ik (X) = lim inf lx. Naime, ako pretpostavimo daljgx) > A= lim inf |y, tada
k(X) i, dnf. Ik pretp je(x) > [, nf Ik

za svakap = %, n € N postoji nekox, € B(x,ry), pri cemu je tadz%im Xn =X, ali

nije Ii)mir)l(f Ik (Xn) > Ik (x) (drugim re€ima, npr. i, (W) nije zatvoren skup),
Sto ne moZze biti jer jé&, kao funkcija stope, poluneprekidna od dole.
Korak 2: Realne funkcijegk : (0,0) — [0,00], gk (r) = Bi(nf)lk Su monotono
X,r

nerastée, te stoga mogu imati najviSe prebrojivo mnogtatea prekida.

Korak 3: U svakoj t&ki r neprekidnosti funkcijegy vazi Bi(nf)lk = inf Iy,
X,r B(X_’r)
odnosno za svaku thlu r neprekidnosti funkcijey je B(x,r) skup neprekidnosti
funkcije I, te u svakoj taki r u kojoj su obe funkcijey neprekidne vazi

inf 1y =— lim el B = inf I,.
ot 1=~ lim eln (ke (BOor))) = nf 12
Korak 4: Posto je inf I3 = inf I, u svakoj t&ki neprekidnosti obe funkcije
B(x,r) B(x,r)

Ok, a taj skup téaka neprekidnosti je gust(0, ) (tj. postoji niz t&€akarp, n€ N

u kojima su obeyk neprekidne ilim r, = 0), sledi lim inf I = lim inf Iy,
n—0+t r—0t B(x,r) r—0t B(x,r)

odakle, za proizvoljno odabramoe E, na osnovu koraka 1 Sletii(x) =l(x). O

Kao Stoce se kasnije videti, iako je funkcija stope jedndamaodréena, ona se
moZe konstruisati na vise Giaa.

Pri ispitivanju ili dokazivanju LDFEesto se koristi sleda teorema.

Teorema 2.6 Familija verovatnosnih merdy }.. o € M1(E) zadovoljava princip ve-
likih devijacija sa funkcijom stopkako i samo ako

(UB) za svakax < o i svaki merljivi skug™ za koje jel” C (or)c vazi
limsup(einpe (M) < —a, (2.3)
+

E—

(LB) za svako € 2y i svaki merljivi skug™ za koji jex € [ vazi
Iimg)rlf (enpe (M) > =1 (x). (2.4)
£—

JoSceZe se, pod oddenim uslovima, dokaz nejednakosti (2.1) izvodi tako Sto se,
s jedne strane samo za zatvorene skupove dokazuje prva nejednakost u (2.1), i s druge
strane samo za otvorene skupove dokazuje poslednja nejednakost u (2.1). Opravdanje
za takav postupak daje slddeteorema.
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Teorema 2.7 U tipicnom slucajuBe C B, familija {pe }.. o € M1(E) zadovoljava.DP
sa funkcijom stopkako i samo ako

(UB) za svaki zatvoren skup C E vaZzi

limsup(einpe (F)) < —inf 1 (x), (2.5)
£—0t xeF

(LB) za svaki otvoren sku@ C E vazi
imi > i . .
"JE{{F (elnpe (G)) > )I(Qél (x) (2.6)

Kao 5to je izlozeno u narednoj definiciji, mazpije govoriti i 0 LD konvergenciji
u nesto slabijem smislu od onog iz osnovne definicije (2.1).

Definicija 2.7 Pretpostavimo da svi kompaktni podskupovEggripadaju‘B. Kazemo
da familija {pe}..o € M1(E) zadovoljava slabi LDP sa funkcijom stopel (eng.
satisfies weak_DP with rate function 1), skrateno{|k }. o zadovoljava slabiLDP,

ako(UB) u (2.3)vaZzi za svaka < o i svaki kompaktan podskup dd (a)c, a(LB)u

(2.4)vazi za svaki merljiv skup.

Postoje familije verovatnosnih mera koje zadovoljavaju slabi LDP sa nekom do-
brom funkcijom stope, a ne zadovoljavaju LDP ni sa jednom funkcijom stope (vidi
npr. [DeZe98])).

Za neke familije verovatnosnih mera specijalnog tipa, dovoljno je ispitati neke
slabije zahteve za njihovu LD konvergenciju. Naredna definicija i teorema govore o
jednoj takvoj klasi verovatnosnih mera.

Definicija 2.8 Pretpostavimo da svi kompaktni podskupovEggripadajuB. Kazemo
daje familija{ e }¢. o € M1(E) eksponencijalnoCvrsta (eng.exponentially tight) ako
za svakax < o postoji kompaktan skuig, C E takav da je

Iimsup(slnp@ (KS)) < —a. (2.7)

e—0t

Teorema 2.8 Neka jel : E — [0, ] funkcija stope. Za eksponencijalno €vrstu familiju
{He}e-0 € M1(E) verovatnosnih mera vazi:
(a) Ako za funkciju nejednakos(2.3) vazi za nekax < o i sve kompaktne pod-
C

skupove od; (a) , tada nejednakos.3) vazi i za sve merljive skupoVeza
koje jel’ C (a)c.
Specijalno, u slutajuBe C B, ako nejednakosf2.5) vazZi za sve kompaktne
skupove, tada vazi i za sve zatvorene skupove.

(b) Ako(2.4)vazi za sve merljive skupove, odnogB®) vazi za sve otvorene sku-
pove u slutajuBe C B, tada jel dobra funkcija stope.

Dokaz: Dokazujemo da vaZze (UB) u (2.3) i (LB) u (2.4).
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(UB) Posmatrajmo proizvoljino < o i merljiv skup ™ € B za koji jel” C (a)c.
Kako je familija {pe}¢.q € M1(E) eksponencijalnd@vrsta, postoji kompaktan
skupKq takav da je

Iimsup(slnue (KGC)) < —a. (2.8)

e—0t
Primetimo da jefr NKy € B i Ké € B. Iz relacijel C (FTNKq) UKC(c i os-
obina pozitivnih mera sledi da vapi () < pe (TNKa) + He (Kg) odnosno
elnpe (M <eln (pe (TNKg) + Me (K;)) odakle sledi
limsup(elnpe (M) < Iimsup(sln (ue (TNKa) + Me (Ké))),
e—0t

e—0t

te se primenom leme 2.1 na vrednost na desnoj strani prethodne nejednakosti

dobija
limsup(elnpe (M) <

e—0t
. —3 . C
< max{llm:sup(slnp€ (TNKq)), lim sup(slnp€ (Kq)) } . (2.9
[ e—0t+
S druge strane, skupn Ky je zatvoren i kompaktan (kao presek zatvorenog i
kompaktnog skupa), i pri tome 1z C (O()c sledi daje iFNKy C Y (a)c, te
po pretpostavci teoreme sledi dalza Ky vazi nejednakost (2.3), dakle
limsup(elnpe (TNKq)) < —a. (2.10)
e—0t

UvrStavanjem (2.8) i (2.10) u (2.9) sledi @enje.

(LB) Neka jea < o proizvoljno. Posto je familijg e }.. o € M1(E) eksponencijalno
¢vrsta, postoji kompaktan skufy, za koji vazi (2.7). Skup(o(C € B je otvoren,
te za svakx € Kg vazi (2.4), odnosno

I (x) (2§4)—Iiminf (slnuE (Ké)) > —Iimsup(slnp€ (Kg)) (2>'7)0(.

e—0t e—0+

Odavde zakljgujemo da id (X) < o sledix € K, te se dobija
xeg (o) = IxX<a = ngg = XeKq.

Dakle, vaziys (a) C Kq, te je zatvoren skugps (o) kompaktan jer je podskup
kompaktnog skup&y. Posto sve ovo vazi za proizvoljmoe [0, ), | je dobra
funkcija stope. 0

Posledica 2.1Ako eksponencijalno Cvrsta familijiie ..o € M1(E) verovatnosnih
mera zadovoljava slaliDP sa funkcijiom stopé, tada jel dobra funkcija stope i
{Ve} ¢~ zadovoljave DP.

U naredna dva primera, magistarska teza daje ilustraciju LD konvergencije za dve

jednostavne familije verovatnosnih mera.
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Primer 2.1 Neka jeE = R? i B = B,.. Posmatrajmo tatkep = (1,1) € R? i lopte
B,=B (xo, n—lg) n € N. Neka sy, n € N verovatnosne mere koje redom odgovaraju
slu€ajnim promenljivam&, sa uniformnim (B,) raspodelamaX, ima gustinu ras-

n6
podeled, (x) = { g » XEBy ). Za verovatnosne meig, vazi i, (Bn) = 1, pri

) X ¢ Bn
¢emu niz loptB, ,teZi” ka taCki xo. Familija verovatnosnih mergy },.., zadovoljava
LDP sa dobrom funkcijom stople(x) = { 05 ’ iix . Naime,! je ocigledno

dobra funkcija stope, a za proizvoljni merljiv sklipe B proveravamo nejednakosti
(2.1)diskutujuti po slutajevima:
(a) slucajxg € r:
u ovom slu€aju je-infl = —infl =0, a s druge strane vaZi
° r
2
dng,¥yn>no, BaCl = 3dno,Vn>no, 1=pn(Bn) < (M) =
= 3ne,n>no, (M =1 = 3np,¥n>no, ZInp, (M) =1In1=0
tako da nejednakos{R.1) vaZe jer su u njima svi izrazi jednaki nuli;

(b) slutajxg T

u ovom slu€aju je- infl = —infl = —o0, a s druge strane vazi
o F
:

g, ¥n>no, TNBy=0 = 3no,¥n>ng, 2npp (M) =Lin0= -
tako da nejednakosfR.1) vaze jer u njima svi izrazi imaju vrednosto;

() slutajxo € ar =T\ T

u ovom slu€aju je-infl = — i —infl =0, a s druge strane vaZi
o F
¢

Linpn (M) = Linp (M NBn) = Lincy
gde jec, € [0,1], tako da je
a= liminf (2Inpn (M) € [~,0] A b= Iirlsogp(%lnun(r)) € [~,0]

pa nejednakos{i2.1) vaze jer je zadovoljenew <a< b < —co.

Primer 2.2 Neka jeE = [0, ) sa standardnom topologijom indukovanonRiz neka
je B = Bjgm). Oznatimo sa ., Lebesgue-ovu meru rj@, »). Zae > 0 definiSimo

. 1« . N
funkciju fg : [0,00) — [0, oo)zsa fe(X) = gefé. Zatim za svake > 0 definiSemo verovat-

nosnu merye sap (A) =  fedAjgw), A€ B (radi se o verovatnosnim merama jer je
ya A
fedA|0.) = 1). Familija verovatnosnih mergyk }..o zadovoljava DP sa dobrom
[0,00)
funkcijom stopé (x) = x. Naime,| je oCigledno dobra funkcija stope,l&DP prover-
avamo dokazuju@UB) i (LB) iz teoreme2.7:
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(UB) Neka jeF C [0,) zatvoren skup, i neka je, b] najmanji zatvoren interval koji
sadrziF, ili posmatramo najmanijja,«) 2> F akoF nije ograni¢en odozgo. U
oba sluCaja jea € F [+] te vazi

R P, x
limsup(elnpe (F)) = Iimsup(sln fgd)\[o,oo)) < Iimsup(sln ieadx) =
F ' a
o

£—0T -0t e—0"
. b . .
- hmsup(sln (e—%1 —e‘E)) < I|msup(sln ?) =limsup(e(—2)) =
e—0t e—0t e—0t+
.
=-—a=—infl(x).
xeF ( )

. . S
(LB) Neka jeG C [0,») otvoren skup. Tada j& = — (an,bn) za neke otvorene
neN
intervale(an,bn) C [0,). Za svaka € N vaZi

R Rn X
liminf (elnpe (G)) = liminf (sln fsd)\[opo)) > liminf <s|n ieadx) =
an

-0t -0t G -0t
- _an _bn

= liminf (sln (e e —€ ¢ )) = —ay
e—0t

jer je (primenom I'Hospital-ovog pravilés])
In (e*% — e*bT”>

. _an  _bn .
lim sln(e e —e e>: lim —g =
e—0t e—0t H
by bn—
o] . @ge € —bpe E : —bpe e
[—] _ ||m an—n — _ ||m anni — _
o o+ —an _bn B o+ _bp-an T an.
&= €t —€ ¢ &= l-e =

Posto smo dobili déim Lrlf elnpe (G) > a, vaZi za svakay, sledi
E—!

- - _ .
liminfelnpe (G) > ,'12123” inf 1 (x)

e—0t xeG

2.3 Kombinatorne tehnike za kon&ne alfabete i teore-
me Sanov-a i Cramér-a

U ovom odeljkuce biti razmatrane stajne promenljive sa vrednostima u kon-
atnom skupu (alfabetuy = {aj,ay,...,an} (N = |Z[|), odnosno LDP za empirijske
mere sl@ajnih promenljivih sa vrednostima u skupikao i za odgovarajte empiri-
jske aritmettke sredine. U ovom s@aju svakoj verovatnosnoj matic My(Z) odgo-

a a ... ay
H(a) M(@2) ... H(an)

N
identifikovati sa skupongy = {(xl,...,xN) ERN| Vi, >0A 3 x= 1}. Vero-
i£1

vara zakon verovatrie? ( ) te se skupM1(Z) moze

vatnosne mer@ € My(Z) €e stoga nekad biti nazivanivierovatnosni vektori. To-
pologija na skupts je indukovana standardnom topologijom prost& Saz, ce

2Skreteno pisemai(a;) umestau({a;}).
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biti oznaen ,nos&” zakona verovatntep € M1(2), tj. 2, = {ac€ > | pu(a) > 0}. Za
familiju slu¢ajnih promenljivih, termin ,nezavisne, sa jednakim raspodelarealalje

u tekstu biti oznéavan skréenicom i.i.d. (eng. "independent, identicaly distributed”).
Neka suYy,Ya,...,Yy,... ii.d. slu€ajne promenljive sa vrednostima u skupuras-
podeljene po verovatnosnom zakonu, tj. po verovatnosnoj pmerMi(%) (odnosno
Va €3, P(Yi=a) =u(a)).

Definicija 2.9 Tip L} konacne sekvence = (y1,...,yn) € Z" (eng.type L of a fi-
nite sequencey) je empirijska verovatnosna mera (zakon raspodele) koja odgovara
sekvenci (uzorkuw), tj.

def
LY (L (), -, L (aw))
. 12 . L . : L.
gde jeL) (&) = = Z X, ., i€{L,...,N}. SaL, €e biti oznacen skup svih mogutih
n& {ai=w}

tipova sekvenci duzine

Dakle, Lt = (LA (a1),...,LA (an)) € Ma(Z) je empirijski zakon raspodele (empiri-
jska verovatnosna mera), i} (&) je relativna frekvencija pojavljivanja elemerdau
sekvencyy,...,yn, i Ln={L} | y € ="} C RN. Za sliEajni vektorY = (Y1,...,Y) je
LY slutajni element skupd,.

Definicija 2.10 Klasa tipav € Ly (eng.the type clas$je skup

Ta(v) € {yes" | LY =v}.

U narednim razmatranjima se Koristi konvendjan0 0 0. Ing 0. za emp-
pirijsku aritmettku sredinu sl@ajnih promenljivihy; tj. odgovaraj@ih verovatnosnih
mera, jedan od rf@na konstrukcije funkcije stope je portw uslovnih entropija. Kao
Sto je pokazano u lemi 2.2, tako konstruisana funkcija stope imalededepe osobine.

Definicija 2.11 Entropija verovatnosnog vektorav € M1(Z) je vrednost
N

H(v) dﬁf—Zv(a)lnv(ai).

i=
Relativna entropija verovatnosnog vektorav € M1(Z) u odnosu na verovatnosni
vektor p € My(Z) je vrednost

der < ) (a3
H(v\p)_i;v(a.)lnu :

FunkcijaH je nenegativna, va#i (v) = 0 ako i samo ako je (g) = 1 za neko
ie{l,...,N} (i Vj#i, v(a;) =0), a maksimalnu vrednost N funkcijaH dostize u
takiv=(&,....%)-
Lema 2.2 Neka jep,v € My(Z), ineka jeS, = {v e My(Z) | £, C 5,}. Vazi

(@) H(- W :My(Z) > R".
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B HV[W=0 & v=p

(c) SkupsJl je kompaktan Dy ) = S (Su je efektivni domen funkcijd (- | W), tj.
H|W =0  %,C5).

(d) FunkcijaH (- |p) je neprekidna na skupg,.

(e) H(-| W) je dobra funkcija stope.

Dokaz: Tvrdenje pod (a) sledi primenom nejednakosti Jensena (teorema 2.1 pod
(a)) na konveksnu funkcijxInx. Tvrdenja (b) i (c) slede neposredno iz defini-
cije funkcije H (- [p). Kompaktnost skup&, je cCigledna, aDy;. | = S, sledi
neposredno iz definicije funkcijd (- | 1). FunkcijaH (- | p) je neprekidna na skupu
Dh(. | = Sujer je jednaka kompoziciji neprekidnih funkcija, adenje (e) sledi iz
tvrdenja (c) i (d). ]

Primer 2.3 Na primer, neka j& = {a,b,c,d} (dakleN = 4), n=5 i posmatrajmo
sledete verovatnosne mere - elemente skigpa

b =(1,0,0,0,0, = (20,%00), wmw=($020,0),

W= (%0220, w=(535353535), M=(3735 115

Za navedeng;, na primer, vaZi

T5(p2):{(a a,a,ac),(aaaca),(aacaa),(acaaa),(caaaa)l,
M) = H (h2) ~ 0.500402 H (u3) ~ 0.673012
p4)%105492 H(s) ~ 1.60944  H (i) ~ 1.29965

H (
H (
H (b |ps) ~1.60944  H (u|pe) ~ 0.693147
H (us | e) ~ 0.331374 H (ls | ps) ~ 0.309787

Neka suYi,...,Yy,... i.i.d. slu€ajne promenljive raspodeljene po verovatnosnom
zakonup € M;(%), i neka je s&Py, ozna&ena verovatnosna mepd koja odgovara nizu
slu€ajnih promenljivihy;. Relacije prikazane u narednoj lemi sluZze za dokaz teoreme
Sanov-a. Teorema Sanov-a ima i istorijski zajgkao jedna od prvih formulacija prin-
cipa velikih devijacija (vidi [Sa61]).

Lema 2.3 Neka jev € L.
(@) VY € Ta(v), Pu((Ya,...,Yo) —y) = e HWHHOIW),

(b) <n+1>Ne””<“> < [T (v)] < €M)
© 11>Ne‘””(““)<Pu(L5*Y1 """ =) e,
n-+

Teorema 2.9 (Sanov)Za svaki skup verovatnosnih vektdra& M4(X) vazi
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IN

—infH(v[p) < Iirrpinf%mPu(Lxer)

ver

< limsupiinP, (LY er) < —infH (v[p).
ve

- n—oo

gde jefi unutradnjost skup& C Sy.2

Sledi verzija teoreme Cramér-a za kéna alfabete, koja je posledica teoreme
Sanov-a. Neka sMy,Ys,...,Yy,... i.i.d. slutajne promenljive sa vrednostima u kon-
atnom alfabetly = {ay,ay,...,an} | raspodelom odigenom verovatnosnom merom
He My(Z2), i neka je pritomey, = 5. Za funkcijuf : 3 — R su sli€ajne promenljive
X = f(Yi), i € Ntakade i.i.d., pricemu bez gubitka opStosti moZzemo pretpostaviti da
jef(a) < f(ap) <...< f(an).

n

Neka je§, = r—l] ZXi. Teorema Cramér-a uspostavlja LDP z&sajau promenljivu

1=

S.. Neka nadalje vaze slede oznake:

> K = [f(a1), f (an)] (primetimo da sléajna promenljivaS, uzima vrednosti u
kompaktnom skupi),

> f=(f(a),f(a2),...,f(an)),

. . 10
> LY = (LY (a1),...,LY¥ (an)), gde jeY = (Y,....Yn) i Ly (&) = = Xya)
n & " a}
i €{1,...,N} (vidi definiciju 2.9),
def, o
>AR—R, AN EIn le(a)eww,
=
5 1R —[00], 1(X) %" inf Hv|p.
v: (fv)=x
Primetimo da je
~ n
S=3 f@ly @)=L,
te stoga za svako € N i svakoA C R vaZi
SeA & Lle{v]| v eA}.
Teorema 2.10 (Cramér) Za svaki sku@A C R vazi
—infl(x) < liminfZInPy(S€A) <
XEA . _
< Ilrlsogp%ln Pu(SieA) < —)I(I;];l (x),

pri Cemu je funkcija stopeneprekidna na skupli, i vazi

[ (x) = fgli){)\x— AN}

3U odnosu na topologiju indukovanu standardnom topologijom pro&Ura
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Naravno, za neke skupov¥eC R postoji i granéna vrednosgim % InPy (én € A).
Sledé&e tvdenije sledi iz neprekidnosti funkcijena skupuK.

Tvrdenje 2.1 Ako je za skup\ C R zadovoljenA C A C K, tada vazi

1 - .
lim ﬁInPH(SneA) :—)l(QLI (X).

n—oo

2.4 Teorema Cramér-a

Teorema Sanov-a je vezana z&sle promenljive sa kogaim skupom vrednosti.
Teorema Cramér-a je zéajno uopstenje teoreme Sanova. Ona uspostavlja LDP za niz
verovatnosnih mera koje odgovaraju raspodelama niza srednjih vrednosti nezavisnih
sluéajnih promenljivih sa jednakim raspodelama (i.i.d.) i vrednostink& u

Neka su nadalj&y, Xo, ..., X, ... i.i.d. slutajni vektori sa vrednostimaRY, ras-
podeljeni po verovatnosnoj megie M;(R?) (dakle VA € Bya, P (X € A) = p(A)),
n
neka jex = E(X), neka jeS, = % lei i neka jey, verovatnosna mera po kojoj je
i=

raspodeljena skajna promenljives,.

Definicija 2.12 Funkciju/, : RY — R definisanu sa
Au(N) d:eflnE(eW@), AeRd (2.11)

nazivamogeneratornom funkcijom logaritamskog momentakoja odgovara vero-
vatnosnoj merji (eng.logarithmic moment generating functiory).

Napomena 2.4 Generatorna funkcija logaritamskog momenta se naziva g&hera-
tornom funkcijom kumulante (eng.cumulant generating function).

Osim Sto predstavlja uopStenje teoreme Sanov-a, teorema Cramér-a daje joS jedan
metod za konstrukciju funkcije stope koja koja odgovara familiji verovatnosnih mera
M, N € N. To je konstrukcija putem Fenchel-Legendre-ove transformacije genera-
torne funkcije logaritamskog momenta, za kégi biti pokazano da je, pod dodatnim
uslovima, i dobra funkcija stope.

Definicija 2.13 Fenchel-Legendre-ova transformacijageneratorne funkcije logari-
tamskog momentay, je funkcija/\;; : RY — R definisana sa
« oy def
AL(x) = su5{<x,x>f/\p(x)}, x e RY (2.12)
AER

4Na osnovu zakona velikih brojeva, ako postojioje je kon&no i ako jeD (X) = E [(Xi 4’()1 < oo,

tadaf%%)’(. To za posledicu ima dajrgm Hn (F) = 0 za svaki zatvoren skup € Bga za kojix ¢ F.
SDefinicija funkcije/\, ne zavisi od jer sve slgajne promenljive; imaju istu raspodelu.



22 GLAVA 2. PRINCIP VELIKIH DEVIJACIJA

Napomena 2.5Nekada ¢e sd\x biti oznatena generatorna funkcija logaritamskog
momenta koja odgovara verovatnosnoj meri koja odgovara slu¢ajnoj promenljivoj (slu-
tajnom vektoruX, a saAy e tada biti oznaCena njena Fenchel-Legendre-ova trans-
formacija.

Generatorna funkcija logaritamskog momenta i njena Fenchel-Legendre-ova trans-

formacija imaju neke lepe opSte osobine. Kasbgese videti da pod dodatnim uslovi-
ma funkcija/\;; ima jo$ dobrih osobina koje, za konkretne familije verovatnosnih mera
omogLtavaju lakSe izrdunavanje levog ogratenja (LB) i desnog ograéénja (UB) u
osnovnoj relaciji (2.1).
Teorema 2.11 Osobine generatorne funkcije logaritamskog momenta:

(@) VA € RY, Ay(A) > —eo, 0dnosna\, : RY — (—eo, 00);

(b) Au(0) =0;

(c) Ay je konveksna funkcija.

Dokaz:

(a) Octevidno je .
E (e@*m) = e?‘1>‘1+"'+’\d"ddF><i (X1,...,X4) >0
R

za svako\ = (Ag,...,Ag) € R,
(b) Sledi na osnovu definicije generatorne funkcije logaritamskog momenta.
(c) Neka jeN,\" € RYi 6 € (0,1); primenom nejednakosti Hélder-a (teorema 2.2)

/ 0 "y 1-8
za sli&ajne promenljiveX = (e<A *)(‘>) Y= (e<A ,x.>)( "iza p=3>1i
q= 15 > 1 dobijamo

e [(o070)° (e20) 7] < (e [e5]") (e [e02) )

odakle, posto jén monotono rastta funkcijaf+], sledi

Au(BN +(1—8)\") =InE [(e@”m)e (e<)‘”’xi>) (19)} g

<o (o) e o) ) -

—BInE [e<”=>@>} +(1-8)InE [e<”->ﬁ>] = BAL(N) + (1—B)AL(A").

Teorema 2.12 Osnovne osobine Fenchel-Legendre-ove transformacije:
(@ A RY— [0,00];
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(b) A\ je konveksna funkcija;

(c) A je funkcija stope.
Dokaz:

a) Posto jeA, (0) = 0, za svakoa € RY je
(@) A J

A (x) :Asup{<)\,x> —Au(N)} > (0,x) — AL (0) =0.
€Rrd

(b) Nekajex',x" € RYi 8¢ (0,1); konveksnost funkcijé\* sledi iz njene definicije:

N (BX 4 (1-0)x” —sup{}\ex+(1 8)x") N} =
AeRrd
—ASL%E{ —OAL(AN) + (1-B)(AX") — (1-B)Au(A)) } <
< sup{B(A,X) —B6AL(A) } + sup{((1—B)(A,X") — (1—B)AL(A))} =
AeRd A€Rrd

= OAL(X) + (L - B)AL (X").

(c) Dokaz da je funkcija/\; od dole poluneprekidna moze da se izvede ptumo

nizova (vidi napomenu 2.1). Nekajg € RY, ne Ni x € RY takvo dax, — x.
Za svaka\ € RY, zbog neprekidnosti skalarnog proizvdgavazi

Iimiqf N (%) > Ii)r(mr;f [(A%n) —Au(N)] =

= fiminf (8, %) — Au(A) 2 (A%) — Au (),

odakle se dobija
liminf Aj (%) > sup[(A,x) = Au(A)] = Aj (%) -

Xn—X AeRd O

2.4.1 Teorema Cramér-a uR

Dakle, neka si; i.i.d. slucajne promenljlve raspodeljene po verovatnosnoj meri
takve da postojk = E (X)) € R, neka je§, = ZX. (neN), i neka jey, verovatnosna

mera po kojoj je raspodeljer&.

U dokazu teoreme Cramér-achi kori€ene i sledee osobine funkcija\, i A}
Osim toga, navedene osobine funkalg obezbéuju lakSe izraunavanje levog ogra-
nicenja (LB) i desnog ograéénja (UB) u osnovnoj relaciji (2.1).

Lema 2.4

(a) Ako jeDp, = {0}, tada je/\; = 0.
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(b) Ako jeA,(Ag) < 0 za nekd\g > 0, tada jex < oo (tj. X € [, 0)). AKO jeX < oo,
tada za svaka > X vaZi

A (x) = sup{Ax—Au(\) } (2.13)
A>0
i za svakax > X je A\, (x) je neopadajuca funkcija.

(c) Ako jeAu(Ag) < o za nekohg < 0, tada jex > —o (tj. X € (—,]). Ako je
X > —oo, tada za svaka < X vaZi

A (x) = sup{Ax—Au(N) } (2.14)
A<0

i za svakax < X je [, (X) je nerastuca funkcija.
(d) Ako jex € R (tj. X je konatno), tada jé\; (X) = 0.

(e) )i(rgﬂg/\:}(x) =0.

(f) Funkcija/\, je diferencijabilna na skupl_r;i)/\u i njen izvod je

/ _ 1 - Xi
i pri tome vaZi
A=y = Ay =ny—Au(n). (2.16)
Dokaz:
o 0 , A=0 R
(@) Dp, = {0} zn&i da jeAy(A) = { © A£0 te iz definicije funkcije/;;

sIediA; =0.

(b) Neka jeAy(3o) < o za pekohg > 0. Posto jeeh X > \ox za svakax € R, sledi
E (eM) = &%du>  Aoxdp=AgE (X)) = AoX, te dobijamo da je ik < 0
R R
(moze biti iXx = —), ili u slu€ajux > 0 vazi (n je monotono rastta funkcija)
o > Au(Ao) = INE (€20%) > In(AoX), odakle sledi da je svakaBo< oo.

Neka jex < co. Koristeti nejednakost Jensenkd (vidi teoremu 2.1 pod (b)) za
konveksnu funkcijup (x) = €*i f (x) = Ine", za proizvoljno\ € R dobijamo

eno) _ et y
e = eR < ddpu= @du:E<@),

R R
odnosno primenom monotono raséufunkcijeln dobijamo

AX=E(AX) = E (lneM) <InE (eM) = AN,
te za svaka\ € R vazi
AX—Ap(A) <0. (2.17)
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* U sluiCajux = —oo, iz (2.17) sledi da za < 0 vazi A (M) = . Kako je
N (X) = Sgﬂg{ (a,x) — Ay (a)} > 0 za svakox € R, ocigledno je zadovo-
lieno (2.13) za svaka € R (tj. za svakax > —oo = X).

* U sluCajux > —o (daklex € R), zbog osobing\/(x) > 0, x € R, iz re-
lacije (2.17) sledi da jé\};(X) = 0 (ovim je dokazano i tdenje pod (d) u
slutaju Ao < 0, Ap(Ag) < ). Stoga, za svaka > X i svakoA < 0 vazi
da jeAx—Au(N) <AX=Au(A) <AL (X) =0, te je, zbog\;; (x) > 0, X € R,
jednakost (2.13) zadovoljena i u sajux > X.

ZaA > 0i x> Xix >Xvazi
X1<X = MNgi— Ny (7\) < AXp — Ny ()\)
odakle je

x1<x = sup{Axx—Au(A)} <sup{Axe—Ai(A)}
A>0 A>0

te iz (2.13) sledi da jé\; (x) neopadajba funkcija na(x, ).

(c) Primenom rezultata pod (b) na generatornu funkciju logaritamskog momenta na
i.i.d. slu€ajne promenljive; = —X;.

(d) Dokazano pod (a), (b) i (c).

(e) Dokaz zainﬂf@/\;j (x) = 0 sledi diskusijom po sled#m slucajevima:
Xe

(e.1) slucaj D, = {0}:
pod (a) je dokazano da je tadg = 0, odakle sledi tvilenje;
(e.2) slutajIAg > 0, Ay (Ag) < oo:
tada je (tvdenje pod (b)R € [—o,); ako jeX > —oo, tada na osnovu (d)
imamoA\;; (X) = 0, odakle sledi twienje; ako je&x = —, tada koristéi
[1] nejednakost Chebyshev-a - vidi teoremu 2.4 pod (by) 2al, proiz-
voljnot = A > 0i proizvoljnox € R,
[2] rezultat ove leme pod (b):
VX > X = —o0, \jj(X) = fgé){)\x—/\“ N}
dobijamo da za svako< R vazi
H(e) = P4 >X) L e ME(N) =
= Inp(x,»)) <In(e™E (M) =
= Inp(x,®)) < —AX+INE () =ALA)—Ax =
= Inu(x,»)) < )i\r;fo{/\p()\) —Ax} =

= —sup{Ax—A(A)} £ (X)) =

A>0
= /\;(x)g—lnp([x,oo)) =
= lim A0 < lim (=Inp(fx))) = I lim_p([x,)) =0

c¢ime je tvdenje dokazano, jek;; : R — [0, c].
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(e.3) slutaj IAg < 0, Ay (Ap) < oo: sledi primenom prethodnog $laja na gen-
eratornu funkciju logaritamskog momenta na i.i.d. ¢slime promenljive
Yi ==X
, : - , en+e)x _ g
Za svako fiksna) € Dp, familija funkceija fe (x;n) = —  E€ R\ {0}
pri € — O tatkasto konvergira kd (x;n) = x€™ (f (x;n) je izvod pon funkcije

o ) e”x(e5|x| - 1)
g(x;n) =€), i pri tome za funkcijuh(x;n) = 5 , 0 € (0,0), kao
Stoce biti dokazano, vazi
VX e R, Ve € (—9,0)\ {0}, |fe(x;n)| < h(x;n), (2.18)
a za dovoljno mal® > 0, kao Stoce takale biti dokazano, vazi
Z e (e -1)
E[[h(X:n)[] = 5 du< oo, (2.19)
R

tj. vazih € L* (), te na osnovu Lebesgue-ove teoreme dominantne konvergencije
[«] dobijamo
z z (N-+€)x X
XY xqyp 1 e —él
E (Xe™) xe*dp lim — dy, 1]
R R

pri Eemu jexXi e € L (W), tj. funkcijaM (n%: E (¢"%) je diferencijabilna (pos-
M(n+¢)—M(n) elnteix — ghx

. = l@o fdu), te je i funkcija

toji konatno Iim0
E—

R
Au(n), kao kompozicija diferencijabilnih funkcijen i M (n), takade diferenci-
jabilna zan € QO),\“. S druge strane, vazi

/ _ 1 / _ 1 H M(ﬂ)—M(ﬂ+S)_
M=M= e
Z Z VA
1 1 1 enN+e)x _ gx
=—— |lim= (n+exq— X _ ;
M(n)l@os( € du € du) M(r])ym) € du
R R R
odnosno ,
) eN+e)x _ gnx .
lim  ————=MMA,n). 2]
R

Iz [1] i [2] slediE (Xe™) =M (n)A},(n) = E (") A}, (n), odnosno (2.15).
Neka je/\[l(n) =Yy, i neka jeg(A) =Ay—Ayu(A). 1z konveksnosti funkcije\,
sledi konkavnost funkcije, a iz diferencijabilnosti funkcije\, na oblastiqoj,\u

sledi diferencijabilnost funkcijg naQo)/\u, pri cemu vazg' (n) =y —A,(n) =0
te jen tatka maksimuma funkcijg, odnosno vazi

Ni(y) = fung{hy—/\u(k)} = qugg(A) =g(n) =ny—Au(n),
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¢ime je dokazana implikacija (2.16).

> Dokaz nejednakosti (2.18): nejednakost je ekvivalentna sa
eﬁhl’ - N —1

- 5 (2.20)

VxR, Ve € (—9§,08) \ {0},

X

Neka jeQ(x,€) = , € € R\ {0}. Dokaz poslednje nejednakosti sledi
analizom monotonosti funkcij®, pri cemu je
ex—1
=X
X
Posto je%Q(x,s) =e*>0zasvexeRiee (-9,9), funkcijaQ je
monotono rastta pox.

(2.21)

limQ(x,e) = lim x-
SAOQ( ’ ) £—0

. (ex—1)+1 . .
S druge strane J%OEQ(X, €)= % te je funkcijaQ monotono
rastita poe ukoliko je R(ex) = €(ex—1) +1 > 0, a in&e je monotono
opadaj¢a. FunkcijaR(t) = €(t— 1)+ 1 je neprekidna, vazR(0) = 0 i
R (t) = té, te je R monotono rastta zat > 0 i monotono opadajta za
t < 0, Sto zn&i da jeR(t) > 0 zat # 0, odnosno za svake# 0 i svako
x#0jeR(ex) = e*(ex—1)4+1>0, te je%Q(x,s) > 0za sveex #£ 0, Sto
zn&i da jeQ monotono rastta i poe.
Zax =0 je nejednakost (2.20)5ledna.

X

(2°) Uslutajux>0je > 0 za svake # 0, te je nejednakost (2.20)

za svakce # 0 ekvivalentna sa
-1 -1
€ = ’
a ova nejednakost jed¢aa zboge < & i monotonosti funkcijeQ.
X

(2°) Usluajux<0je < 0zasvake # 0, te je nejednakost (2.20)
za svake # 0 ekvivalentna sa
-1 e™*_1
— < ,
e - e}
-1 _ e™*_1
>

e - =5’
a ova nejednakost jedaa zbog > —d i monotonosti funkcijeQ.

odnosno sa

> Dokaz nejednakosti (2.19): iz € QO),\U, ti. Au(n) =INE () < oo, sledi
da je0 < E () < w, tj. €% € L1 (). S druge strane, postp pripada
otvorenom skuplgo),\u C R, to za dovoljno mal® vazin + o6 € QO)/\“, te je
takade eN*+9% ¢ |1 (). Odatle dalje sledi i da je*9% — X < L1 (),

te se dobija
P e
R R
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1 z
— 5 ‘er]x+6|x\ _gix du=
R
1 z z
=3 ‘em*é)x — ™| du+ ‘e(’”f’)x —e™|dp | < .
(700%0) [O’oo)

Sledi teorema Cramér-aRL

Teorema 2.13 (Cramér) Za i.i.d. slu€ajne promenljive sa vrednostim®&uniz vero-
vatnosnih merg i}y zadovoljava DP sa konveksnom funkcijom stofyg odnosno

(UB) za svaki zatvoren skup C R vaZi

Ilmsup—lnun( ) < —inf AL (%), (2.22)

n—o N xeF

(LB) za svaki otvoren skup C R vaZzi

I|m|nfflnpn( ) > —inf AS(x). (2.23)

n—eo N xeG W

Dokaz:

(UB) Neka jeF C R neprazan zatvoren skup (Ea= 0 je nejednakost (2.22), uz kon-
vencijuln0 = —o», oCigledno zadovoljena). Ozoano g = inllz A (x). Usslucaju
Xe

Ir = 0 nejednakost (2.22) trivijalno vazi, pa hadalje posmatrameeglg > O.
Korak 1: Za svakox € Ri A > 0 vaZi

b (9)) = P (& 2 %) = P (& > nx) = e W (&)
— e Mg (e)\<><1+...+xn>) — e Mg (IDI em) 2 e Anx |D| E (e)\x,-) _
i=1 i=1

_ e Anx |E| ) — g (x—Au).
i=1

te je
- M=Ap(A
o (00 2 0RO} Soguptie ik
Ako je X < oo, tada koristéi (2.13) dobijamo da za svako> X vazi
o ([x,00)) < @Ml (2.24)

[1] primenom nejednakosti Chebyshev-a 2.4 pod (t§na n$, zat =A > 0
ixeR,

[2] iz nezavisnosti skéajnih promenljivinX; sledi nezavisnost sbajnih pro-
menljivih e*X,

[3] eksponencijalna funkcija je neprekidna i monotono reastu
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(LB)

Analogno za svaka € R i A <0, primenjujLti nejednakost Chebyshev-a zx
umestox,t = —A > 0i —nS, umestonS,, dobijamo

o ((—0,X) =P (§ <x) =P (n§ <nx) =P (-n§, > —nx) <
< e (M- E (e(—)\)(—néﬁ) — @ \Xg (e)\nén),
te dalje na isti néin kao u prethodnom sbaju, za slGajX > —oo, koristei (2.14)
umesto (2.13), dobijamo da svakec X vaZi

o ((e0,x]) < & Ml (2.25)
Korak 2: Posmatrajmo sltajx € R. Tada je/\;(X) = 0 (lema 2.4 pod (d)), te
zboglg > 0 vazix ¢ F, odnosnox € FS. Ozn&imo sa(x_,X;) maksimalan
otvoren interval sadrzan EC, a koji sadrzix. Posto jeF neprazan skup, tada
je bar jedno odc_ i x; kon&an broj, a posto j§c otvoren skup koji sadr,
tada jex_ < x; (4. (X_,x+) # 0). Neka je nprx_ kon&tan broj. Tada je € F
(x- je rubna téka zatvorenog skuph), te vaziA;(x-) > Ig. Iz istih razloga
je A\ (X+) > I kada jex; konean broj. Stoga primenom (2.24) za kéna
x =X, dobijamop, ([X,,)) < e %) < e aprimenom (2.25) za koiiao
x = x_ dobijamop, ((—o0,x_]) < e M) < e Nl ako jex_ = —wiili X, =,
tada &igledno nejednakostiy ((—o,x_]) < €"F odnosnagu, ([x;,»)) < e "lF
takode vaze. Sledi

Hn (F) < pn ((—o0,x U [x4,00)) =
= tn ((—00,X_]) + pn ([X;,®)) < 2e7NIF |

te primenom monotono ragte funkcijeln dobijamolnp, (F) <In2—nlg, i dalje
Linp, (F) <2 ¢, odnosno

Iimsup%lnpn(F) < Iimsup(lnn2 — |F) =—Ig,

Nn—oo Nn—oo

¢ime je (UB) za sldajx € R dokazano.

Korak 3: Razmotrimo sada shaj X = —c. Neka jex, = infF. Posto jeF
zatvoren neprazan skup, vazZi € F i x; # . Funkcija/\} je neopadajca
(lema 2.4 pod (b)), te iz leme 2.4 pod (e) slg-(:tiﬁg N (x) = 0, na osnovitega

zakljuCujemo da jex; # —o jer bi u suprotnom bildg = 0. Sada iz € F sledi
N (X1) > Ir. Posto jeF C [x,,00), primenjujiLi (2.24) zax = x,. dobijamo (UB)
sli¢no kao u sldajux € R.

Korak 4: Slutajx = « ide potpuno analogno kao $iajx = —oo.

Korak 1: U dokazu (LB), kljitna nejednakost tj. tdenje b€e da za svaku
verovatnosnu meru € M1(R) i niz i.i.d. slucajnih promenljivihy;, i € N koje
su raspodeljene po zakoruako sav, ozn&imo verovatnosnu meru po kojoj je

. . .o~ 10 "
raspodeljena sttajna promenljival, = - ZYi, tada za svaké > 0 vaZi
i=

liminf = Invy ((~5,5)) > inf AL () = ~;(0). (2.26)

n—oo N



30

GLAVA 2. PRINCIP VELIKIH DEVIJACIJA

Kada nejednakost (2.26) bude dokazana, tada za fiksriR i slucajnu promen-
liivu Y, = X; —x vaZi

Av(A) = InE (eNX“X)) - (e—ME (eM)) = Au(A) = Ax

A () = sup{Ay = Ay (A} = sup{A(y+x) —Au(N) } = A (Y+X),
AER AER

te iz (2.26) sledi da za svakos R i svakod > 0 vaZi

o1 1 N
IlnmJQfﬁInpn((x—&XJré)):IlrﬁrﬂgfﬁlnP(x—6<Sn<x+6):

o1 A o1
= liminf = INP(-3<Th<d) = liminf = INvn((—8,8)) >
> N5 (0) = —AL(X) . (2.27)

Prema tome, za svaki otvoren skGpC R i svakox € G, postoji dovoljno malo
0 > Otakvo da je(x— 8,x+ &) C G, te ha osnovu (2.27) sledi

Iiminf}Inpn(G) > Iinminf%lnun((x—é,erB)) >N\, (%),

n—oo N

odnosno

imi 1 . i %
liminf Sinp, (G) > feug{ N} = QQ(EA“(X),

¢ime je dokazana nejednakost (LB).
Korak 2: Dakle, sledi dokaz nejednakosti (2.26).

(1°) SlEajv((—,0)) =0V v((0,%)) = O:
Iz definicije generatorne funkcije logaritamskog momenta sledi d&je
monotona funkcija - monotono nerastupriv ((0,0)) = 0, odnosno mo-
notono neopadafia priv ((—,0)) = 0. Na primer, ako jev ((0,0)) =0,
tada je 7 7
Av(A) = InE (eM) =in  Mdv=In My,

(—00,00) (70070]
te zay € (—.0] i A1 <Az vaZidiy > Aoy odnosnce?yY > &Y > 0, te je
Av (M) =1In e'Ydv > In &?dv = A, (A2).

(~,0] (—e.0]
Stoga u slgajuv ((0,)) = 0 vaZi

Z Z
inf Ay(A) = lim Ay () = lim In Mdv+ dv | =
AER A—o0 A—00
(—0010) {0}
z 4
=in{fim  dviv({o}) % nv ({0}) (2.28)
(7°°?0>

te je
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n((8:3) 2 (0 =P (3 5 ¥ ~0) &

S5
=)

:P<Y1<07...,Yn<0,1 Y,=0)=P("1=0,...,Y,=0) =

=P(Y1=0)-...-P(Yy=0) = (v({0}))",
odakle dalje sledi da je

Hinva ((8,8)) > Inv ({0}) @2 inf A, () = —sup{ A, (V) =
€ AER
= —fuﬂg{<h,0> NN} =-N\(0),

odakle sledi nejednakost (2.26).
[4] uotimo da za familiju funkcijafy : (—,0) — R, A > 1 definisanih
safy (y) = €V vazi
Ve (=»,0), lim f(y)=0 A VA>L[H()<gly)=¢,

te na osnovu Lebesqu-ove teoreme, dominantne konvergencije sledi
lim Vdv = 0Odv =0,

w0 (-0)
[5] jer jeP (Y; > 0) =v ((0,)) = 0 za svaka, [6] slucajne promenljive
Y; su nezavisne.
Analogno ide sldajv ((0,)) = 0.
(2°) Sluajv ((—,0)) >0 A Vv ((0,)) > 0: u ovom sli€aju vazi
Airgw/\p (A) = oo, (2.29)

jer npr. za svaka > 0 vaiiAIim e = w, odakle se, koristg v ((0,0)) >0,
na ospovu Lebesgue-ove teoreme mpnotone konvergencije dobija da je

lim Mdp= oo odnosno_lim In edu= =, a kako iz nejed-
(0.9 z (0.) z z
nakosti e*du>  e™dpsledinejednakosh e>dp>In  ¥dyp,
R (0,0) R (0,e0)

dalje se dobija 7 7
. — . )(| — . X > . X —
m M) = fim I (¢7) = fimin €z fimin &= en
(0,e0)
dakle }!im Ay (M) = . Analogno se dobija da j(ilim Ap(A) = oo.
Dokaz nejednakosti (2.26) dalje sledi diskusijom pctajavima kada je
nos& merep ogranten skup, a kada to nije.

(2.a) Nos& merep ogranten skup: u ovom skiaju je jasno da\, (A) ima
konanu vrednost za svakoe R. Stoga je, na osnovu leme 2.4 pod (f),
funkcija A, neprekidna i diferencijabilna nl, te zbog konveksnosti
funkcije/A\, i zbog (2.29) postoji € R takvo da jeA\y(n) = Airelﬁ;/\p (A)

iAy(n) =0.
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Neka jejl verovatnosna mera definisana pregkoa sledeéi natin:®
nA) = e MWdp(x).

A
fije zaista verovgtnosna mera jey je
~ _ X —

) duiiE(eﬂxi)R e™du(x) = 1.
Ako su X i.i.d. slutajne promenljive raspodeljene po verovatnosnoj
merifli ako jefi, verovatnosna mera po kojoj je raspodeljen&ajoa

~ n

promenljivas, = 5 X, tada za svake > 0 vaZi

7 i=1
b (—£,€)) = M(dx) ... p(dxy) >

i=1

<ne

Z 2
> e_ns|n| eni21X|u(dX1)‘..|-l(an) =

2%

— efnsmlen/\u(n)ﬂn ((—&,8)) (2.30)
S druge sfrane je 7

En(%) = xdii(x)= x€*Mdy(x)

<ne

[6] primenom sledee teoreme (vidi [RuWa87], teorema 1.29 i
definicija 1.31): Neka jgu pozitivna mera na merljivom pros-
toru (X, M, ), i neka jef : X — [0,0) merljiva funkcija. Tada
je funkcija 7

d(A)= fdy AeM

A
pozitivna mera n&X, M), i za svaku merljivu funkcijig: X — R
vazi z z
gdp = gfdu

X X
[7] primenom (2.15) iz leme 2.4.

Iz poslednje jednakosti, na osnovu zakona velikih brojeva sledi relacija

rI‘im %ﬁn ((—€,€)) =1, Sto uz (2.30) daje da za s@e< € < o vaZi

o1 o1

Ilnmmf ﬁ Inpn ((—6,0)) > I|nm|nf = INpn ((—€,€)) > Au(n) —€n|.

Konatno, iz grantnog slitajage — 0 u poslednjoj relaciji sledi (2.26).
(2.b) Nos& merep nije ogranten skup: Neka jév dovoljno veliki po-

6{1 je verovatnosna meréiji je Radon-Nikodym-ov izvod u odnosu na verovatnosnu mefednak
funkciji f (x) = &>,
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zitivan broj za koji vazip([—M,0)) > 0 i p((0,M]) > 0, i neka je
™M

Am (A) % n ed. Ozn&imo sav verovatnosnu meru po kojoj

-M
je raspodeljena uslova slajna promenljivaX; | {|X| <M}, a savp
ozn&imo verovatnosnu meru po kojoj je raspodeljena uslovéagha
promenljiva$, | {vi € {1,...n}, |[X| <M}. Tada za svakm € N i
svakod > 0 vaZzi

b ((—3,8)) > Vi ((—8,8)) - (H((—M,M)))".
Na osnovu prethodnog dela dokaza ¢slu(2.a)) sledi da za, vaZzi
nejednakost (2.26). Stoga se generatorna funkcije logaritamskog mo-
menta/\, asocirana sg& svodi na/\y (A) — Inpu([—M, M]), te je

liminf % INpa ((—8,8)) > Inp([—M,M]) + liminf % Invn ((—8,8)) >

> Ainf Am (N).
€R
Ozn&imo Iy = —Ain]%/\M (A) i 1" =limsuply. 1z prethodne nejed-
S

M—co

nakosti sledi da je

liminf %Inpn((76,5)) > I (2.31)
Fukcija Ay je neopadajoa u t&ki M. Pri tome vazi nejednakost
—Im <Am(0) < AL(0) =0, te je—I* < 0. Kako je vrednost-Iy
konana za sve dovoljno velik®l > 0, sledi da je—I* > —. Stoga
su nivo-skupovi¥y = {A € R | Au (A) < —1*} neprazni, kompak-
tni skupovi, pricemu jeW¥y, M > 0 monotono neraﬁﬂa familija
skupova, odakle sledi da postoji bar jedan elemegrd Wm. Pri-

M>0
menom Lebesgue-ove teoreme monotone konvergencije sledi da je
Au(Ao) = 'Jlim Am (Ag) < —1%, te iz ove relacije i (2.31) sledi nejed-

nakost (2.26). -

Napomena 2.6
(a) Cramér-ova teorema R vazi i u slucaju kad& ne postoji.

(b) U opstem slucaju)\; ne mora biti dobra funkcija stope.

Pod dodatnim uslovima funkcija); ima dodatne lepe osobine koje se mogu koris-
titi pri izraCunavaniju ili proceni granivcnih vrednosti (LB) i (UB).

Teorema 2.14 Ako jeO € QO),\H, tada je/\;, dobra funkcija stope. Ako je pri tome zado-

. o . N (%)
volienopx, =R, tadaje‘)”moo = X =

Naravno, postavlja se pitanje kada posrt1'uiji % Inpn (A). Tako npr. za svakge R
vazi
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.1 L
lim_ —Inpn ([y,0)) = —;gfy/\p(X)-
Takade, ako jeA Borel-merljiv skup koji za nekg z < R zadovoljavay,z] C AC (y, o],
i ako jos$ pri tome je ispunjen bar jedan od uslava zi D, = {0}, tada vazi

lim S inpn (A) = — inf A% ().

n—oo N xeA M

Slede primeri LD konvergencije vezane zatsljne promenljive sa nekim raspode-
lama vaznog tipa.

Primer 2.4 Za slu€ajnu promenljiviX, oznacitemo séx (A) i Ay (M) generatornu
funkciju logaritamskog momenta i njenu Fenchel-Legendre-ovu transformaciju za ve-
rovatnosnu meru koja odgovara slu¢ajnoj promenilji¥ojSledi nekoliko primera ovih
funkcija za neke vazne raspodele.

(a) Za Bernoulli-jevu slucajnu promenljivu (,indikator dodaja”) X sa zakonom

raspodele( 19 o ; ) dobijamo generatornu funkciju logaritamskog mo-
mentaAx (A) = In (1— p+ pe?‘) i odgovarajucu Fenchel-Legendre-ovu trans-
formaciju
xInX+(1-x)In=% , xe(0,1)
In L x=0
N (X) = 1-p ’
x (%) In % . o x=1
o ; x¢[0,1]
Grafik funkcije Ax (A\) za p=0.4 Grafik funkcije Ay (x) za p=0.4

(b) Za slu€ajnu promenljiviX sa Poisson-ovon®o(6) raspodelom (tj. zakonom
raspodeleP (X = k) = %(e*e, k € NU{0}) dobijamo generatornu funkciju log-
aritamskog momentayx (A) = e(@ —1) i odgovarajucu Fenchel-Legendre-ovu

transformaciju
00 , x<0
Ny (X) = 0 , Xx=0
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Grafik funkcije Ax (A\) za 8 =2 Grafik funkcije Ay (x) za 6 =2

(c) Za slutajnu promenljiviX sa eksponencijalnornt (a), a > 0 raspodelom (tj.
0 , x<0

ae ™ | x>0 ) dobijamo generatornu funk-

gustinom raspodelg, (x) = {

. . In 28 A<a ...
ciju logaritamskog momentAx (A) = { jo** ’ A>a | njoj odgovara-
b -
jutu Fenchel-Legendre-ovu transformaciju
0 Xx<0
/\* X) = 9 =
X (X) { ax—1—In(ax) , x>0
Grafik funkcije Ax (A\) zaa=3 Grafik funkcije Ay (x) zaa=3

(d) Za slutajnu promenljiviX sa normalnomé\’ (m,0?), ¢ > 0 raspodelom (tj.

7(x—m)2 . .
gustinom raspodelé, (x) = 5 12ne o2, x € R) dobijamo generatornu funkci-

ju logaritamskog momentax (A) = %2)\2+ mA, A € R i odgovarajucu Fenchel-
Legendre-ovu transformaciju
X—m

Ax (X) = o2

Grafik funkcije Ax (\) zam=0io=1 Grafik funkcije Ay (x) zam=0io=1
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2.4.2 Teorema Cramér-a uRd

Dokaz teoreme Cramér-a za &jne promenljiveX; sa vrednostima &Y, d > 1
se donekle razlikuje od dokaza u jednodimenzionalnor@eglu llustracije radi, sledi
dokaz osobina funkcije stop®,. Radi lakSeg dokazivanja, neka vazi pretpostavka da

je Dp, =R, tj. VA € RY, Ay()) < oo. Izmedu ostalog to zn i da je E <|Xi\2) <ooj

A P _
S—X

nN—oo

Teorema 2.15 (Osobine funkcija/\, i Aj}) Neka jeDp, = RY. Tada vaZi:

(@) Ay je svuda diferencijabilna funkcija;
(b) A je dobra funkcija stope;
() WeRLYneR!, y=0AM) = A =(ny) —Au().
Dokaz:
(a) Sledi zbog iz istih razloga kao u jednodimenzionalnontaju (lema 2.4 pod
(f), uz D, =R

(b) Po teoremi 2.12 pod (c) j&;; funkcija stope, te posto, kao Ste biti dokazano,
za svakox € RY i svakop > 0 vaZi

N (X) = p|Ix] = ||f“up Au(N), (2.32)
=p

sledi da je npr. z@ = 1: A\[(X) > ||X]| — sup Au(A), te je zbog diferencijabil-
[IAll=1

nosti odnosno neprekidnosti funkcifg, vrednost sup A, (A) konetan broj, te
[All=1

je skup{ x € RY | [IXI|— sup Au(A) < a 3 ogranten za svakar € R, a zbog

[A=1
nejednakosti (2.32) za nivo-skupove funkofjg vazi

Py (o) = {xeRY | Aj(¥) <a} C {xeRd | IXI— sup Au(A) ga},
[All=1

te su i nivo skupovi funkcijé\}; jo$ i ogran€eni, odakle sledi da su i kompaktni.
> Dokaz nejednakosti (2.32):
AL () = sup {(A,x) =Au(A) } > sup {(A,x) —AL(A) } >

AeRrd [IAll=p []
> sup (A, x) — sup Au(A),
[IMI=p IAll=p

a posto s jedne strane, iz dobro poznate reldéhex)| < ||A]] - [|x|| sledi
sup (A,x) < sup {[[Al|-[IX][} = p-||All, as druge strane 2a= ﬁx vazi
[Al=p [Al=p



2.4,

(c

~—

TEOREMA CRAMER-A 37

Il =i 4,2 = () = iy IXI° = plxl to e sup (1.9 =plix]. e
p
se uvrStavanjem ove jednakoslM dobija nejednakost (2.32).

Neka jey = OA, (). Neka je, za fiksnd € RY, funkcijag definisana sa

g(a):)\<)\_r]7y>_/\H(n+a()\_n))+<r]7y>v ae[ovl]'
Iz konveksnosti funkcijé\,, [+] sledi konkavnost funkcije:
za sven,B € [0,1] i svakob € (0,1) je

g(a+6(B—a)) =

=(@+8(B—a))A—n,y) =Au(n+(@+08(B—a))(A—n))+(n,y) =
=(a+6(B—0a))(A—n,y)
N ((1=8)(n+aA—n))+6(n+BA—-n)))+(n,y) >

[x

> (a+6(B—a))(A—n,y)
—(1=-0)Au(n+aA—n)) —8A(N+BA—n))+(n,y) =
=aA—n,y) = Au(n+a(A—=n))+n,y)+

+6<[3<)\—r],y> — AN +BA—N))+(n,y)

—aA=ny) +Au(n+a-n) - (n.y)) =
=g(a)+6(g(B) —g(a)).
S druge strane, poSty, (n) ima kon&nu vrednost, to je ig (0)| < oo.
Iz konkavnosti funkcijeg sledi
ag(1)+(1-a)g(0) <g(al+(1-a)0) =g(a)
= a(g(1)—-9(0) <g(a)—g(0)

_ e 9(@)-0(0) g e GA-NY)—Au(n+aA—n)—Au(n)
= 9(1)~g(0) < liminf F=G== = liminf o

Au(n+a(A—n))+Au(n)
a

= 9(1)—9(0)§<)\—n,y>—limiorlf

Au(n+a(r—n))+Au(n)
a

gde jelimiorlf izvod funkcije/Ay u tatki n po pravcu vektora
o—

A—n,te je

e
= liminf AN (h—n, OA ()
odakle sledi

9(1)-g(0) < A—n.y) = (A—n,0Au(n)) = (A—n,y—DA,(n)) =0
odnosnay(1) < g(0), odakle je

MY) =AuN) =9(1) <9(0) = (n,y) —Au(n) <ALY),
te kon&no sledi
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NL(Y) = supA,y) = Au(A) < (n,y) —Au(n) <AL(Y)

AeRrd

odnosno\;; (y) = (n,y) — Au(n). O

Teorema 2.16 (Cramér) Neka jeDp, = RY. Tada familija verovatnosnih mena,
ne N zadovoljava.DP naR¢Y sa konveksnom, dobrom funkcijom stdgie Dakle

(UB) za svaki zatvoren skup C R9 vaZi

Ilmsup Inpn (F) < —inf A (X),

n—oo n xeF H

(LB) za svaki otvoren skup C RY vaZi

I|m|nf—lnun( ) > —inf A% (X).

n—o N xeG H

Teorema Sanov-a za katen alfabety = {a;,ap,...,an} se sada moZe dobiti i
kao posledica teoreme Cramér-&%. Naime, neka si1,Ys,...,Yy,... i.i.d. slutajne
promenljive raspodeljene po verovatnosnoj med M1(Z), i neka jeL) empirijska
verovatnosna mera koja odgovaracglpnom vektordy = (Y1,Yz,...,Yy), kao u sekciji
2.3. Za sl&ajne vektore

Xk:(X{al( >X{a ( ) ’X{aN}( ))7 keN

i njihovu aritmettku sredinl§, vazi

~ 10
S“:nk;xk:< PRI Zx{a

S obzirom na to da

1
n

n
_ Y
SRS Yk)) bn

(@) niz slucajnih promenljivinXy, k € N ima ogran¢ene vrednosti, te j@n, = RN,
(b) ukoliko postoji, funkcija stope je jednozéro odrelena (teorema 2.5),

primenom teoreme Craméra dobijamo sfezle

Tvr denje 2.2 Za svaki skup verovatnosnih vektora (mdra) RN vazi

—infAL(V) < liminf SnPy(Ly eT) <
ver

< limsupiinPy(Ly er) < —infA;(v),
n—oo vel

gde je/\;; Fenchel-Legendre-ova transformacija generatorne funkcije logaritamskog

momenta

Au(A) = InE( ) |nz\eh A=Az, An) € RN

Pri tome, za funkciju\;, vaziA; (v) =H (v|W), v € RN,
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2.5 Teorema Gartner-Ellis

Teorema Gartner-Ellis pretstavlja uopStenje teoreme Cramér-a za ¢égrstupro-
menljivih koje ne moraju biti nezavisne i imati jednake raspodele.

Neka jeZ,, n € N niz sligajnih promenljivih sa vrednostimaR® raspodeljenih
po verovatnosnim zakonima tj. verovatnosnim merama Ml(Rd). U ovom sli€aju
se za svaku od sbajnih promenljivinZ, definiSe generatorna funkcija logaritamskog
momenta

An(N) = Ay, (\) E'InE (e<NZn>) , AeRY, (2.33)

pri Cemu se generatorna funkcija logaritamskog momenta koja odgovara celom nizu
slu€ajnih promenljivinZ, definiSe na sled® nacin.

Definicija 2.14 Generatorna funkciju logaritamskog momentaniza slucajnih pro-
menljivihZ, je funkcijaA : RY — R definisana sa

AN d:efrlim %An(n)\), AeRd (2.34)
ukoliko grani¢ne vrednosti postoje.
Neka je/A* Fenchel-Legendre-ova transformacija funkéijePri izvodenju rezul-
tata u ovom sl@iaju neophodna je sleda pretpostavka:
Pretpostavka 2.1
(a) FunkcijaA : RY — R je dobro definisana, tj. za svakoe R" postoji granitna
vrednost\ (A) = lim A0 (M) eR.

(b) Oe QO)/\ tj. u okolini tacke0 funkcija/ ima konacne vrednosti.

Napomena 2.7Neka suX;, i € N i.i.d. slugajni vektori sa vrednostimaR?, i neka
je kn, N € N niz verovatnosnih mera po kojima su raspodeljene aritmeti¢ke sredine

~ n
Zn=S= %_zlxi. Tada za svaka € N vaZi
i=

1
n/\n(n)\) AN) InE(e ),
a pretpostavk2.1je zadovoljena ako i samo akoQec Dn.

Definicija 2.15 Tackay € RY je istaknuta tacka funkcije FLT S(eng. "exposed po-
int”) ukoliko postoji nekoh € RY takva da za sve + y vaZi

Ay) = A" (y) > (A, x) =\ (X). (2.35)
TackaA u nejednakosti2.35)se nazivadstaknuta hiperravan (eng. "exposing hyper-
plané€’).

Nadaljete sa¥ hiti oznaten skup onih istaknutih taka funkcijeA* Cije istaknute
hiperravni pripadaju skup@,\.
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Definicija 2.16 Funkcija f : RY — (—o0,00] je esencijalno glatka(eng. "essentially
smootft) ukoliko je:

() D #0,
(b) A je diferencijabilna napp,

(c) funkcijaA je strma (eng.steep, tj. za svaki niap,, n € N elemenata izlo),\ koji
konvergira ka rubnoj tacki skupé)/\ vazirllim [IOA (Ap)]| = oo.

Kao i u jednodimezionalnom staju, funkcijeA i A* imaju neke lepe osobine.

Lema 2.5 Neka je zadovoljena pretpostavRd. Tada vaZi
(a) A je konveksna funkcija;
(b) VA €RY, A(N) > —o;
(c) A\* je konveksna funkcija;
(d) A* je dobra funkcija stope;
(e) za svaka € QO)/\ iy=0A(n) vazi

A" (y) = (n,y) =A(n),
i pritomey € F, an je istaknuta hiperravan za tatku

Lema Rockafellar-a se koristi u dokazu teoreme Gartner-Ellis.

Lema 2.6 (Rockafellar) Ako jeA : RY — (—o, 0] esencijalno glatka, od dole pol-
uneprekidna, konveksna funkcija, tadaij¢Dp-) € F.’

Osim Sto daje potreban i dovoljan uslov za LD konvergenciju niza verovatnosnih
merapln, N € R, teorema Gartner-Ellis daje i jedan dovoljan uslov iz kojeg sledi da je
A\* dobra funkcija stope.

Teorema 2.17 (Gartner-Ellis) Neka je zadovoljena pretpostavRad. Tada vaZzi
(a) Za svaki zatvoren skup vaZzi

Iimsup}Inun(F) < —inf A*(x). (2.36)

n—o N xeF

(b) Za svaki otvoren sku@ vaZi

S | :
— > — *(x). .
I|rr]TlJ°rJf - Inpn (G) > X€|gr1?{f/\ (x) (2.37)

(c) Ukoliko je A esencijalno glatka, od dole poluneprekidna funkcija, tadad
zadovoljen sa dobrom funkcijom stofsée.

"Posto jeA* konveksna funkcija, sledi da jBs+ konveksan skup.
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2.6 Primena LDP nalance Markov-a sa kon&nim sku-
pom stanja

U ovom odeljku je prikazana jedna primena LDP n&sajne procese. Neka )@,
n € N lanac Markov-&iji je skup moggih stanja kon&an skupy = {aj,az,...,an}.
Sal = [m j], n Ce biti ozn&ena matrica prelaza lan¥g n < N (I je stohasttka ma-
trica, tj. kvadratna matricéiji su elementi nenegativni, i zbir elemenata u svakoj vrsti
je jednak jedinici). S®F e biti ozn&enaverovatnosna mera Markov-au odnosu
na prelazne verovatierll i poCetno stanj@ € Z, tj. verovatnosna mera definisana sa

n—-1
PE(V1=Y1,...,Yn=Yn) =Ty, i|_|l Ty yiy1-

Definicija 2.17 Matrica B = [bj j] ..\ Ciji Su elementi realni brojevb; j > O je ire-
ducibilna ukoliko za svaka dva indeksg € {1,...N} postojime N za kOJeJebm >0.

Neka jeX = f( ) i €N, gde jef : ¥ — RY obitna (deterministika) funkcija.
Neka je daljez, = le. n € N niz empirijskih sredina sktajnih promenljivihX;,

i € N. Sluajne promenljivey;, i € N, a onda i slédajne promenljiveX;, i € N su u
opStem slGaju zavisne jer se radi o lancu Markov-a. Stoga se na verovatnosne mere
koje odgovaraju sktajnim promenljivama, i € N ne mozZe primeniti teorema Cramér-

a, vet LD konvergencija sledi iz teoreme Gartner-Ellis. U ovomcsju se formula

za izr&unavanije funkcije stope u smislu Fenchel-Legendre-ove transformacije moze
prilagoditi speciftnostima lanca Markov-a.

Za proizvoljnoA € RY, neka jeMy = [m, (i, j)]y ..y Matricaiji su elementi defin-

isani sam, (i, j) £ (i, j)e™ )i, j € 5. Elementi matricat, su nenegativni, a ako
je matricartireducibilna, tadaje |redUC|b|Ina i matrigg,. Takade, neka je, za svako

A € RY sap(MM,) ozna&en Perron-Frobenius-ov karakterisii koren matrice Ty, Koji

u kontrukciji funkcije stope ima ulogu generatorne funkcije logaritamskog momenta.

Teorema 2.18 Neka jeYy, n € N lanac Markov-a sa konacnim skupom stanja i sa
ireducibilnom matricom prelazBl. Neka je

1(2) & sup{(A,2 —Inp(My)}, zeRY

AeRrd
Niz empirijskih sredin&,, n € N zadovoljavaLDP sa konveksnom, dobrom funkcijom
stopel, tj. za svaki skup C RY i svako potetno stanje € = vaZi
—infl(x) < Iinminf%In PE(Zael) <
xer
< limsupiIinPX(Z,el) < —infl(x).

n—oo xel
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Glava 3

ldempotentna verovatnaa i
primena na princip velikih
devijacija

U ovoj glavi su navedena pojmovi i Wenja iz teorije idempotentnih verovatnos-
nih mera i integrala, kao i primena u teoriji velikih devijacija. Prikazana je varijanta
teorije idempotentnih mera u kojoj se osoboraditivhosti mere zamenjuje osobinom
maksitivnosti. Takde su navedene neke osobine integrala baziranih na idempotentnoj
meri, tj. na operacijamaupi -. O ovoj temi moZete detaljnije Banpr. u [Pu01]. Kao
Sto je navedeno u glavi 4, mera i integral se mogu bazirati i na drugim operacija. O
teoriji neaditivnih mera moZzete npr. u [Pa9s].

3.1 Osnovne definicije i tvidenja

U teoriji mera se umesto udtdjene relacije poretka moze posmatrati opstiji tip
relacije, tzv. usmereni poredak, a umesto gafgnih nizova skupova i vrednosti mere
se moZe posmatrati uopstenje pojma niza, tzv. uopsteni niz.

Definicija 3.1 Binarna relacija < skupaA # 0 se nazivausmereni poredak (eng.
directed order) ukoliko vaZzi:

(1) Vxe A, x <X,
(2) ¥y, ze A (XXYyAYy=2) = x=2Z
(3) WX,ye A Jze A, x=zANYy=Z

SkupA je usmereni skup(eng.directed se} ukoliko je na njemu definisan usmereni
poredak.

43
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Definicija 3.2 Neka je< usmereni poredak na skugl i neka je (X, O) topoloski
prostor. Uopsteni niz (eng.generalized sequendd je preslikavanje skupa u skup
X. UopSteni niz se Cesto oznaCava{sq | a € A, <}, ili skrateno sa{xy | o € A}
ili Xq, 0 € Aako se podrazumeva o kojoj se relagijiradi (X € X).

Definicija 3.3 (Moore-Smith) Neka je < usmereni poredak na skupd i neka je
(X, 0) topoloSki prostor. UopSteni nigxy | o € A, <} konvergira ka x € X ako za
svaku okolinuOy € O tatkex postoji € A takvo daxy € Oy za svea > . PiSemo

lim Xy = X.
cxeAXa

Neka je dalje u tekst® skup, &€ C P (Q) tako dad € E. Sad i W e biti ozn&eni
usmereni skupovi, a shproizvoljan skup indeksa.

Familiju skupova indeksiranih elementima usmerenog skupa nazivap&tenim
nizom skupova Za uopsteni niz skupov, ¢ < ® kazemo da jenonotono neopada-
Jjuci odnosnamonotono nerastiéi ukoliko za svep, @ € @ iz @1 =< @ slediAy, C Ay,
odnosnddy, 2 Ay,. Za uopsteni niz skupov, < ® kazemo da jenonotono rastiLi
odnosnomonotono opadajtti ukoliko za sveg, @ € P iz @1 < @ slediAy, C Ay,

0dnosnddy, D Ay,.

Svaki obtan niz elemenata topoloSkog prostora ili skupova jeste uopsteni niz kod
koga je indeksni skup tj. usmereni skup zapravo skugpremljen standardnom rela-
cijom poretka<.

Definicija 3.4 Idempotentna meraje funkcijap: P(Q) — R sa sledetim osobi-
nama:

(IM1) u(0) =0,
(IM2) VA/Be P(Q), u(AUB) = u(A)vu(B),

pcd
za svaki monotono neopadajuci uopSteniAjze € ® podskupova skupa.

(M3) u( ° A<p> — supu(Ay)
Pcd

Za idempotentnu meru kaZzemo da je-glatka u odnosu na familiju ‘£ (eng. -
smooth relative to'E), ili skrateno,E-idempotentna mera(eng.E-idempotent mea-
sure) ako pored(IM1), (IM2) i (IM3) vazi joS i

T
IM4 Fo | = inf u(F
(IM4) u(qm <p> inf 1(Fo)
za svaki monotono nerastuci uopsteni Rjz @ € ® elemenata familije skupova
ECP(Q).

Definicija 3.5 Idempotentna verovatnosna merdeng.idempotent probability me-
asure), ili skratenoidempotentna verovatn&a (eng. idempotent probability) je
idempotentna mera n@ za koju vazi

1U literaturi na engleskom jeziku se za uop3tenigexe koristi nazivnet.




3.1. OSNOVNE DEFINICIJE | TVRDENJA 45

(M) p(Q)=1.
Idempotentna verovatnota ¢e nadalje biti oznacavanB s@akdle je uobicajeno da
se zap({w}) i N ({w}) koriste oznakei(w) i M (w).

Sledi jednostavan primer idempotentne mere, a zatim neke opsSte osobine idempo-
tentnih mera.

Primer 3.1 Neka jeQ =N, i neka je funkcijd1: ?(N) — R definisana sa
1

no=0 nNA=1-———:

@©=0  NW=1-o

Funkcijall je idempotentna verovatnota na skufu Na primer, osobingIM2) je

zadovoljena jer za sv&,B € P (N) vazi
1 1

" sup{AUB} 1= max{SupA, supB} _

: 1 1 1 1
:1_mm{supA’supB} :max{l_supA’l_supB} =N(A)VvN(B).

Lema 3.1 Osobine idempotentne mere:

, 0AACN.

N(AUB) =1

(a) idempotentna mera je neopadajuca i subaditivna funkcija, tj. za svaka dva
skupaA, B € P (Q) vaZi

ACB = p(A) <u(B) i H(AUB) < u(A) +1(B),
(b) za proizvoljnu konacnu familiju podskupo®a, Ao, . . ., A, skupaQ vazi
r -
u( N)Z M(A) (3.1)
j=1 j=1
(c) uslovi(IM2) i (IM3) su ekvivalentni sa uslovom da za svaku familiju skupova
{A] | jed} CP(Q)vazi

H (_S Aj) = ?gjw(Aj) (3.2)

jed
(osobinat-maksitivnost,),

(d) jednakos(3.2)je ekvivalentna sa

VACQ, p(A) = supp(w). 3.3)
wWeA
Dokaz:
@AcB = uB) =pAuB) M uavue = uE <)
n(auB) M ) v ) < ) +ue).

(b) sledi induktivhom primenom (IM2).
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(c) 1z (3.2) c¢igledno slede (IM2) i (IM3). Obratno, neka vaze (IM2) i (IM3), i neka

je Aj, j € J proizvoljna familija podskupova ofd.
Neka je® = {{]1,]2,---,in} | NEN, jx € I} skup svih konénih podskupova
skupal, i neka je

LC

AL A 1ed,  a={A|lcd}.

jel

Neka je=< binarna relacija skup@ definisana sa
1 <1 d<:)>ef A, CA,.

Iz refleksivnosti i tranzitivhosti relacije sledi refleksivnost i tranzitivnost rela-
cije <, a za proizvoljnd; € @i I, € ® o€igledno vazil = 11Ul e @i ly <1
I <I. Dakle, < je usmereni poredak na skugy a iz same definicije relacije
sledi da je4 neopadajai uopsteni niz skupova. Sledi

u(_s A;) = u( S A|) (1M3) SUpH(A) (3='1)SUD_V H(A)
jed led led lediel

Posto jd konaan skup, tojsupv HA) = u(A,-(,)) zanekd (1) €, tj. za neko
lediel
i(l)ed, teje, zbogi ={i(l) |l ed}CJ

jed J
S druge strane, zbog monotonosti idempotentne merdgitye pod (a)), i%/i €

H (ji]AJ) =Supu(Aj) < S_gjw(Aj)- [+]

S S
J,  Aj2 A sledivieJ, u( A,—) > U(Ai), odakle je dalje

jed jed
S
u(, Aj) > SUpH(A), [
jed ied
te iz nejednakosti«| i [x] sledi jednakost (3.2).
S 3.2
(dX=) u(A):u< {w}> (3 )supu(w),
wWeA weA
S S 3.3
(<=)u<_ Aj>=u > (o | Y sup nw) =
jed we  Aj we A
jed jed
3.3
= supsupp(w) (3 )supu(Aj)-
J€J weA jed

O

Funkcijup(w) (tj. funkciju f1: Q — R, fi(w) = p(w)) nazivamogustinom mere

K. Pojam gustine je izuzetno ztejan jer se, kao Stoe kasnije biti razmotreno, svaka
idempotentna mera moZze izraziti preko svoje gustine.

Ozn&imo redom sa£, i E familije svih unija i preseka elemenata skupa za

Fiu=(E), i Eui = (Fu); vazi Ey = Eyi, i ova familija je zatvorena za proizvoljne unije
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i preseke. Za mere, i skupovne funkcije uopste (vidi [Pa95]), od interesa je izdvojiti
neke posebne tipove familija skupova.

Definicija 3.6 NekaZ C P (Q).

(a) Za familiju £ kazemo da jet-sistemako je zatvorena za konacne preseke.

(b) Za familijuE kazemo da jeitemeljena(eng.paving) ako0 € ‘£ i £ je zatvorena
za sve konacne preseke i unije.

Definicija 3.7 Familija 4 C P (Q) je t-algebraukoliko € 4 i vazi
(@) Aca = A eaq,

(b) Ajca,jed = SAJ- € 4.
jed
Elemente skupa nazivama4-merljivim podskupovima skupaQ, a za ureéleni par
(Q, 4) kazemo da je-merljiv prostor . Ukoliko jep idempotentna mera n@, tada je
(Q, 4, ) idempotentan prostor s merom Ukoliko jelN idempotentna verovatnota na
T-merljivom prostoruQ, 4), tada je(Q, 4, ) idempotentni prostor verovatnote

Idempotentni prostofQ, ? (Q), ) €e skr&eno biti ozndavan sgQ, ). 1z defini-
cije naravno sledi da je-algebra zatvorena i za proizvoljne preseke.

Definicija 3.8 Familija skupovaZ C P (Q) je atomarna ukoliko postoji neka pod-
familija £' = { Ay | a € J} familije £ za koju vazi

(@0g 7%,
(b) Va,a’ €J, AqNAy =0V Aqg = Ay,
c)FeE & F= S Aq.
CXZAGEF,
Aq€eE

Elemente odt’ nazivamaatomima.

Sa[w] 4 e biti ozn&en atont-algebre4 koji sadrziw € Q. Binarna relacija na
Q definisana sa

w2« akko i pripadaju istom atoma-algebre4

je relacija ekvivalencije, a klase ekvivalencije u odnosu\rgu upravo atomjw) 4

familije 4. Pri tome vaZi da jéA € 4 ako i samo ako jé\ = [w] 4, j. ako i samo
weA
ako je(w] ; C A za svakaw € A.

Teorema 3.1 Familija 4 C P (Q) koja sadrzi0 i Q je t-algebra ako i samo ako je
atomarna.

Dokaz:
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(=) Neka je.? T-algebra. DokaZimo da postoji familija atord C 4. Neka je
W= A weQ inekajed ={[w, | weQ}. Za svakow € Q vazi

Aca
weA

[w], € 4 jer je T-algebra zatvorena za preseke gigledno® ¢ 4’. Za svako
F € 4isvakow € F vazi[w] ; CF, te zboglw| ; € 4 sledi da

Feda & F= [w,; & F= (0] 4.
weF wiw] ,CF
Pri tome, ako jgwy] 5 # [wp] 4, tada akawy & [wp] 4 1. w1 € [mz]cﬂ € 4, zbog
[wz}; € 4 (3to sledi izlwyp] ; € 4 i osobine (a) algebre iz definicije 3.7) vazi

(o] 4 € [u)z]; te sledifwy] ; N [wyp] ; = 0, a ako jew € [wy] 4, iz sliEnih razloga
je[on] 4 C [wp] 4, ali tada analogno vaZidy, € [w1] 4 (jer bi inate ponovo dobili
[w1] 7N [0x] 4 =0), te je i[uwr] ; C [wn] 5, odnosnduy ] ; = [w2] 5.

(<) Obratno, neka je familija2 C ?(Q) atomarna, tj. postoji g’ena podfamilija

atomad’ = {Aq | a € J}. Za svaki elemenS e 4 vaziS= Aq, te zbog
. e
Qe 4t.Q= —~ Aqiosobine (b) iz definicije 3.8 sled = Aq 0dnosno
aed q: Pags
s c “Aqea
S = Aq, te jeS € 4. S druge strane, za proizvoljnu familiffy, i € |
o Aacs”
“AacA " S S .
elemenata odZ vaziviel, § = Aq, te za skupS= S takade vazi
q Aacs icl
S “Agea
S= Ay, odnosndSe 4.
. AaCS
q'AuEﬂ’
a

Najmanjat-algebra koja sadrzi familiju skupovg, tj. T-algebra generisana ga
je jednoznano odrélena, i bte oznéavana sa ().

Definicija 3.9 t-algebra 4 je kompletna u odnosu na idempotentnu merys na Q
(skratenou-kompletna) ako za svakaw € Q vazi da ako jeu(w) = 0, tada je{w}
atom familije 4.

Kompletiranje t-algebre 4 u odnosu na idempotentnu meruyu je T-algebra. 2" koja
kao skup atoma ima sve jednocClane skupfmg mere0 iz 4 i sve atoma-algebre4
koji nisu mereD.

Kompletiranjet-algebre4 je najmanja kompletna-algebra koja sadrzil.

Napomena 3.1Ako je od interesa posmatrati samo vrednosti idempotentne mere
na elementima-algebre 4, tada ¢e ta skupovna funkcija biti oznacenaysa ili ce

biti eksplicitno naglaSeno da jeidempotentna mera n@, 4) (daklepz (A) = n(A),

A € 4). Nekada je idempotentna memszadana samo na elementimalgebre 7, i
dokazano je da se tada ona moze proSiriti na ceo Sk(Q), pri Cemu to proSirenje ne
mora biti jedinstveno.
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3.2 Merljive funkcije

Neka swQ i Q" proizvoljni skupovi, &€ C P (Q) i ' C P (Q') familije podskupova
koje sadrze).

Za funkciju f : Q — Q' se definisef 1 (£/) = { f 1(A) | Ac £'}.

Ako je ' t-algebra, tada je f 1 (') takode t-algebra. Ako jeG’ skup atoma
t-algebreZ’, tada je{ f 1 (G’)} skup atoma-algebref -1 (Z’).

Definicija 3.10 Funkcijaf : Q — Q' je £/ -merljiva ako jef ~ (') C E. Funkcija
definisana na idempotentnom prostoru verovatnote se némmapotentna promen-
liiva, (eng.idempotent variable). ZaE /P (Q')-merljivu funkciju se skrateno kaze da
je E-merljiva.

Akosu(Q,4)i (Q',4') t-merljivi prostori, funkcijaf : Q — Q' je 4/.4'-merljiva
ako i samo ako za svaki atoBf € 4’ vazi f~(E’) € 4, tj. ako i samo ako za svaki
atomE € 4 postoji atomE’ € 4’ takav da jef (E) C E’. Funkcijaf je A-merljiva ako
i samo ako na svakom atoniie £ ima konstantnu vrednost.

SkupA C Q je A-merljiv (tj. A € 4) ako i samo ako j&, : Q — R funkcija koja
je A-merljiva.

Za idempotentnu promenljivu se njen verovatnosni zakon raspodele definiSe na isti
natin kao u uobtajenom sldaju.

Definicija 3.11 Zaidempotentnu promenljivi: Q — R" definisanu na prostoru vero-
vatnote(Q, M), idempotentna raspodelde idempotentna verovatno€y = Mo X1
koja je definisana n&".

Lema 3.2 Neka je(Q,4,1) idempotentan prostor s merom i neka fe Q — Q'

funkcija koja jea"-merljiva. Tada postojia-merljiva funkcijaf’ takva da jef’ i
(vidi definiciju3.15.

Lema 3.3 Neka je(Q’,2’) t-merljiv prostor, i neka jeq t-algebra naQ generisana
funkcijomf : Q — Q' (odnosnag = { f1(A) | A € 4'}). Funkcijah: Q — Q" je

A4-merljiva ako i samo ako postoji nek& -merljiva funkcijag : Q' — Q" takva da je
h=gof.

Naredna lema daje u opstoj formi vaZznu osobinu merljivih funkcija.

Lema 3.4 Neka jeA t-algebra naQ, neka suf; : Q — R, j € J funkcije koje sug-

merljive, i neka jeF : R? — R. Tada jeF ({fi}jeJ) (w) ©'F ({f]‘ (u))}jeJ) takade

A-merljiva funkcija. Specijalnosupf; i i_m; f; su merljive funkcije, a za usmeren skup
jed le

® su merljive i funkcijdimsupfy i liminf f,.
PP G

Kao posledica prethodne leme se dobija da su i zbir i proizvod merljivih funkcija
merljive funkcije, i sltno.
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Lema 3.5 Neka jepidempotentna mera n@, i neka jef : Q — Q’. Tada je i funkcija
W :P(Q) — R definisana sal (A) = p(f=1(A)), A C Q idempotentna mera.

U narednoj definiciji je naveden idempotentni analogon funkcije raspodele.

Definicija 3.12 Neka je(Q,?(Q),MN) idempotentan prostor verovatnoce, i neka je
f : Q — Q' idempotentna slu¢ajna promenljiva sa vrednostim@'u Idempotentna
verovatnocdl o f 1 se tada nazivédempotentna raspodela funkcijef u odnosu na

M, ili skracenoidempotentni zakon Ukoliko jeQ’ metricki prostor i za svakay € Q'
vaiirlimol'l (0| f(w) €B(w,r)) =0 (gde jeB(w,r) zatvorena lopta sa centromayf
poluprecnikar), tada sef nazivaprava idempotentna sliEajna promenljiva (eng.a
proper idempotent variable).

Jos jedan poseban tip familije skupova u prostoru s merom ima svoju ulogu u teoriji
velikih devijacija zasnovanoj na idempotentnim merama.

Definicija 3.13 Neka jep E-idempotentna mera. Familijd C 2 (Q) je uCvrstenje
mere (eng.tightening collection for p) ukoliko jeTNF € Ezasvel € TiF € E,
i za svake > 0 postojiT € 7 takvo da jeu (TC) < &. KaZe seida j@t mera koja je
Cvrsta u odnosu naT , ili skrateno, T -Cvrsta (eng.7 -tight measure).

Definicija 3.14 Neka jeE C P(Q), £’ C P (Q'), neka jeu E-idempotentna mera na
Q, i neka je7 C P (Q) utvrStenje mergl. Neka je pri tome z& € 7 oznaceno
Er ={TNE| E€ E}. Funkcijaf: Q — Q' je Luzin-(E,T)/E -merljiva ukoliko
je za svakd € T restrikcija funkcije na skuf funkcija koja jeZr / E'-merljiva.

Lema 3.6 Funkcija f : Q — Q' je Luzin{E,T)/E -merljiva ako i samo ako za sve
E'cEisveT € Tvazif 1(E)NT € £.

Napomena 3.2 Ako jef funkcija koja jeE/E’ merljiva, tada je ona Luziff%,T) / E'-
merljiva za7 = {Q}.

3.3 Tipovi konvergencija

Neka je (Q, ) idempotentan prostor s merom, i neka il fy, ¢ € ® idempo-
tentne sldajne promenljive n& sa vrednostima u mebtkom prostoryE, p). Kao i u
klasicnoj teoriji, mozemo govoriti o raznim vrstama konvergencija merljivih funkcija.
Izmedu tih raznih tipova konvergencije, kao i u klésom sliaju, postoje odidene
relacije.

Definicija 3.15 UopSteni niz funkcijaty, @ € ® konvergira p—a.e. ka funkciji f, u

oznacif(p“i'e' f, @ € @ ukoliko je

u(me Q| Iin(})f(p(oo) # f (oo)> =0.

[0S
Uopste, kaze se da elementi skupaadovoljavajup— a.e. neku osobinup ako je
H(we Q|-¢ (w) =0.
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Definicija 3.16 UopSteni niz funkcijey, @ € ® konvergira ka funkciji f u idempo-
tentnoj meri p, u oznacif(p—”> f, ukoliko za svake vazi
(Igergu(we Q|p(fp(w), f (w)) >€) =0.

Sledé€a teorema je analogon teoreme Egorov-a.

Teorema 3.2 Za uopsteni niz funkcijdy : Q — E, @ € ® vaZi f(pg f ako i samo ako
za svee > 0 postoji skupAs C Q takav da jgu (AE) <O0i IirrB supp (fp(w), f (w)) =0.
E=U0eA:

Grantne vrednosti obe vrste $u-a.e. jednozn&no odrélene.

Teorema 3.3 Ako f, > f, tada f —

Teorema 3.4 Ako f(p”i?' f, tada postoji uopsteni niz funkcifs,, Y € W za koju vazi
hw—“> f i takav da jehy (w), ¥ € W podniz nizafy (w), @ € P za svakaw € Q.

Ako je fn, n € N niz funkcija takav dafy, "=2% f, tada za svakaw € Q postoji niz
prirodnih brojevak, ., takav da jekn, > n, ne Ni fi, L

U opStem sl@aju, iz konvergencijgt— a.e. ne sledi konvergencija u mei

3.4 Idempotentna integracija

Neka je(Q, ) idempotentan prostor s merom takav dquj€) < o, i neka je po
definiciji o0 - 0 £'0.

Definicija 3.17 Za funkcijuf : Q — R, idempotentni integral funkcije f u odnosu
na merupje

~fdu® sup{a-p(| f () > a)}.

Q acR"
Idempotentni integral funkcijé nad skupomi C Q se definiSe kao
T fdpE T, du
A Q

Za idempotentni integral se ponekad koristi i oznaka (w)dp(w). U slutaju

A
kada jep idempotentna verovatiga, tada se idempotentni integral naziva jedam-
potentnim oCekivanjem (eng.idempotent expectatior), i u tom sli€aju se jo§  fdu

Q
oznd&ava i s&S(f), ili S(f (w)), ili Sy (f).
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Lema3.7 Zaf:Q —R' vaZi
—fdu= sup{a-p(w| f (@) = a)} =
Q acR"

= sup( (- )} = supf (@) -n (16 (e ) -

weQ

Napomena 3.3Na osnovu prethodne leme je jasno da za svaki #kaQ vaZzi

H(A) =" X du=dup
Q A

Napomena 3.4 Ukoliko je pu definisana na-algebri 4, tada vrednost idempotentnog
integrala zavisi od toga koje se proSirenje funkgijgosmatra naP (Q) (vidi napomenu
3.1), ali ako je funkcijaf 4-merljiva, tada je vrednost integrala jednoznacno alirea.

Nadaljete skupovi kao Sto su npfw | f(w)=a}, {w| f(w) <g(w)} islicno,
skreteno biti ozngavani sa{f =a}, {f < g} itd. Za proizvoljnu familiju funkcija
fi:Q—R", j €Jsufunkcijesupf;: Q =R iinff;: Q —R" definisane sa

jed jed
supf; | (w) d:efsupfj (), (inf fj) () 2 ing fj (w).
jed jed jed jed

Sledé€e osobine idempotentnog integrala slede iz leme 3.7 (a analogne osobine
vaze i za funkcije sa vrednostima u skdﬁﬁ).

Teorema 3.5 Za funkcijef : Q — R*, g: Q — R*, fj: Q - R*, jeJ, izace R"
vaze sledece osobine

(@)~ 0du=0,
Q

(b) f<g =~ fdu< gdy

Q Q
(¢) = (cfydu=c fdp
Q Q
(d)  (fvg)du="fduv gdy
Q Q Q

(e) — (f+gdu<™ fdu+ gdu
Q Q Q

(f) |7 fdp—" gdy <™ |f —g|d ukoliko je vrednost na levoj strani znaka ne-
Q Q Q
jednakosti dobro definisana,

(9)  supfidu=sup fjdp
o i€d i€d o
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Sled€a nejednakost ima onu ulogu i vaznost koju ima nejednakost Chebyshev-a u
klasitnoj teoriji verovatnoe.

Lema 3.8 Za funkcijuf : Q — R™ vaZi

p(f>a) < g_f Xir2qdW  zasvaka > 0.
Q

Takade vazi i sledéi analogon klagine teorije mera.

Teorema 3.6 Nekap idempotentna mera na skugdy i neka jep! = po f~1 idempo-
tentna mera na skup@’ za neku funkcijuf : Q — Q'. Tada za funkcijig: Q' — R*
vazi
" gdd =""gofdu
(ol Q
Funkcije merljive u odnosu na idempotentnu meru imaju i svhjistrukturu”.

Definicija 3.18 Za funkcijuf : Q — R™ i p > 0 se definiSe
1

P
def [ —
||fpe< fpdu) ,
Q

def
Iflle = sup f(w).
wp({})>0

Teorema 3.7 Nekajef :Q - RTig: Q —R™T.
(a) Ako sup,q € [1,] takvida jet + ; = 1, tada je

Ifglly=""fogdu<|/fl,lgll-
Q

(b) Ako jep(Q) =1, tada zal < p < g vaZi
1fllp < ll9llg-

Definicija 3.19
(a) Funkcija f : Q — R* je p-maksimibilna (skracenomaksimibilna, ako se po-
drazumeva o kojoj idempotentnoj marse radi) ukoliko je
T fdpu< i Ol(iL“m_f'X{ba}d”:Q
Q
(b) Familija funkcija f; : Q — R™, j € J je p-uniformno maksimibilna (skrateno
uniformno maksimibilna) ukoliko je
lim sup  fj- du=0.
p I X{fj>a} u

A= jEJ Q
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(c) Uopsteni niz funkcijdy: Q — RT, @ € ® je p-uniformno maksimibilan (skra-
tenouniformno maksimibilan) ukoliko je

lim limsup

du=0.
o —o00 (I)Eq) 0

f(P. X{fq,>a}

Teorema 3.8 Navedeni pojmovi maksimibilnosti se mogu izraziti na sledete ekviva-
lentne nacine:

(@) Funkcijaf : Q — R* je maksimibilna ako i samo ako postoji monotono neopa-

F (%)

dajuca funkcijaF : R™ — R™ za koju vazi daje;l(im = i~ Fofdu<o.
Q
(b) Familija funkcija f; : Q — R™, j € J je uniformno maksimibilna ako i samo ako
jesup fjdu< i za svakoe > 0 postojid > 0 takvo da za svaki skuf sa
j€d o
osobinomu(A) < dvaZisup fidu<e.
j€ed A

(c) Familija funkcija f; : Q — R™, j € J je uniformno maksimibilna ako i samo ako
je supf; maksimibilna funkcija.
jed
(d) Familija funkcija fj : Q — R™, j € J je uniformno maksimibilna ako i samo
ako postoji monotono neopadajuca funkdja R — R™ za koju vazi da je

lim F¥ — o sup Fo fjdu< co,
i€d o

X—00 X

(e) Za maksimibilnu funkcijuf : Q — R* je skupovna funkcijgh — ~ f - x,dp,

Q
A C Q uniformno neprekidna u odnosu mpa tj. za svakce > 0 postojid > 0
takvo da za svaki skubsa osobinonu(A) < dvazi  f-x,du<Ee.
Q

(f) UopSteni niz funkcijdy: Q — R™, @€ ® je uniformno maksimibilan ako i samo
ako je
* limsup  fedp< oo, i
ecd o
* za svakce > 0 postoji d > 0 takvo da za svaki uopsteni niz skupavg

@< ® sa osobinonimsupp (Ay) < dvazi limsup  fedp<e.
(DG@ (pG’i’ A‘P

Tvrdenja iz sledee teoreme su analogoni redom leme Fatou-a, Lebesgue-ove teo-
reme monotone konvergencije i Lebesgue-ove teoreme dominantne konvergencije.

Teorema 3.9 Neka jefy: Q — R, @ € ® uopSteni niz funkcija, i neka je: Q — R™.
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p—ae.
(1) Ako jeliminff, > f,tadaje
pcd

liminf™ fedp>"" fdu
e g Q
p—ae.
(2) Akojef, 7 f,tadaje
lim— fedp="fdp
*P g Q

(3) Ako jefq, @ € @ uniformno maksimibilan uopsteni nizf(;i f, tada je
lim™— fodu="fd
"o edH . 28
(4) Neka jep E-idempotentna mera za neku familfi C 2 (Q), neka je familija
skupovaT ucvrstenje merg, i neka jed C P (R*) familija skupova koja se
sastoji od0 i intervala oblika[a,«), a € R*. Neka jefy, @ € ® uopSteni niz
p—a.e.
Luzin{E, T)/U-merljivih, maksimibilnih funkcija. Akd, | f,tadaje
lim™— f,du="fd
=0 UM . K

Teorema 3.10 Neka jefy: Q — R T, @€ ® uopsteni niz funkcija, i neka je: Q — R ™.
(1) Akojelim ™ |f — fy|dp=0, tada jefy- f.
o<P

(2) Ako je uopsteni niz funkcijfy, @ € ® uniformno maksimibilan fq,—”> f, tada je

(Igergg | f — fg|dp=0.

3.5 Nezavisnost i uslovna idempotentna verovatioa

Neka je(Q,M) idempotentan prostor verovatem Skr&enote N ({w}) biti 0z-
natavano sdl (w). Pojmovi zavisnosti i nezavisnosti u odnosu na idempotentnu vero-
vatnctu se definiSu na nesto druiijanacin nego u klasinom sli&aju.

Definicija 3.20 Konacna familijaA;, i € {1,2,...,n} podskupova skup@ je nezav-
isnaukoliko je
T n
n ( Aq) ~ [ N(A).
i=1 i=1
Proizvoljna familijaAy, a € J; podskupova skup@ je nezavisnaukoliko je nezavisna
svaka njena konacna podfamilija.

Familije 4, a € J podskupova skup@ su uzajamno nezavisneikoliko je nezavisna
svaka familija{ Ay | Aq € Eq,0 € J}.
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Familije Zg, B € J podskupova skupf su uzajamno nezavisne ako samo ako su
familije (%), B € J nezavisne.

Definicija 3.21 Neka je4’ t-algebra na skup@’. Za familiju idempotentnih slu¢ajnih
promenljivinfy : Q — Q', a € J kaZe se da je?’-nezavisna(u slu¢ajua’ = P (Q') -
skrateno -nezavisna ukoliko su nezavisne familiealgebri fo~* (4').

Idempotentna slu€ajna promenljiia: Q — Q' i familija £ C 2 (Q) su4'-nezavisni
(u slutajua’ = P(Q') - skrateno +1ezavisn) ukoliko su nezavisne familije skupova
f-1(a)iE.

Lema 3.9 Za nezavisne funkcije: Q — RYi g Q—R" vaziS(fg) = S(f)S(g).

Neka je nadaljeZ t-algebra nd&, neka jeE C P (Q) Tesistem koji sadrZ0, i neka
je 7T C P(Q) familija skupova takva dazasvec 7 i F € EvaziTNF € £.

Definicija 3.22 Uslovna idempotentna verovatngaod ' € Q u odnosu naZ (eng.
conditional idempotent probability) je funkcijal (o' | 4) : Q — [0, 1] definisana sa
n()

may ooy M@l >0

N(w|a)(w) = !
M (w) ; N([w],)=0

gde jel1 neka idempotentna verovatnota Qai I{wﬂw} = 1kada jewf 2 w, a inace
je I{wgw} = 0
ZaB C Q se definisdl (w' | B) = N (' | 48) (w), gde je4s nekat-algebra za koju je
B njen atom (definicija ne zavisi od izboratelgebre), iw € B (definicija takale ne
zavisi od izboraw € B).
Za skupA C Q, uslovna idempotentna verovatngaod A u odnosu na4 je funkcija
MN(A|4): Q — [0,1] definisana sa

M(A[4) (@) = supn (/| ) (o).

weA

ZaAC QiBC Q sedefinise

M(A[B) = supl («'| 4g) (),

weA

gde je4p nekat-algebra za koju jB njen atom iw € B (definicija ne zavisi od izbora
T-algebre4s i w € B).
Ukoliko je M ZE-idempotentna verovatnoca, tada sglovna E-idempotentna vero-
vatnoca definise na isti nacin, s tim da se i fazahteva da bude-idempotentna
verovatnota nd, a ako jell joS i T-Cvrsta, tada se u definiciji i zZB zahteva da bude
T-Cvrsta.

Ako jea’ t-algebranaQ’i f: Q — Q’, definiSe se
NA[T) =N (AlT71(a)).
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Napomena 3.5Uslovna idempotentna verovatnofHA| ) (w) je N — a.e. jednoz-
nacno definisana, i pri tome je

n-ae M(AN[0]4)

M(A|A) (w) , ACQ
M ([0 5)
(tacnije, za skulN = {we Q| M([w]4) =0} vaZiN € 4, N(N) = 0 pri tome je
NnAN[w 4) c
N(A[2) (w) = N, LJACQ, weN).
Takdle, zaB C Q za koje jel1(B) > 0 vaZi
~ N(ANB)

Teorema 3.11 Za funkcijull (A| 4) (w), AC Q, we Q vazi:
(1) zasvakA C Q je N (A| A) (w) funkcija koja je4-merljiva pow € Q,
(2) zasvakane QjeM(A| 4) (w) idempotentna verovatnota goC Q,
(3) zasvakA,Be P(Q) je
M(ANB) = S(M (A 2) (0) - Kiwesy )

(4) Za‘E-idempotentnu verovatnogu vaZzi:

- ako je[w] ; € £, tada jel (A| 1) (w), A C Q takade E-idempotentna verovat-
noca,

- ako jeB € Z, tada jelM (A|B), A C Q takade E-idempotentna verovatnoca,

(5) Za T-tvrstu idempotentnu verovatno€lje takade iM(A|2) (w), ACQ T-
Cvrsta za svakm € Q, i takode jel (A|B), AC Q T-Cvrsta za sv8 C Q.

3.6 Idempotentne mere na topoloSkim prostorima

Neka jeE Hausdorff-ov topoloski prostor, neka je familija zatvorenih podsku-
pova odE, i neka je X familija kompaktnih podskupova oH. Neka jep kon&na
idempotentna mera rfe. Razmatrée se mergikoje sut-glatke u odnosu n& ili X.
Neka je dalje

CS(E)={f]| f:E—R", fjeograntenaineprekidng
Cg (E)={f| f:E—RT", fje ogranéenaiodozgo poluneprekidha
Qg (E)y={f| f:E—R", fjeograntenaiodozdo poluneprekidha

f je ogran€ena, neprekidna,
c;((E)z{ﬂf:E_)R+ e og P }

’ kompaktnim noséem
Navedene klase funkcijee imati svoju ulogu u teoriji velikih devijacija sa idem-
potentnim merama (vidi teoremu Portmanteau-a).
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Definicija 3.23 Idempotentna merpnakE je ¢vrsta (eng.tight) ukoliko je familija X
ucvrstenje merg, tj. ako za svaka > 0 postoji kompaktan skuld C E takav da je

p(KC> <e.

Posto jeE Hausdorff-ov prostor, svakg -idempotentna mera je 4-idempotentna
mera. Takde, svakavrsta ¥ -idempotentna mera jeGvrsta K -idempotentna mera
i obratno. Stogate nadaljeCvrsta F-idempotentna mera biti nazivariarstomt-
glatkom idempotentnom merom.

Nadaljece biti kori£ena oznaka
Ky (o) d:ef{xe E| ux)>a}, a>0.

Definicija 3.24 Funkcijaf : E — R™ naE je od gore kompaktna(eng.upper com-
pact) ukoliko jeKy, (a) kompaktan skup za svako> 0.

Posto jeE Hausdorff-ov prostor, svaka od gore kompaktna funkcija je ujedno i od
gore poluneprekidna. Od gore kompaktna funkcija dostize svoj supremum na zatvore-
nom skupu.

Nadaljecte, kratk@e radi, sau biti ozna&avana skupovna funkcija (odnosno idem-
potentna merg): ? (E) — R*, a sau(x), X € E njoj odgovarajéa gustina, tj. funkcija
K(x) : E — R* definisana sa(x) = pu({x}). Kao $to je vé ranije navedeno, za idem-
potentnu merg vazip(A) = sup(x), AC E.

XeA

Lema 3.10 Neka jep: P (E) — R* skupovna funkcija, neka jg(x) : E — R* defin-
isana sau(x) = u({x}), i neka jep(A) = supu(x), A C E. Tada vaze sledeta tenja.
XEA

(a) Ako jep F-idempotentna mera ng, tada je funkcijaji(x) od gore polunepre-
kidna.

(b) Ako jep(x) od gore poluneprekidna funkcija, tadayeX -idempotentna mera na
skupuE.

(c) Skupovna funkcijau je Cvrsta F-idempotentna mera nk ako i samo ako je
funkcijap(x) od gore kompaktna.

Iz prethodne leme sledi da, akopgevrsta F -idempotentna mera, tada je familija
skupoveKy, (a), a > 0 ucvr&enje merau

Teorema 3.12 Neka jeu 7 -idempotentna mera n, i nekafj: E — R™, j € J famil-
ija ogranicenih, od gore poluneprekidnih funkcija zatvorenih u odnosu na minimume i
infimume. Tada je
inf~ fidu=""1inf f;d
}eJE jaH E}eJ jaH
Prethodno navedena teorema ima bitnu ulogu u nekim delovima dokaza teoreme
Portmanteau-a.
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Teorema 3.13 Ako je prostorE lokalno kompaktan, ili ako je homeomorfan sa nekim
kompletnim metrickim prostorom, tada je svakadempotentna merpnaE cvrsta.

Neka je sadalE’ Hausdorff-ov topoloski prostor, i neka jg’ familija svih zatvorenih
potskupova skupg’.

Definicija 3.25 Neka jep F-idempotentna mera n&. Funkcijaf : E — E’ je p-
Luzin-merljiva (skratenolLuzin-merljiva , ako se podrazumeva o kojoj meri se radi)
ako su sve njene restrikcije na skupdyga), a > 0 neprekidne funkcije.

Navedena definicija je zapravo specijalarcsjudefinicije 3.14, tj. funkcijd je p-
Luzin-merljiva u smislu definicije 3.25 ako i samo ako je Luzif; %)/ F'-merljiva
u smislu definicije 3.14, gde jé& = { Ky (a) ] o> 0}. Luzin-merljive funkcije &u-
vavaju svojstvatvrstine it-glatkosti idempotentne mere u odnosu na familiju svih
zatvorenih skupova, tj. vazi sletieteorema.

Teorema 3.14 Ako jep EvrstaF -idempotentna mera g, i ako je f : E — E’ funkcija
koja je p-Luzin-merljiva, tada jg/ = po f~ Evrsta #’-idempotentna mera né’.

Cvrste ¥ -idempotentne mere imaju zéainu ulogu u teoriji velikih devijacija.

Definicija 3.26 Cvrsta ¥ -idempotentna verovatnoda je devijabilnost (eng. devia-
bility ). Idempotentna raspodeldy idempotentne slu¢ajne promenljie Q — R" se
nazivadevijabilna idempotentna raspodela

S obzirom na teoremu 3.13, u lokalno kompaktnim prostorima, kao i u kompletnim
metrickim prostorima, svak# -idempotentna verovatiea je devijabilnost.

Teorema 3.15 Idempotentna verovatnotaje devijabilnost ako i samo ako je gustina

M (x) od gore kompaktna funkcijesupl (x) = 1.
xeE

Posto od gore kompaktna funkcija dostiZze svoj supremum na zatvorenom skupu, za
devijabilnostl postojixg € E takvo da jell (xp) = 1.

Napomena 3.6 MoZe se zapaziti da je idempotentna verovatrio@kevijabilnost ako i

samo ako je funkcija(x) = —InM (x), x € E tzv.Cvrsta verovatnosna funkcija stope

tj. takva dajeinIfEI (x) =0i zasvaka € R su skupovi x € E | | (x) < a} kompaktni.
Xe

Sledé€e teoreme su analogoni Riesz-ove teoreme reprezentacije.

Teorema 3.16 Neka jeE lokalno kompaktan Hausdorff-ov topoloski prostor, i neka je
V: C}( (E) — R* funkcionela koja ime osobine da za dug € Cj (E) i svakoc € R*
vazi

(V1) V(cf)=cV (f),

(V2) V(fvg) =V (f)VV(9).
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Tada postoji jedinstven& -idempotentna merp: P (E) — R takva da je

vfeCL(E), V(f)=" fdu
E

Teorema 3.17 Neka jeE kompaktan Hausdorff-ov prostor. Neka4é familja nekih
neprekidnih funkcijaf : E — R* takvadaO € #, zasvec>0i f € H jecf e H
i (f—1)v0e 4, ifamilija # je zatvorena za minimume i maksimume proizvoljnog
broja elemenata (proizvoljne familije elemenataliz Neka jeX;, skup svih kompakt-
nih skupova oblikgxe E | f(x) >a},a>0, f € H. AkojeV : H — R* funkcionela
sa osobinam&V1) i (V2) iz teoreme3.16 tada postoji( X,/ );-idempotentna merpna
E takva da je

V(fy=""fdy feHA,

E

i merap je jednoznacno odoena na skup(xy, ),

Ako pri tome# sadrzi sve konstantne funkcije i vazi
(VO) V(1) =1,

tada je(%;,);-idempotentna verovatnoca.

Supremum normafunkcije f : E — R™, u oznaci| f ||, definiSe se na sledenatin:

def
1] = supf (x).
xeE

Teorema 3.18 Neka jeE prostor Tikhonov-a. Neka jé : C; (E) — R* funkcionela
sa osobinamgV1) i (V2) iz teoreme3.16koja je joS iCvrsta tj. za svaka& > 0 postoji
kompaktan skul C E takav da za svakd € C, (E) sa osobinonvx € K, f (x) =0
vaziV (f) < e||f||. Tada postoji jedinstveng -idempotentna mera: ? (E) — R"
takva da je

V(f)=""fdy feCl(E).

E

Ako pri tome vaz{VO0) iz teoreme3.17, tada jep Cvrsta 7 -idempotentna verovatnota.

Teorema 3.19Neka suui ' ¥ -idempotentne mere na prostoru TikhonolaAko za
svef e G/ (E)vazi~ fdu=" fdy, tadajep=u na®(E).
E E

3.7 TopoloSki prostori idempotentnih verovatnaca

Neka jeE topoloSki prostor, i neka j& familija zatvorenih podskupova dé.
Neka jeI M (E) skup svih/ -idempotentnih verovatnosnih meraBa

Definicija 3.27 Slaba topologija naI M (E) (eng.the weak topology je najgrublja

topologija za koju su, za svakoe C; (E) neprekidna preslikavanjél — ~ hdrl.
E

Konvergencija u slaboj topologiji e biti oznatena'%a
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Napomena 3.7 Na osnovu teorem®.19 ako jeE prostor Tikhonov-a (5to ¢e nadalje
biti najcesci slucaj), tada jg@M (E) sa slabom topologijom Hausdorff-ov topolo3ki
prostor.

Napomena 3.8z definicije sledi da se jedna baza slabe topologije sastoji od skupova

oblika

Za funkcijuh : E — R* definiSemo njenwdozgo poluneprekidnu ekstenzijui
odozdo poluneprekidnu ekstenzijuredom na sled2 naCin:

T hdn’ =" hidn
E E

On;hl,hzu...hn;E = { I_Il € IM(E) |

gde jel e IM (E), heC/ (E), e > 0.

h= inf f i h= sup f
teCt (E) fect (E)
f=h f<h

Pomau pojmova iz sledee definicije se u teoremi Portmanteau-a daju karakteri-
zacije konvergencije u smislu velikih devijacija.

Definicija 3.28 Funkcijah : E — R™ je neprekidna u odnosu na idempotentnu
verovatnocu M ukoliko je~ hdM =" hdM. Funkcijah: E — R je odozgo pol-

E E
uneprekidna u odnosu nd1, odnosnadozdo poluneprekidna u odnosu ndl, uko-
likoje™ hdln ="hdr, odnosno hdlM =""hdrl.

E E E E
SkupH C E je neprekidan u odnosu nd1 ukoliko jell (H) = (ﬁ) SkupH CEje
zatvoren u odnosu nd1, odnosnatvoren u odnosu na1, ukoliko jer (H) =1 (H),

odnosnd1(H) =N (H)

Napomena 3.9U prostorima Tikhonov-a, skup je neprekidan, odnosno otvoren, od-
nosno zatvoren u odnosu Rkukoliko je njegova karakteristicna funkcija neprekidna,
odnosno odozgo poluneprekidna, odnosno odozdo poluneprekidna u odnidsu na

Sledé€a teorema opisuje konvergenciju u slaboj topologiji, analogno kao Sto odgo-
varajlta teorema u glavi 3.9 opisuje LD konvergenciju.

Teorema 3.20 (Portmanteau)Neka jeE prostor Tikhonov-a, neka jB € 1M (E), i
neka jely € IM (E), @ € @ uopsteni niz idempotentnih verovatnoca. Sledeci iskazi
su ekvivalentni:

(1) Nyn,

(2) — fdMNgy— "~ fdM zasvakef € G} (E),
E E

3) (@ Iir(peigf_fdl'l(pz_fdl'l za svakof € C (E),
E E
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(b) limsup — fdMy < ™ fdr za svakof €C, (E),
e g E

(3") nejednakosti u iskazim@) vaze redom za svaku odozdo poluneprekidnu u od-
nosu nal, ograni¢enu funkcijuf : E — R™, odnosno za svaku odozgo polunep-
rekidnu u odnosu nél, ograni¢enu funkcijuf : E — R,

4 @ Iimiqr)n‘ My(G) > M (G) za svaki otvoren sku@ C E,
[0S

(b) limsuply(F) <M (F) za svaki zatvoren skup C E,
G

(4") nejednakosti u iskazim@) vaze redom za svaki otvoren u odnosuhakupG,
odnosno za svaki zatvoren u odnosuhakupF,

(5) Iin(’iljl'l(p(H) = (H) za svaki neprekidan u odnosu RaskupH C E,
oS

(6) Iirg_ fdMy="fdM za svaku neprekidnu u odnosuMagrani¢enu funkciju
[0’

E E
f:E—RT.

Razmotrimo sada situaciju kada(je, p) metricki prostor. Kao Stae biti pokaza-
no, tada je iI’M (E) metrizibilan prostor, i postoji viSe interesantnih metrika koje su
kompatibilne sa slabom topologijom da/ (E).

Neka jeBg (x) zatvorena lopta sa centronx« E i poluprenikae > 0, i neka jeA?
zatvorena-okolina skupaA (tj. A* = {x € E | p(x,A) < &}). Za funkcijuf € G/ (E)

definiSimo
def [T (1) — f(x)]
fllgy = (supf (X)) vV | sup —————=~
Illae (erp ()> (xﬁé)z P (X1,%2)

(mozZe se primetiti da, ako jef||5 < «, tada jef ograntena, Lipschitz-neprekidna
funkcija).

Definicija 3.29 Neka je funkcijap : 19 (E)* — R* definisana sa

p(My,Mp) &'
=inf{e>0] ¥xeE, My(x) <M2(Bg(X))+€ A Ma(x) <M1 (Be(X))+E}.

Funkcijap je metrika (analogon metrike Prohorov-a), i vaZi
p(l‘ll,l'lz) = inf{z-: >0 | VACE, I'Il(A) < |_|2(A£)—|-€ N |_|2(A) < |_|1(A8)+€}.

Teorema 3.21 Metrika p je kompatibilna sa slabom topologijom &/ (E).
Definicija 3.30 Neka je funkcijgog : IM (E)2 — R* definisana sa

~ fdfy—" fdMy
E E

def
peL (M1,Mz) = sup
feCt (E): | fllg.<1
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Funkcijapg, je metrika (analogon metrike Kantorovich-Wasserstein), i vazi
paL (M1,M2) <2p(My,M2).

Teorema 3.22 Metrika pg. je kompatibilna sa slabom topologijom &/ (E).

Definicija 3.31 Neodredena topologija(eng.the vague topology na skupu svihk -
idempotentnih mera je najgrublja topologija za koju su za S\radz@;( (E) neprekidna

preslikavanjal — ~ hdn.
E

Teorema 3.23 Ako jeE lokalno kompaktan Hausdorff-ov prostor, tada je prosfgr
idempotentnih mera sa neodienom topologijom kompaktan.

Definicija 3.32

(a) Skup# -idempotentnih verovatnoca C 1M (E) je Cvrst (eng.tight) ukoliko je
inf supln (K°) = 0.
J0i suen (°)

(b) Uopsteni nidy, @ € ® idempotentnih verovatnoca izM (E) je Cvrst ukoliko

je inf limsupMy, (K ) = 0.
o Jnf limsuprly (K°)

Teorema 3.24

(1) Neka jeE lokalno kompaktan Hausdorff-ov prostor, nekdjeX-idempotentna
verovatnoca, i neka jBly, @ € @ uopsteni nizk-idempotentnih verovatnota na
E. Tada su sledeti iskagM) i (V) ekvivalentni:
(MXM1) za svako € E i svaki uopsteni nizy, @ € ® sa osobinomim xo = x

~ (P€¢
vazi
limsupMg (Xg) < M (x),
PP
(M2) za svako € E postoji uopSteni nixy, @ € ® sa osobinonim x, = x

PP
za koji vazi

lim Mg (xg) =1 (x),

(V)(V1) za svaki kompaktan skipC E vazi
limsupMy(K) < M (K),
g

(V2) za svaki otvoren sku@ C E vazi
Iimiqr)lf Me(G) >N (G).
o

(2) Neka jeE Hausdorff-ov prostor, neka j@ Cvrsta ¥ -idempotentna verovatnoca,
i neka jelly, @ € ® Cvrst uopsSteni niZF -idempotentnih verovatnoca 1 Tada
je sledeti iskagN) ekvivalentan sa svakim od iska@d) i (V):
(N) (N1) za svaki zatvoren skup C E vazi
limsupMy(F) <M (F),
QD
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(N2) za svaki otvoren sku@ C E vazi
Iimiqr)n‘ Me(G) >N (G).
[0S

Na kraju ovog odeljka samo pomenimo joS jednu vrstu konvergencije.

Definicija 3.33 Neka jeE topoloSki prostor. Neka jX : Q — E idempotentna pro-
menljiva idempotentnom prostoru verovatn@€e ), i neka jeXy: Qo — E, pc ®
uopSteni niz idempotentnih promenljivih definisanih na odgovaraju¢im idempotent-
nim prostorima verovatnot€Qy,My). Neka su idempotentne raspodélg i My,
F-idempotentne verovatnoce a(gde je ¥ familija svih zatvorenih skupova H).
Uopsteni niz{Xq) | 01 dn} konvergira u idempotentnoj raspodelika X eng. con-

vergence in idempotent distributionukolikoMgo xqjl WHox L.

3.8 Laplace-Fenchel-ova transformacija

Neka jeX : Q — R" idempotentna promenljiva na idempotentnom prostoru ve-
rovatn@e (Q,M), i neka jelx njena idempotentna raspodela.

Definicija 3.34 Za idempotentnu promenljivki : Q — R" se definiSe njenaaplace-
Fenchel-ova transformacijakao funkcijaLy : R" — R definisana sa

Lx (\) s (eWQ) ="M X@dn (), AecRM
Q

Napomena 3.10S obzirom na teoremB.6 vaZzi

Lx (\) = eMdMy (x), AeR"
]Rn

Napomena 3.11Funkcija InLx (A) je Fenchel-Legendre-ova transformacija funkcije
—InMx (x), odnosno vazi
InLx (\) = sup{(A\,x) +InMx (x)}, AeR"

XERN

Lema 3.11 FunkcijaL : R" — R* je Laplace-Fenchel-ova transformacija neke idem-
potentne promenljiv : Q — R" ako i samo ako je funkcijmL (M) konveksna, odozdo
poluneprekidna, i vaianL (0) = 1.

Ukoliko je funkcija—InTx (x) od dole poluneprekidna i konveksna, tada za idem-
potentnu raspodellly vaZi tzv.formula inverzije
— i — (A, X) n
Mx (x) = inf {e Lx ()\)}, xR, (3.4)

Lema 3.12 Ako jeLy esencijalno glatka funkcija, tada vazi formula inverZige4).
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Definicija 3.35 f : Q — R" je Gauss-ova idempotentna sléajna promenljiva sa
parametrima(m, X), gde jem € R" a X je pozitivno semi-definitna, simetricha matrica

formatan x n, ukoliko jeLx (x) = exp(O\, m) + @) AeRM

f: Q — RT je Poisson-ova idempotentna skajna promenljiva sa parametrom
a> 0 ukoliko jeLx (x) = exp(a(@ - 1)) AER.

3.9 LDP konvergencija u prostoru Tihonova

Teorija neaditivnih mera (vidi [MaSa92], [Pa95], [Pu01]) je naSla svoju ulogu i u
istraZivanju LD konvergencije. U ovom odeljku su navedeni rezultati vezani za LD
konvergenciju oliinih ka idempotentnoj verovatnosnoj meri. EBirazmotrena LDP
konvergencija u prostorima Tikhonov-a. Kao glavni izvor je keei$a knjiga [Pu01].

Neka jeE topoloski prostor Tikhonov-a sa Borel-ovooralgebromBz. Sa¥ te
biti oznaena familija svih zatvorenih podskupova Eda sall ¢e biti ozn&ena ¥ -
idempotentna mera ra. Neka je® usmeren skup, neka j&,, @ € ® uopsteni niz
verovatnosnih mera née, Bg) i neka jery, @ € ® uopsteni niz realnih brojeva @i

od1itakvih da jelim ry = o,
(050

Definicija 3.36 UopSteni niPy, ¢ € ® konvergira po principu velikih devijacija po
stopirg kall (skracenokonvergira LD, eng.Py, ¢ € @ large deviation converge at
rate ry to M) ukoliko za svakd € C/ (E) vazi
7 1rg
lim fledPy, =" fdn. (3.5)

(PG‘DE E

o [+ [ . Id - -
PiSemoP,— 1, ili skracenoPy— I kada se podrazumeva u odnosu na koji uopsteni
fo

niz se posmatra granicna vrednost.

Napomena 3.12S obzirom na teoremB.19 u prostoru Tikhonov-a je granicna vred-
nost(3.5)je jedinstveno odi@ena.

Neka nadalje vaze oznake
4

1re
1
Py ¢ (A) = (Po(R) ™' |flly= ( fr“’chp) o IIfll=supf (x).

E
Teorema Portmanteau-a daje karakterizaciju LD konvergencije.

Teorema 3.25 (Portmanteau)U prostoru Tikhonov-&, sledeci iskazi su ekvivalent-
ni:

(1) P2 1;
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(2) (2.2) Yge Cy (E), liminf ||gll, > gd,
e £

(2.b) Vf €Ty (E), limsup| f[|, < fdr;
PP E

(2") nejednakosf2.a)vazi za svaku odozdo poluneprekidnu u odnosid negranice-
nu Borel-merljivu funkcijig : E — R™, a nejednakosf2.b)vaZi za svaku odozgo
poluneprekidnu u odnosu i, ograni¢enu Borel-merljivu funkcijfi : E — R™;

(3) (3.a) za svaki otvoren skup C E vazi

iminf P,/ (G) >N (G),

(3.b) za svaki zatvoren skup C E vaZi
. 1/r .
limsupP, *(F) <N (F);
PP
(3") nejednakos(3.a)vazi za svaki otvoren u odnosu fia Borel-merljivi skupG, a
nejednakos(3.b) vazi za svaki zatvoren u odnosu fAaBorel-merljivi skupF;

(4) za svaki neprekidan u odnosu hia Borel-merljivi skupH C E vaZi

(IgergP(lp/r"’(H):l'l(H);

(5) za svaku ograni¢enu Borel-merljivu funkciiu E — R™ koja je neprekidna u
odnosu nd1 vazi
lim ||h||,="hdm.
(;ergl\ [P ] d

Dokaz: ilustracije radi, dat je samo mali deo dokaza.

[(3.a) = (2.8)]
Neka jeg € C/ (E). Dokazte najpre biti izveden za funkcigiza koju je[|g|| = 1.

Za svakok € Nisvakoi € {0,1,...,k—1} neka jeGjx) = {xe E|gx > L} i

neka je

ok (X) = max{li(-xei(k) (x)|ie {O,l,...,k—l}}, X€E, keN.
Posto je
VxeE,Vie{0,1,...,k—1}, ak(x)> iE'XGm() (x),
i posto je funkcija', t > 0 monotono neopadaja za svake > 0, sledi
Vre, VX € E,Vie {0,1,... . k—1},

0002 (%0, ) = (1) "t

odakle se dalje dobija
Vre, Vie {0,1,... . k—1},
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z r z i\'e i\
qeoPo= (1) e 9Po= (i) "PolGn)
E E
te, s obzirom da je funkcija% , t > 0 monotono neopadaja za svake > 0, sledi
Vre, Vie {0,1,... k—1},

7 1rg
lowllp = ( gL‘”d%) >
E

i\ Lre i 1/rg
= (i P (Gigw) =1 Po (Giw),

te je
i 1/r .
Vro. lloklly > max{ Po * (Gi) ‘ i €0, 1,...,k—1}}.
Posto za graline vrednosti uopStenih nizova vaze iste osobine kao i zénebi
nizove[«], iz poslednje nejednakosti sledi

|Ir(I)‘|€Iql;lf ||gk|(p2|lf(pelql;lfmax{k~l3(p *(Giw) ‘ |e{0,1,...,k1}} =

P i 1/r
= max liminf|=-P, ?(G . 36
(01 k1) L0 [k o ( |<k>)} (3.6)
Posto je funkcijay od dole poluneprekidna, skupaBj( su otvoreni, te na osnovu
(3.a) sledidaje
i — 1r
viel0L, . k=1} "E‘p‘ehﬁ‘f Py *(Gigy) =M (Gi).

odnosno vazi

: o i _1r i
Vie {Oa 17"'7k71}v Ilr(pelqi;]f |:k : P(P ¢ (G|(k)):| > En (Gi(k)),
odnosno
. i 1/r i
ma liminf |--P,/ °(G; >  ma —MN(G )
Tt [P @) 2 max [ @)

Iz poslednje nejednakosti i (3.6) sledi
[y

i
liminf > max =M (G; =
gcd ”gk|‘p_ie{o,1,..,,k—1}{k ( '<k))}

“

i 2 —i
= max — an| = max — dn
ie{0,1,...k—1} [k £ XGi(k) ] ic{0,1,... k—1} L kXGi(k) 1

drn = ""gedn. (3.7)

_ i
ma —
E ie{O,l,,..,)Ii—l} [kXGi(kJ £

[1] Videti napomenu 3.3.
[2] Koristenjem teoreme 3.5 pod (c).
[3] Koristenjem teoreme 3.5 pod (g).
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Posto jevx € E, g(x) < gk(X) + £, sledi

_ 4__ 1 5 __ 6] — 1
gdn < (gm—)dl‘l < gdn+ fdl'l gkdn + =,
E E k E E k E k
odnosno
Tgkdn > gdn — } (3.8)
E E k

[4] Koris€enjem teoreme 3.5 pod (b).
[5] Koristenjem teoreme 3.5 pod (e).
[6] Koristenjem teoreme 3.5 pod (c) i napomene 3.3¢pru jell idempotentna
verovatn@a, te jel1(E) = 1.
1z (3.7) i (3.8) sledi
1

. R |
imint gly > ] gdn — - o)
Iz Vx € E, g(X) > Gk(x) sledi Vrg, Vx € E, g*(x) > g (x), zatim odatle sledi
Ve, 19l > okl te je

(3.9 _
I|m|nf||g\|(p>l|m|nf loklly = gdl‘l—%

Posto je zadnja nejednakost zadovoljena za skakdy, sledi
o o —
Ilr](gelcgf l9lly > ] gdr1,

¢ime je dokaz zavrSen za funkcijza koju je||g|| = 1.

Ako je ||g]| = 0O, tada je nejednakoditn iqr)]f lglly > gdn trivijaino zadovoljena.
A E

Ako je |lgll # 11 ||g|| # 0, tada za funkcijuj = ”—;H -g vazi||§|| = 1, te za nju,

kao $to je dokazano, valfin iqr;f |Glly =" gdr. Primenom teoreme 3.5 pod (c) se
o< E

dobija
1
llgll || lall ¢

te nejednakodtm iqr;f l9lle="gdr vaii zasvakg € C/ (E).
¥ E

I|m|nf 9llg= I|m|nf 1G]l > gdl‘l = gdr,

Sli¢no se dokazuje implikacijg3.b) = (2.b)]. O

Posledica 3.1Neka jeE prostor Tikhonov-a. Aké’(pg I, tada za svaka € E vazi
Yo
M(z) = lim I|m|an = lim limsu P
(@) = fim, limint Py (U) = fim, lmsupP, “)

gde je;, familija otvorenih okolina tackeija zatvaranja opadaju kdz}. Specijalno,
ako jeE metricki prostor, tada je
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I'I()—Ilml|msupP ( (zr)).
r—0 )

Posledica 3.2Neka jeE prostor Tikhonov-a, neka jgp C E Borel-ov skup opremljen
indukovanom topologijom i&, i neka sufl i P¢, @ € @ redom restrikcije funkcijd1

i Py, @€ ® na skupEo. Ako jePy(E\Ep) = M (E\Ep) = 0, i ako je [l t-glatka u
odnosu na familiju zatvorenih potskupovalgg) tada je

Po 11 o Pylfi,

Posledica 3.3Neka jeE prostor Tikhonov-a, i neka idempotentna verovatnbicana
nosac u skupley C E (tj. vazil (E\ Ep) = 0). Ukoliko P(pg M, tada vazi:

(1) za svaku ogranitenu Borel-merljivu funkcifu E — R™ koja je neprekidna na
skupukg vazi
Il =""fan:
(2) (2.a) za svaku ogranicenu Borel-merljivu funkcifu: E — R™ koja je odozdo
poluneprekidna na skupty vaZzi
liminf || f —fdn,
ocP E
(2.b) za svaku ograni¢enu Borel-merljivu funkcifu: E — R™ koja je odozgo
poluneprekidna na skupty vaZzi
limsup]|f[, <" fdr;
OS E

o=

(3) za svaki neprekidan u odnosu BEg, Borel-merljivi skupH C E vaZi
(I;ErgPl/r"’(H) M (H);
(4) (4.a) za svaki Borel-merljiv skuf® C E koji je otvoren uEg vaZzi
imint P J°(G)>N(G),

(4.b) za svaki Borel-merljiv skuE C E koji je otvoren uEg vazi
. 1/r
limsupP®(F) <M (F).
Pcd

Definicija 3.37 Borel-merljiva funkcijaf : E — R™ je uniformno eksponencijalno
integrabilna u poretkury u 0odnosu na uopsteni ni[qu,}(Pqu ukoliko je
z

lim limsup f'o( 2X(, | 10 AP0 (2) =0.
a—o (ped) £

Lema 3.13 Neka jeE prostor Tikhonov-a, i neka idempotentna verovatnétama
nosac u skuptg C E. Ukoliko Pq,ﬂ M pri @ € ®, tada vazi:
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(1) za svaku Borel-merljivu funkciji : E — R™ koja je neprekidna ndg i uni-
formno eksponencijalno integrabilna u odnosu na uopéten{ ﬁi,z}(pem, vazi

7 1rg
lim [ fedPy | =" fdn;
(0S0] E

E

(2) za svaku Borel-merljivu funkcijti : E — R* koja je odozdo poluneprekidna na

skupuEy, vaZzi
7 1rg
lim ffodPg, > fdn;
PP E

E

Lema 3.14 Neka jeE topoloski prostor Tikhonov-a, i neHapgl'l pri @ € ®. Ako

sufy: E — RT, @€ @ uniformno ogranitene Borel-merljive funkcije, i ako je funkcija
f:E — R" je takva da zdl-skoro svaka € E i svaki uopSteni nizy, € ® elemenata

iz E sa osobinontim z, = 7, vazilim f (z9) = f(2), tada je
¢e

lim  (f'edPy)*/"® =""fdn.
i (17eaPg) =
E
Teorema 3.26 Neka jeE Hausdorff-ov topoloski prostor, nekafg prostor Tikhonov-
a, i neka jel devijabilnost neE. Neka sufy: E — E’, @ € ® Borel-merljive funkcije,
a f : E — E’ je MN-Luzin-merljiva funkcija takva da zB-skoro svaka € E i svaki

e o _ . id
uopsteni nizy, € @ sa osoblno@peng)z(p_ zvam(l;errc}J fo (z9) = f (2). UkolikoPy—1,

tadaPgo f(;lﬂl_l of 1,

Definicija 3.38 F-idempotentna verovatnotanak je tatka nagomilavanja u smis-
lu velikih devijacija uopStenog nizaPy, ¢ € ® po stopir, (skratend.D tacka na-
gomilavanja uopstenog nizeP, @ € ®) (eng.a large deviation accumulation point
for rate rgy) ukoliko postoji podniPy, ¢ € @ uopStenog nizdy, @ € @ koji LD
konvergira po stopiy kafll.

Definicija 3.39 Za uopsteni niPy, < ® se kaze da jeelativno kompaktan u smislu

velikih devijacija po stopi ry (skratend.D relativno kompaktan) (eng.a large de-
viation relatively compact for rate ry) ukoliko svaki podni?y, ¢ € @ uopStenog
nizaPg, @ € ® ima nekuLD taCku nagomilavanja po stopy.

Nadalje je u tekstu s& ozn&ena familija svih kompaktnih podskupova Bd

Definicija 3.40 Uopsteni nizPy, ¢ € @ je eksponencijalnoCvrst u poretku ry (eng.

. . Lo . 1rg d
exponentially tight of order ry) ukoliko je K|re1£( Ill”(rp1€.<(,pupP(p (K )
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Definicija 3.41 Neka jeE prostor Tikhonov-a Eq C E. UopSteni nig, ¢ € ® je Eg-
eksponencijalnoCvrst (eng.Eq-exponentially tight) ukoliko je eksponencijalno €vrst
i svakalLD tatka nagomilavanjdl ima nosac (Eo.

Teorema 3.27 Neka jeE prostor Tikhonov-a.

(a) Ako je uopSteni niPy, @ € ® eksponencijalno Ctvrst, tada je orLD relativno
kompaktan, i njegoveD tatke nagomilavanja su devijabilnosti.

(b) Neka jeE jos i lokalno kompaktan Hausdorff-ov topoloski prostor. Ukoliko je
uopsteni nizPy, @ € ® LD relativno kompaktan, tada je on i eksponencijalno
Cvrst.

Posledica 3.4Neka jeE prostor Tikhonov-a, neka j&y C E, i neka jeE’ lokalno
kompaktan Hausdorff-ov prostor. Ako je uopStenifyz@ € ® eksponencijalno Evrst
i ako je funkcijaf : E — E’ Borel-merljiva i neprekidna n&g, tada je uopsteni niz
Pgo =1, @ ® eksponencijalno Evrst.

Sadate biti razmotren sitaj kada jeE metricki prostor sa metrikorp, a na skupu

Borelovih mera n& ce biti definisane metrike u odnosu na kégibiti analizirana LD
konvergencija. Z& C E i € > 0 Ce saAf biti oznaen skupA® d:ef{ zeE| p(zA) <e}.
Neka jePg, @ € @ uopsteni niz Borel-ovih mera ria, neka jery, ¢ € ® uopsteni

niz realnih brojeva véih od 1 sa osobinomirr(})r(p = oo, i neka jell F-idempotentna
%
verovatn@a nakE. Funkcijap'q‘)j definisana sa
p'q‘,j (Pg, M) fing {s > 0| za svaki zatvoren skup C E,

Py ¢ (F) <M(F)+e A M(F) <P (F)+e}

je metrika. Ova metrika je analogon metrike Prohorov-a.

Lema 3.15 Za metrikup{y vaZi

P (Pg, 1) :inf{a > 0| VA€ Be, P (A) < T(A%) +& A TT(A) < Py (AF) +s}.
Teorema 3.28 UopSteni niy, @< ® LD konvergira kaF -idempotentnoj verovatnoci
M ako i samo ako je

lim Py (Pg,M) = 0.

Funkcijapg, definisana sa

7 1rg

p'q‘,’BL(Pq,,I'I)d:Ef sup fedPg — T fdn|.

fec (B): E
IflpL<1
je takade metrika. Ova metrika je analogon metrike Kantorovich-Wasserstein.
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Teorema 3.29 UopSteni niP g, @€ ® LD konvergira kaF -idempotentnoj verovatnoci
M ako i samo ako je

lim pg, (Po) =0.

Definicija 3.42 Niz Py, n € N je LD relativno sekvencijalno konpaktan po stopiry,
ukoliko svaki podni®,y sadrzi svoj podni® koji LD konvergira po stopi, ka nekoj
F -idempotentnoj verovatnoti ria

Teorema 3.30 Neka jeE metricki prostor.

(a) Ako je niz verovatnosnih mef&, n € N na (E, Be) eksponencijalno €vrst, tada
je onLD relativho sekvencijalno konpaktan, i svaka njegbizatacka nagomila-
vanja je devijabilnost.

(b) Neka je prostolE homeomorfan sa nekim kompletnim, separabilnim metrickim
prostorom. Ako je niP,, n € N LD relativho sekvencijalno konpaktan, tada je
on eksponencijalno ¢vrst.

Teorema 3.31 Neka jeXy, 9 < @ uopsteni niz slucajnih vektora sa vrednostima u skupu
RK, definisanih na odgovarajucim prostorima verovatntﬁm,, Fos P(p), @< D, takav
da za svaka € R¥ vazi
-1 ro (A
= o (M) ) =
(I;Eng) o INEg (e ) G(n),
gde jeG: Rk — R odozdo poluneprekidna, esencijalno glatka, konveksna funkcija

takva da0 € Q;G. Tadanwﬂ I po stopirg, gde jel devijabilnost zadana gustinom

M (x) d_efexp(— sup{(A,x) — G(A)}) ,xe Rk

AERK

Definicija 3.43 UopSteni niz verovatnosnih meRy, ¢ € ® na (E, Bz) neodredeno
LD konvergira po stopir, ka K-idempotentnoj verovatno€i na E (eng. vaguely
LD converge at rater ) ukoliko za svakd € C}’( (E) vazi

7 1rg
lim [ ffedP,| =" fdn.

(Pe‘DE E



Glava 4

LDP za ¢-dekompozabilne
mere

U ovom odeljku je definisan princip velikih devijacija za pseudo-verovatnosne
mere, tj. definisana je LD konvergencija nizadekompozabilnih verovatnosnih mera
ka supdekompozabilnoj meri. Kao ideja za ovakav pristup posluzile su teoreme 4.1,
4.6 i 4.7 iz [MePa99]. O svojstvima neaditivnih mera moZze se videti u [MaSa92] i
[Pa9s].

4.1 Poluprsten

U ovom odeljku su navedeni neki pojmovi i rezultati iz pseudo-analiza (videti
[MaSa92], [Pag5] i [MePa99]). Neka [a,b] C [—,] (u nekim situacijama se pos-
matraju poluzatvoreni intervali), neka sui ® binarne operacije na intervalg, by, i
neka je relacijax linearni poredak nga, b]. Nadaljete se u tekstu koristiti konvencija
0-0=0.

Definicija 4.1 Uredena trojka([a,b],®, ®) je poluprsten ukoliko vazi:

(a) operacija® je asocijativha, komutativna, neopadajuca u odnosu na relasgiju
(Wx,y,z€ [a,b],x <y = x®z<y®d2), i postoji neutralni elementnula) 0
(obi€no je0 = alili 0=h),

(b) operacija® je asocijativna, komutativna, pozitivno neopadajuta u odnosu ha
relaciju < (¥x,y,z€ [a,b],(x =2y A 0=<X2) = x®z=Yy©2),ipostoji neutralni
element fedinica) 1,

(c) (c.1) vxe[a,b],00x=0,
(c.2) operacija® je distributivna u odnosu na operacifb.

Operacije® i ® nazivamo redorpseudo-sabiranje pseudo-mnoZenje

73
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Postoje tri vazna tipa poluprstena.
(I) Operacijad je idempotentnag = supili & = inf), a operacija> to nije.

(la) Ako je & =sup a® je proizvoljna operacija na intervala, b] (ili [a,b))
koja nije idempotentna, tada{e= a, a relacija< je obicna<. Pri tome je
1+ a. Posebno je vaZzan slaj kada se pseudo-mnoZemjemoze pred-
staviti pom@u generatoray, tj. neprekidne, striktno raste, sirjektivne
funkcijeg: [a,b] — [0, ] takve da je

9(0)=g(a) =0,
xoy=g"(g(x)-g(y)).

(Ib) Ako je @ =inf, a® je proizvoljna operacija ng, b] (ili (a,b]) koja nije
idempotentna, tada j@ = b, a relacija< je obicna>. Pri tome jel # b.
Posebno je vazan €laj kada se pseudo-mnozenjemoze predstaviti po-
mocu generatora, tj. neprekidne, striktno opaddje, sirjektivne funkcije
g:[a,b] — [0,] takve da je

9(0)=g(b) =0,
xoy=g"(g(¥)-g(y)).
(I) Obe operacijed i © su generisane neprekidnom i striktno monotonom funkci-
jom g, tj. postoji funkcijag : [a,b] — [0, ] takva da je
x®y=g"(9(0)+9(y)),
xoy=g"(g(¥)-g(y)).
U ovom sli€aju jeg(0) =0i g(1) = 1.
Poluprsten ovog tipa se naziggpoluprsten.

(Il1) Obe operacijep i © su idempotentne (tj([a,b],®,®) = ([a,b],supinf) ili
([a,b],®,®) = ([a,b],inf,sup).

Sto se tEe sliEaja (I1), na osnovu Aczél-ove teoreme reprezentacije za svaku strikt-
no rasteu operacijud postoji striktno monotona, sirjektivna funkcija (generatgpr)
[a,b] — [0,] operacije® takva da jexay =g 1(g(x)+9g(y)) i g(0) = 0. Ako je
0 = a, tada jeg rastica funkcija i vazig(a) = 0, g(b) = o, i funkcija g je izomor-
fizam izmelu ([a,b],®) i ([0,],+). U slu€aju0 = b, situacija je obrnuta. Pseudo-
mnozenje definisano sy =g~ (g(x) - g(y)) je takva operacija da je ufiena trojka
(la,b],®,®) poluprsten.

Primer 4.1 Slede primeri za svaki od gore pomenutih tipova poluprstena.

() (1.1) Uredena trojka([—oo,),sup+) je poluprsten, pri Cemu j@= —o, 1=0,
i pseudo-mnozenje je generisano funkcijorg(x) = €. Uz konvenciju
(—00) + (+0) = — dobijamo poluprsterf[—, ] sup +).
Analogno, urdena trojka((—co, ] ,inf,+) je takade poluprsten.
(1.2) Uredena trojka([0,],sup-), uz konvencij0- e = 0 je poluprsten, pri
temuje0=0,1=1.
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(1) (I.1) Za monotono rastuci generatgr. [—o,©) — [0, ], g(x) = €, uz konven-
ciju e =0, dobijaju se na intervalli—co, «0) operacije
Xx@y=In(e+¢) XOY=X+Y.
Uredena trojka([—oo, ) , &, ®) je poluprsten, pri temu j@= —c i 1=0.
(1.2) Za monotono rastuéi generatgy: [0,] — [0,], g(x) = X, dobijaju se
na intervalu[0, «] operacije

XBY= /X2 +Yy? XOY=X-Y.

Uredena trojka([0,«] ,®,®) je poluprsten, pri¢emu j8=0i 1= 1.

(1N(I1.1) Za[a,b] C [—oo, ], uredena trojka([a,b) ,supinf) je poluprsten, pri emu
je0=a, 1= Db, arelacija= je uobicajeni linearni poreakl.

(I1.2) Zala,b] C [—, ], uredena trojka([a,b) ,inf,sup je poluprsten, pri cemu
je0=b, 1= a, arelacija= je uobitajeni obrnuti linearni poredak.

Neka je([a,b],®,®) poluprsten tipa (Il) sa generatorogn [a,b] — [0,]. Kao Sto
je pokazano u radu [MePa99], 2ac (0,%) je funkcijag® generator za poluprsten
([a,b], @z, @), gde je

xany = (@) (@ () +d (),

xony=(9") " (8 (0 (y) =xoy.
Stoga je([a, b], @y, @) = ([a,b], &», ©).
Naredna teorema, dokazana u [MePa99], pokazuje da se poluprsten tipa (I) moze
dobiti kao grantna vrednost familijg*-generisanih poluprstenoyé, b], @), ®y ) (pri
cemu jeo) = ©).

Teorema 4.1 Neka jeg : [a,b] — [0, ] striktno opadajuca funkcija - generator po-
luprstena([a, b],&,®) koji je tipa (1), i neka jeg® funkcijag na steper € (0, ).
Tada jeg" generator poluprstenéla,b], @), ®), i za svaka > 0i svako(x,y) € [a, b]2
postojiAg takvo da je|x Py y—inf (x,y)| < € for all A > Ag. Ako jeg rastuca funkcija,
isti rezultat vazi zasupumestanf.

4.2 Mere i integrali sa vrednostima u poluprstenu

U ovom odeljku su navedene definicije i osobine mera i integrala sa vrednostima
u poluprstenu. Ovakve mere i itegrale nazivamo jafekompozabilnim merama
odnosnopseudo-integralima Kao glavni izvor za ovaj odeljak je kodgéno [Pa95].
Takade su navedena i dva rezultata iz [MePa99] vezana za konvergenciju dekompoz-
abilnih mera i pseudo-integrala.

Neka je([a,b],®,®) poluprstef sa standardnom relacijom poretkasa neutral-
nim elementiméd i 1 redom operacija i ©, neka je[a,b], = {xe [ab] | 0<x}, i
neka jey o-algebra podskupova skupa

1Umesto zatvorenog se po potrebi posmatra poluotvoreni interval.
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Definicija 4.2 Skupovna funkcijen: y — [a,b], je ®-dekompozabilna meraukoliko
vazi

(1) m(0) =0,

(2) ako je® neidempotentna operacija, tada
VABey, ANB=0 = m(AUB) =m(A) ®m(B),

(2") ako jed idempotentna operacija{in ili may, tada
VA,Be Y, m(AUB) =m(A) &m(B).

Specijalno, zap = max funkcijum nazivamo josS konacno maksitivnom merom

Ako je® neidempotentna operacija, tada sedekompozabilna mena: y — [a,b],
nazivac-d-dekompozabilna meraako

(3) za svaki nizA;, i € N po parovima disjunktnih elemenatq o-algebrey vaZzi
B M
m ( A-) = m(A),
ieN i=1
M g
gdeje g = lim a.
i=1 =i
Specijalno, zap = max, funkcijum nazivamo jo$ prebrojivo maksitivnom merom.
Ako je® = max, tada je maksitivna merm: y — [a,b], kompletno maksitivna ako

S
(3) zasvaku familiju?, i € | skupovad; € S sa osobinom A € 5 vazi
iel

m < [A-> = supm(Ay).
iel

iel

Kompletno maksitivha mera je zapravo idempotentna mera iz @avena je jednoz-
nacno odréena svojom gustinom.

Napomena 4.1 Ako jem o-®-dekompozabilna mera pri Cemu je operacijagener-

isana generatorong, tada je = go m Lebesgue-ova-aditivha mera, i pri tome vaZi
-1

m=g "ol

Konstrukcija integrala zasnovanog aa®-dekompozabilnoj meri sa vrednostima
u poluprstenu([a,b],®,®), analogna je konstrukciji Lebesgue-ovog integrala (vidi
[Pa95]). Neka jem je o-@-dekompozabilna mera definisanajha

Definicija 4.3 Zac € [a,b] i funkcije f : X — [a,b] i g: X — [a,b] definiSe se
(coOg)(x)=cog(x), xeX,
(feg()=fxaeg(x), xeX,
(fog=FfXogKx), xeX



4.2. MERE I INTEGRALI SA VREDNOSTIMA U POLUPRSTENU 77

Funkcija f : X — [a,b] je merljiva od dole ukoliko su merljivi (tj. pripadajuy)
svi skupovi{xe X | f(x)<c} i {xeX| f(x) <c} za svakoc € [a,b]. Funkcija
f je merljiva ako je merljiva od dole i merljivi su svi skupofixe X | f (x) >c} i
{xe X | f(x)>c}zasvake € [a,b].

Definicija 4.4 Pseudo-karakteristcna funkcija skupaAC X je funkcijaka:X — [a, b]
definisana sa

_ [0, x¢€A
KA(X)_{ 1, xeA "

Definicija 4.5 Neka suA; € 5, i € N merljivi skupovi koji su disjunktni ukoliko op-
eracija @ nije idempotentna, i neka s, i € N elementi intervalda,b]. Funkcija
oblika

(N}
e= a8 O Kp

odnosno oblika

g

e= a8 O Kp
se naziveelementarna funkcija.

Naravno, elementarna funkcija je merljiva, i karakteéist funkcija skupa je
merljiva ako i samo ako j& merljiv skup (fi.A e ).

Pretpostasiemo dalje da su polugrugg, b],®) i ([a,b],®) kompletne mreZe sa
poretkom, tj. za svaki od gore ograben skupA C [a, b] postojisupA, i svaki od dole
ogranten skupA C [a,b] postojiinfA. Takade, neka je nda,b| definisana metrika
d: [a,b]*> — [0, ] koja je kompatibilna sa supremumom i infimumom, tj. za svaki niz
Xn, N € N elemenata intervalg, b vaZi

(ﬁgﬁ?xn =XA Agll;xn _x> = rI]mcd(xmx) =0,
za koju vaZi jos bar jedan od slgmedva uslova:

@ Y x,yy €fabl, dxeyxay)<dxx)+dyy),
(b) vx.X,yy € [ab], d(xeyXay)<max{d(xx),d(y,y)},

i koja je monotona, tj. vazi
x<z<y = max{d(x2),d(y,2)} <d(xy).

Definicija 4.6 Neka jee > 01 B C [a,b]. Niz {|§8)

i€ N} je e-mreZa za skupB
ukoliko za svaka € B postoji nekd ® takvo da jed (Ii(s)7x) < ¢. Ako za svaka € B
postoji ¥ takvo da jed (If”,x) <eil® <x tada je{ 1 ’ ieN } opadajutac-

mreZa {Ii(s) ‘ ieN } je monotonag-mreZaukoliko jevi, I < Ii(i)l.
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Teorema 4.2 Neka jef : X — [a,b] funkcija koja je od dole merljiva ukoliko j&
idempotentna operacija, ili je merljiva i za svaka> 0 postoji monotong-mreza
skupaf (X). Tada postoji niz elementarnih funkcgg, n € N takvih da je

lim d (en (), T (x)) = 0
n—

uniformno pax € X.

Definicija 4.7

(\i|
(a) Pseudo-integralelementarne funkcije oblik@= & ®kpa,, odnosno oblika
i=1

N7
e= g OKa, gde su skupowy disjunktni ukoliko® nije idempotentna op-
i=1
eracija, je definisan sa
z def
eodm=  aom(A)
X i=1
odnosno
s

K
eodm® T aomA).

(b) Pseudo-integralogranicene, merljive, odnosno merljive od dole akejalem-
potentna operacija, funkcijé : X — [a,b], za koju, ukolika® nije idempotentna
operacija vazi da za svakg> 0 postoji monotona-mreza skupd (X), je defin-
isan sa

79 79
fodm®lim e odm (4.1)
X Ny
gde jee,, n € N niz elementarnih funkcija iz teoreme2

(c) Pseudo-integralogranicene, merljive, odnosno merljive od dole akeyjelem-
potentna operacija, funkcijé : X — [a,b] nad skuponA € ¥, za koju, ukoliko
@ nije idempotentna operacija vaZzi da za svaks 0 postoji monotona-mreZa
skupaf (A), je definisan sa
i 7o
fodm% (foka)©@dm
A X

Napomena 4.2Integral definisan sé4.1)ne zavisi od od izbora elementarnih funkcija
€n-

Primer 4.2 Posmatrajmo poluprstefi[—o, ) sup+), i neku proizvoljnu funkciju
¢ : R — [—o0,). Neka jeB Borel-ovac-algebra naR. Funkcijam: B — [—, )
definisana sa
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m(A) ©'supp (x), Ac B
XeA
je supmera na skupR, i za pseudo operacije = supi ® = + odgovarajuti pseudo-
integral od gore ograniene funkcije: R — [—o, ) se izraCunava na slede¢i nacin:
76

f ©@dm=sup(f (x) +9(x)).

XeR
R

Primer 4.3 Posmatrajmay-poluprsten([a,b],$,®). Neka jey o-algebra skupdy, i

posmatrajmo i nekgs-dekompozabilnu meru ra. FunkcijaA d:Qfgo m:y — [—oo, 0]
je aditivna mera, i za merljivu funkcijd : Q — [a,b] se pseudo-integral funkcijé
mozZe izraCunati na sledec¢i nacin:

zb Z
fodm=g| (gof)dA

Q Q
gde je integral sa desne strane Lebesque-ov integral.

Slede&e teoreme, koje se koriste u odeljku 4.3, daju neke osobine pseudo-integrala,
i specijalnosupintegrala (vidi [Pa95] - glave 2 i 8, i [Pu01]). Neka i@ nekao-&-
dekompozabilna mera

Teorema 4.3 Neka su® i @ neprekidne, i neka jeb beskonatno komutativna op-
eracija. Tada pseudo integrd.2 ima sledete osobine: za svak& [a,b] i funkcije
f:Q—[ab]ig: Q— [ab] za koje je pseudo-integral definisan, vazi

s
(@ m(A) = Kka(x)©dm (4.2)
Q
z® 7
(b) (cof)edm=ce fodm (4.3)
Q Q
7o 7o 7
() (fogyedm= fodme godm (4.4)
Q Q Q
79 75
d) f<g = feodm< godm (4.5)
Q Q

Dokaz: llustracije radi, naveden je dokaz osobine (d).

* Neka suf i g elementarne funkcije, odnosno oblika
(A4 (\v4|
f= aokKa, g= bioKg,
i=1 i=1
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gde suA;, Vi € N kao iB;, Vi € N neprazni disjunktni skupovi ukoliko operacija
@ nije idempotentna. Neka j& j = A NBj, i,j € N. Za funkcije f i g vazi
KM KM
reprezentacijd = aOKg; i g= bj ®Kg ;. 1z relacijef < gsledi
i=1 j=1 i=1 j=1
Vi,j €N, Vx€Q, a ©Kg; (X) < bj ©Kg; (X), odnosno sledi da za svgj € N
vaziCij # 0 = a < bj (slucajCi j = 0 je oCigledan), te poSto je& pozitivno
neopadajoa operacija, sledida jé, j € N, a ©m(Ci ;) <b;om(C ), odakle
(operacija® je takade neopadaftr) sledi tvdenje
g KA 11 KA 11 z
fodm= aom(G ;) < bjom(Cj)= godm
o i=1 j=1 i=1 j=1 o

* Neka su sadd i g merljive, odnosno od dole merljive funkcije ako je operacija
@ idempotentna, i neka sph, n € N i Y, n € N nizovi elementarnih funkcija iz
teoreme 4.2 koji odgovaraju funkcijanfai g, tj. takve da uniformno pa € Q
vazi

lim d(@a(x), () =0, lim d(Wn(x),g(x)) = 0. (4.6)
Neka su funkcijei,, n € N definisane s&, () d:efmax{q)n (X),Pn(¥)}, x€ Q.
Otigledno jevne N, Vx € Q, ¢, (X) < U (X). PoSto su navedene konvergencije
uniformne pax € Q, s obzirom na napomenu 4.2, iz (4.6) i reladije g sledi

75 s
lim d($n (x),9(9) =0 i godm=lm  $n(x)odm
Q Q
odakle se dobija
s 79 asz 7®
fodm=lm  ¢n()@dm< lim  Fa(©dm=godm
Q Q Q Q

O

Neka jem sadao-@¢-dekompozabilna mera n@ sa vrednostima u poluprstenu
([0,],®,®), takva da jen(Q) < c. Koristimo konvencijuo-0= 0, i umestom({w})
cemo pisatim(w). Za proizvoljnu familiju funkcijafj : Q — [0, ], j € J su funkcije
supfj : Q — [0,0] i inf fj : Q — [0, =] definisane sa
jed jed

def . def .
supf; | (w) = supf;j (w), inf f; | (w) ='inf f; (w).
(J@m)( ) Csupty (@, (1) (@) int (0
Teorema 4.4 Neka je® neprekidna operacija. Za kompletno maksitivhu meru
proizvoljnu familiju funkcijafj : Q — [0,), j € J vaZi

2up 2up
supfj | ©dm=sup fjodm
o jed jeJQ

Dokaz:
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2up
<supfj> ©dm= sup{ (supﬁ-) (oo)@m(w)} =
o jed weQ jed

= sup{ (supf,- (w)) @m(oo)} = sup sup{ f; (w) ©m(w) } =

weQ jed weQ jed
2up
= sup sup{fj(w)om(w)} =sup f;odm
jed weQ jeJQ

[1] ako je¢ : [0,0) x [0,0) — [0,0) neprekidna funkcija, tada 2ac [0, ) i
proizvoljnu familijua; € [0,0), j € J vazZi¢ (supaj,b = sup¢ (a;,b); operacija
jed jed

© je neprekidna funkcija.
O
Neka je ¥ familija svih zatvorenih potskupova intervel@ c]. Analogno kao u teo-

remi 1.7.7. u [Pu01], zaupintegral zasnovanom na poluprstefj0,»],sup®) sa
operacijom® generisanom neprekidnom funkcijagnvazi sledéa teorema.

Teorema 4.5 Neka jem kompletno maksitivna mera na intervd@je] sa vrednostima
u intervalu[0, ], i neka jem pri tome ¥ -glatka, tj.

(1) m(0) =0,

2 m( Aj> = supm(A;) za svaku familijud;, j € J merljivih skupovaj;,
jed jed

AN
(3 m ( Fn> = ingm(Fn) za svaki opadajuci nig,, n € N elemenata familijef .
neN ne

Tada, za svaku familijdi : [0,] — [0, ), j € J ogranicenih, od gore poluneprekidnih
funkcija, koja je zatvorena u odnosu na minimume i infimume, vaZzi
2up 2up
(i_nf f,-)@dm:i_nf fiodm
jed jed
(0,c0] (0,e0]
gde je operacija> generisana neprekidnom funkcijam

Dokaz prethodne teoreme je analogan dokazu teoreme 3.12. Razlika je u tome Sto u
teoremi 4.5 umesto mnozenja realnih brojeva figuriSe pseudo-mnozZerjeje ima
iste osobine (neprekidna je i monotono ra&siy bitne za dokaz, kao dirio mnoZenje,
odnosno vazg(xey) = g(x) - g(y).

Naredne dve teoreme, dokazane u [MePa99], pokazuju da

1. dekompozabilna mera zasnovana na idempotentnom pseudo-sabiranju sa nepre-
kidnom gustinom se moze dobiti kao limes familije dekompozabilnih mgra
zashovanih na pseudo-sabiranju sa generatorom,
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2. pseudo-integral zasnovan na poluprstéfaub] , sup ©®) sa operacijon® koja je
generisana funkcijong, i na supdekompozabilnoj meri sa neprekidnom gusti-
nom, moZe se dobiti kao limes familigeintegrala.

NekaBjp ) 0zn&avac-algebru Borel-ovih podskupova intervdla o], a p neka
ozna&ava Lebesgue-ovu meru Ra Esencijalni supremum nenegativne, merljive funk-
cije f : Q — [0, 0] u odnosu na merp je definisan sa

esssup f (x) | xe Q} d:Efsup{O( €[0,00) | p{xe Q| f(x)>a})}
u

pri €emu uzimamo da jsupd 2l .
Teorema 4.6 Neka jem supdekompozabilna mera r(ao, o], B[Qm}), pri cemu je
m(A) =esssug ¢ (x) | xe A},
H

gde jed : [0,0] — [0, 0] neprekidna funkcija - gustina mera. Tada za proizvoljni
generatorg postoji familija{mA}AE(O’w) @)-dekompozabilnih mera n@07 o] , EB[O_,OO]),
gde je operacijap) generisana funkcijorg®, A € (0, ), takva dajeAIim m, = m.?

Teorema 4.7 Neka je([0,»],sup ®) poluprsten kod koga je operacija generisana
funkcijomg. Neka jem supdekompozabilna mera kao u teorethb. Tada pos-
toji familija {m)\})\e(o,oo) @)-dekompozabilnih mera, gde je operacija, generisana

funkcijomg?, A € (0,), takva da za svaku neprekidnu funkciju [0, «o] — [0, ] vaZi
2up 2 z
-1
fodm= }!im fodm, :)Eim (gx) ( (@ of) @dx).

4.3 LDP konvergencija pseudo-verovatnosnih mera

S obzirom na teoreme 4.6 i 4.7, sada biti razmotrena konvergenci®y -
dekompozabilnih meran, na intervalu[0, ] sa osobinonm, ([0,e]) = 1, ka sup
dekompozabilnoj metin na intervalu/0, o] sa osobinomm ([0, e]) = 1, u smislu prin-
cipa velikih devijacija (vidi [Pa90], [MaSa92] and [Pa95]).

Posmatrae se ponovo skupovi funkcija

Cy ([0,]) ={f | f:[0,0] - R", fje ograntena i neprekidng

Cg ([0,00]) ={ f | f:]0,0] — R, fje ograntena i odozgo poluneprekidha

Ci ([0,0]) ={f | f:[0,0] - R", fje ograntena i odozdo poluneprekidha
SaBjp.| Ce biti ozn&ena Borel-ovar-algebra podskupova intervald «| (gde se

na[0, ] posmatra standardna topologija), i neéka ¥ redom oznéavaju familije svih
otvorenih, odnosno zatvorenih podskupova inter{@le].

2U smislu dajexlim M, (A) = m(A) za svakoA € Bg ..
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Neka jel = ([0,],4,®) poluprsten tipa (Il) sa operacijan@i © generisanim
neprekidnom, striktno rastom funkcijomg : [0, ] — [0, c], takvom da jeg(0) = O
g(1) =1, gde sWi 1 redom neutralni elementi operacijai ©.

Neka jeS= ([0, ],sup @) poluprsten u kojem je operacif@ista kao u poluprste-
nul (pri Cemu je0 takode neutralni element operacgep. Neka jem: Bjg ., — [0, ]
kompletno maksitivnaf -glatkasupmera ng0, «] sa osobinonm([0, ]) = 1, ;.

1. m(0) =0,
2.

3

([0’00}):1’

L
3. m( Aj) = supm(A;) za proizvoljnu familiju skupové\j € Bjge, j € J,
jed jed

AN
4, m( Fn> = in&m(Fn) za svaki opadajti niz F,, n € N elemenata familijefF .
ne
neN

Neka jern, n € N niz realnih brojeva vgh od1, i za koje vaiir!im rn = o. Shodno
sekciji 4.1, funkcijag™ je generator poluprster(§0, «| , &y, ©).

Neka jemy, n € N niz -@,-dekompozabilnih mera n@0, ], By ;| ) sa 0sobinom
M ([0,0]) =1, 4.

1. m(0) =0,
2. my([0,]) =1,

M
3. m ( [Ai> = My (Ai) za svaki niz po parovima disjunktnih, merljivih sku-

ieN n

ieN
povaA € B, i €N.

Definicija 4.8 Niz my, n € N 0-®,,-dekompozabilnih mer&onvergira po principu
velikih devijacija po stopig—rp kasupmerim (skratend_.D konvergira) ukoliko za
svaku funkcijuf € C/ ([0, ]) vazi
Zm 2up
lim fodm = fodm 4.7)

n—oo

(0,c0] (0,c0]
LD konvergencija e biti oznatavana g '_—dr> m, ili skrac':enomqﬂm ukoliko je iz
konteksta jasno o kojoj stopi konvergencije se radi.

Tvrdenje 4.1 Ukoliko grani¢na vrednodi4.7) postoji, tada vaZe sledete jednakosti:

Zrn z
lim  fodm=lim (@)™ (gmofdx | =

n—oo n—oo

[0,00] (0,e0]
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7 !
“imgt| | @retax| |-
(0,]
o
5 n
=g lim (g™ o f)dx
(0,20]

gde jedx Lebesgue-ova mera @, c|.

Dokaz: Navedene jednakosti slede zbog:

1. za poluprster{[0, o], by,,,®) generisan funkcijong’™™, pseudo-integral ima rep-
Zrn z
rezentaciju u obliku fodm, = (gr")*l (g™o f)dx |, gde jedx Lebes-

[0,] (0.%]
gue-ova mera,

_ 1/ L

2. (@M 0 =gt (x),

3. gje neprekidna funkcija,

(vidi [MePa99] i [Pa95]). ]

Napomena 4.3Ukoliko granitna vrednos4.7) postoji, tada je ona jednoznacno od-
redena.

Zm
NadaljeCe se koristiti oznaka: | f|ly_., = fodm,.
(0,%2]

Teorema 4.8 Ako nizmy,, n € N &;,-dekompozabilnih meraD konvergira po stopi
g - rn kasupdekompozabilnoj mem, tada vaZzi:

(a) za svaki otvoren skup C [0, »] vazi
Iinmior;lf m, (O) > m(O), (4.8)

(b) za svaki zatvoren skup C [0, »] vazi

limsupm, (F) < m(F). (4.9)

n—oo

Dokaz: Neka nizm,, n € N LD konvergira po stopg —rn, kam.

(a) Neka jeO C [0, ] otvoren skup.
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(a.1) Vazi jednakosko (x) = sup f(x), x € [0,] jer:
feC (o))
f<ko

* ako je x ¢ O, odnosnakp (X) = 0, tada za svakd € C. ([0,]) sa os-
obinomf < kg vaZzi f (x) =0, tako da je jednakosto (x) = sup f(x)

feCy ((0))
f<ko

oCigledno zadovoljena,

* ako je x € O, odnosnap (x) = 1, tada iz€injenice da j€0, ] prostor
Tihonova i da je komplemer®®¢ skupaO zatvoren skup sledi da postoji
neprekidna funkcijd : [0,0] — R takva da jef (x) = 1i f (y) =0,y e OF,
te za funkciju

o , f<o
fx)=¢ f(t) , o<f)<1
1, 1<f@)
vazi fy € G ([0,]), fx <Ko fx(x) = 1, odakle sledi sup f(x)=1;
feCy ([0.])
f<ko
stoga je jednakosto (X) = sup f(x) zadovoljena i u sléajux € O.
feCy ((00))
f<ko
(a.2) Koristeti osobinu (4.2) pseudo-integrala iz teorema 4.3 i teoremu 4.4 dobija
se
2up 2up 2up
m(O)=  KoG®dm= sup f |®dm= sup fodm
0,09 0] | "< (©=D <Gy (0]) g )
’ ’ f<ko f<ko ’

(a.3) Iz prethodno dobijene jednakosti sledi da za proizvojne0 postoji funk-
cija fg € CJ ([0,0]) takva da jefe <Ko

2up
m(0) —e < feodm
[0,00]
(a.4) 1z 0 < fg < Ko i naosnovu osobina (4.2) i (4.5) iz teoreme 4.3 sledi
Zrn Zrn
Mm(O)= kKo@dm,>  feodm,.
[0,00] [0,00]
(a.5) Posto nizm,, n € N LD konvergira po stopg — r, kam, to grantna vred-
Zrn
nostr!im fe © dm, postoji, pa na osnovu prethodnog koraka sledi za-
) [0,00]
kljuak
Zrmn
Iirrpinfn}](O) zr!im fe@dm,
[0,00]

(pri éemur!im My (O) ne mora da postoji).
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(a.6) Iz prethodne nejednakosti i koraka (a.3), koitsttam,, n € N LD konver-
gira po stopg —r, kam, sledi
2up Zm
m(0) —e < f5®dm:r!i_rgo fgedmglirerfm(O).
[0,00] [0,00]
(a.7) Posto je nejednakost(0O) — € < Iinmjgf my, (O) zadovoljena za proizvoljno
€ > 0, sledi (4.8).

(b) Neka jeF C [0, ] zatvoren skup.

(b.1) Analogno se, kao pod (a), dokazuje (x) = fecgr:[fom]) f (x), X € [0,00]:
f>Kg
*ako jex e F, tj. Ke(X) = 1, tada jekg (X) = inf  f(x) oCigledno
fe(;;;f([O,OO])
zadovoljeno, o

*u slucajux € F, tj. kada jekr (x) = 0, tada za zatvoren skup postoji
neprekidna funkcijd : [0,0] — R takva dajef (x) =0i f(y)=1,yeF,
te za funkciju

0o , f(t)<o
k=9 f©) , o<fm<1
1, 1<f@
vazi fy € G ([0,]), fx >k i fx(x) =0, odakle sledi inf f(x)=0,
*eiifﬁ‘“’”
tako da je jednakoste (X) = fecgr:[fom]) f(x)taCnaiu sIuT:ajhx ZF.
f>kp

(b.2) Koristeti osobinu (4.2) pseudo-integrala (teorema 4.3) i teoremu 4.5 dobija

se
2up 2up Bup
m(F)=  kpoOdm= inf f|®dm= inf fodm
fec ([0]) fect ((0))
0.2 0] \ ' e P 0]

(b.3) 1z prethodne jednakosti sledi da za proizvolge 0 postoji neka funkcija
fe € G ([0,0]) takva da jefe > Kr i
2up
m(F)+¢€> feodm
[0,c0]
(b.4) Iz f; > kg, koristeti osobine (4.2) i (4.5) pseudo-integrala iz teoreme 4.3
sledi
Zm Zrn
mF)= krodm<  feodm.
(0,00] [0,e0]
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(b.5) PosSto nizm,, n € N LD konvergira po stopg — r, kam, to granéna vred-
Zrmn
nostrllim fe © dmy, postoji, te iz prethodne nejednakosti sledi
[0,00]
Zrn
limsupm, (F) gr!im fe©dm,.
N—oo [Oﬁoo]
(b.6) PoStom,, n € N LD konvergira po stopg —rn kam, iz prethodne nejed-
nakosti i koraka (b.3) sledi
Bup 2
m(F)+¢> fs®dm:r!im fe ©dmy > limsupm, (F).
—> 00 n—oo
[0,00] (0,00]

(b.7) Konatno, posto nejednakost(F )+ € > lim supm, (F) vazi za proizvoljno
n—oo
€ > 0, sledi tvidenje (4.9).

Imajuci u vidu teoremu 3.25, naraa se neka pitanja.

Problem 4.1 Da li u teoremi4.8vaZi i obratno, tj. da li iz iskaza po¢h)i (b) sledi da
niz meram,, n € N LD konvergira po stopg — rp kam?

Problem 4.2 Da li nejednakost{4.8)i (4.9), tj. iskazi pod(a)i (b) teoreme4.8impli-
ciraju sledece iskaze:

(A) za svaku funkcijin € C/ ([0, 0]) vazi

2up
liminf lhlg_, >  hodm (4.10)
[0,]
(B) za svaku funkcijif € Cy ([0,c]) vazi
2up
liminf[|f[lg_, <  fodm (4.11)
[0,]

ili, pod kojim dodatnim uslovima to eventualno vazi? Takoda li je tatno (ili pod
kojim dodatnim uslovima) obratno t#enje?



Indeks

@-dekompozabilna mera, 76
o-@-dekompozabilna mera, 76
T-merljiv prostor, 47
e-mreza, 77

monotona, 77

opadaj@a, 77
g-poluprsten, 74

atomi, 47

efektivni domen funkcije, 11

eksponencijaln@vrsta familija
verovatnosnih mera, 14

elementarna funkcija, 77

entropija verovatnosnog vektora, 18

esencijalno glatka funkcija, 40

familija skupova

TEsistem, 47

T-algebra, 47

atomarna, 47

utemeljena, 47
Fenchel-Legendre-ova transformacija

funkcije, 21

funkcija stope, 12

o-funkcija stope, 12

dobra funkcija stope, 12

generatorna funkcija kumulante, 21
generatorna funkcija logaritamskog
momenta, 21

iid., 18
idempotentna mera, 44
‘E-idempotentna mera, 44
E/E'-merljiva funkcija, 49
T-glatkost u odnosu na familiju
skupovaz, 44

88

T-maksitivnost, 45

Cvrsta, 58

gustina, 46

kompletiranjet-algebre, 48

kompletna g-kompletna)
T-algebra, 48

konvergencijg1—a.e., 50

konvergencija u idempotentnoj
meri, 51

Luzin-merljiva funkcija, 50, 59

prostor s merom, 47

ucvr&enje mere, 50

idempotentna verovatia, 44

¢vrst uopSteni niz idempotentnih
verovatn@a, 63

Cvrsta familija idempotentnih
verovatn@a, 63

devijabilna raspodela, 59

devijabilnost, 59

idempotentna raspodela, 49, 50

idempotentna skiEajna promenlji-

va, 49
konvergencija u idempotentnoj
raspodeli, 64

nezavisne idempotentne 8hjne
promenljive, 56

nezavisni skupovi, 55

nezavisnost idempotentne &aj-
ne promenljive i familije
skupova, 56

prava idempotentna stajna
promenljiva, 50

prostor verovatnoe, 47

uslovnaE-idempotentna verovat-
nota, 56

uslovna idempotentna verovatno-
ta, 56



INDEKS

idempotentni integral, 51
idempotentno éekivanje, 51
istaknuta hiperravan, 39
istaknuta téka, 39

klasa tipav € £, 18
konvergencija LD
neodrélena, 72

Laplace-Fenchel-ova transformacija
idempotentne promenlji-
ve, 64
LD konvergencija ka idempotentnoj
verovatn@i
0-®r,-dekompozabilnih mera, 83
standardnih mera, 65
LD relativho sekvencijalno konpaktan
niz verovatnosnih mera, 72
LD tacka nagomilavanja uopstenog ni-
za verovatnosnih mera, 70
LDP, 12
slabi, 14

maksimibilne funkcije, 53
maksitivna mera
kompletno maksitivha, 76
konano maksitivna, 76
prebrojivo maksitivha, 76

neprekidnost funkcije u odnosu na
idempotentnu verovatno-
cu, 61

neprekidnost skupa u odnosu na idem-
potentnu verovatri, 61

nivo-skupovi funkcije, 11

od gore kompaktna funkcija, 58
otvoren skup u odnosu na idempotent-
nu verovatnéu, 61

poluneprekidnost funkcije u odnosu na
idempotentnu verovatno-
tu, 61
poluprsten, 73
princip velikih devijacija (LDP), 12
slabi, 14
prostor

89

Poljski, 11

Tikhonov-a, 11
pseudo integral, 78
pseudo-karakteristha funkcija, 77
pseudo-mnozZenje, 73
pseudo-sabiranje, 73

relativha entropija verovatnosnog
vektora, 18
relativna unutrasnjost skupa, 9

skup neprekidnosti, 12

teorema Cramér-a, 28, 38
Teorema Portmanteau-a, 62, 66
tip konane sekvence, 18
topologija

neodre&lena, 63

slaba, 60

uniformno eksponencijalno integrabil-
na funkcija, 69

uopSteni niz
Ep-eksponencijaln@vrst, 71
eksponencijalng@vrst, 70
konvergencija, 44
LD relativna kompaktnost, 70
skupova, 44
u topoloSkom prostoru, 44

usmereni poredak, 43

usmereni skup, 43

zatvoren skup u odnosu na idempotent-
nu verovatnou, 61



90

INDEKS



Bibliografija

[Ac90]

[Acz66]

[AkO5]

[Ak295]

[AkO6]

[BaBros]

[BOEITU99]

[Deze98]

[De89]

[DeStos]

[DoVa85]

[DUEI97]

A. de Acostal arge deviations for empirical measures of Markov chains
J. Theoretical Prob., 3:395-431, 1990.

J. Aczél,Lectures on Functional Equations and their ApplicatipAsa-
demic Press, New York, 1966.

M. Akian, Densities of idempotent measures and large deviatitvs
RIA, Rapport de recherche, N 2534, Avril 1995.

M. Akian, Theory of cost measures: convergence of decision variables
INRIA research report 2611, 1995.

M. Akian, On the continuity of the Cramer transfoyiiNRIA, Rapport
de recherche, N 2841, Mars 1996.

P. Barbe, M. Broniatowskl.arge deviation probability and local density
of setsINRIA, Rapport de recherche, N 2630, Ao(t 1995.

C. Boucher, R. S. Ellis and B. TurgingtoBpatializing Random mea-
sures: doubly indexed processes and the large deviation princifie
Annals of Probability, 1999, Vol. 27, No. 1, 297-324.

A. Dembo, O. ZeitounilLarge Deviations Tehniques and Applicatipns
Springer - Verlag, New York, second edition, 1998.

J. D. Deuschellnvariance principle and empirical mean large devia-
tions of the critical Orenstein-Uhlenbeck processin. Probab., 17:74-
90, 1989.

J. D. Deuschel, D. W. Stroock,arge Deviations Academic Press, San
Diego, 1989.

M. D. Donsker and S. R. S. Varadhdmrge deviations for stationary
Gaussian processe€omm. Math. Physics, 97: 187-210, 1985.

P. Dupuis and R. S. Ellish Weak Convergence Approach to the Theory
of Large DeviationsWiley, New York, 1997.

91



92 BIBLIOGRAFIJA

[DuPr80] D. Dubois, H. Pradef-uzzy Sets and Systems: Theory and applications
Academic Press, New York, 1980.

[DuPrg88]  D. Dubois, H. PradeRossibility TheoryPlenum Press, New York, 1988.

[EI95] R. S. Ellis,An Overview of the Theory of Large Deviations and Applica-
tions to Statistical Mechani¢c$Scandinavian Actuarial Journal, Number
1, pages 97-142 (1995).

[Fe49] W. Fenchel,On the conjugate convex function@anadian Journal of
Mathematics, vol. 1. p. (1949), 73-77.

[FoO00] A. de La Fortelle,Large Deviation Probability for Markov Chains in
Continuous TimelNRIA, Rapport de recherche, N 3877, Février 2000.

[FoFa99] A. de La Fortelle et G. Fayolld,arge Deviation Probability for Markov
Chains in Discrete TimdNRIA, Rapport de recherche, N 3791, Novem-
bre 1999.

[FrWeB84] M. I. Freidlin and A. D. WentzellRandom Pertubations of Dynamical
SystemsSpringer-Verlag, New York, 1984.

[HaOl90] O.Hadze, Odabrane medote teorije verovatnofestitut za matematiku,
Novi Sad, 1990.

[KMP0OO]  E. P. Klement, R. Mesiar, E. Papriangular norms Kluwer Academic
Publishers, Dordrecht, 2000.

[Ko96] A. Kolesarova|ntegration of real functions with respect taiameasure
Math. Slovaca 46 (1996), 41-52.

[KoMa89] V. N. Kolokoltsov, V. P. Maslovldempotent calculus as the apparatus
of optimization theory.,IFunctional. Anal. i Prilozhen 23, no. 1, (1989),
1-14.

[MaJo89] J. Malisk, Slucajni procesiGradevinska knjiga, Beograd, 1989.

[MaSa92] V.P.Maslov, S. N. Samborskij (Edslfiempotent Analysj#Advances in
Soviet Mathematics 13, Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1992.

[MePa99] R. Mesiar, E. Papdempotent integral as limit aj-integrals Fuzzi sets
and systems 102 (1999) 385-392.

[MIPa95] P. Mladenowt, Verovatnota i statistikaVESTA, Matemaitki fakultet,
Beograd, 1995.

[NeGrRa03] Lj. M. Nedovi€, T. GrbE, N. M. Raleve, Large Deviation Principle1st
Serbian-Hungarian Joint Symposium on Intelligent System, September
19-20, 2003, Subatica, Serbia and Montenegro (2003), 233-244.

[NeRaGro04]Lj. M. Nedovic, N. M. Raleve, T. Grbi, Large deviation principle with
generated pseudo measuresizzy Sets and Systems (u pripremi)



BIBLIOGRAFIJA 93

[Pa82]
[Pa90]

[Pa93]

[Pa9s5]

[Pa02]

[PaRa98]

[PaRa99]

[PuO1]

[PuSp98]

E. PapFunkcionalna analizalnstitut za matematiku, Novi Sad, 1982.

E. Pap,An integral generated by decomposable measurév. Novom
Sadu Zb. Rad. Prirod. - Mat. Fak. Ser. Mat. 20 (1) (1990) 135-144.

E. Pap,g-calculus Univ. u Novom Sadu Zb. Rad. Prirod.-Mat. Fak. Ser.
Mat. 23,1 (1993), 145-156.

E. PapNull-Additive Set FunctionKluwer Academic Publishers, 1995.

E. PapPseudo-additive measures and their applicationgiandbook of
Measure Theory (Ed. E. Pap), Volume Il, Elsevier, North Holland, 2002,
1403-1465.

E. Pap, N. Rale, Pseudo-Laplace transforrmlonlinear Analysis: The-
ory, Methods and Applications, 33 (1998), 533-550.

E. Pap, N. Ralew, Pseudo operations on finite intervalsovi Sad J.
Math. Vol. 29, No. 1, 1999, 1-6.

A. Puhalskii,Large deviations and idempotent probabiligHAPMAN
& HALL/CRC, 2001.

A. Puhalskii, V. SpokoinyOn Large Deviation Efficiency in Statistical
Inference Bernoulli, v. 4, no. 2, pp. 203-272, 1998.

[RaNeRa01]B. M. Ralevi, Lj. M. Nedovic, N. M. RalevE, Modelling uncertainty

[Ra97]

[RaO]

on the problem of water exploitatipEKO-konferencija 2001, Novi Sad,
poglavlje u monografiji ,ZaStita Zivotne sredine gradova i prigradskih
naselja”, Eko. pok. Novi Sad, Il (2001), 343-347.

N. M. Ralevi, Pseudo-analysis and applications on solution nonlinear
equationsPh. D. Thesis, Univerzitet u Novom Sadu, 1997.

N. Ralevt, The pseudo-probabilityZb. rad. Prim'98 (2000), 111-116.

[RaNeGro8]N. M. Ralevi, Lj. M. Nedovic, T. Grbic, Fuzzy Methods for the treatment

[RaNe99]

of Experimental Data3™ International Symposium Interdisciplinary Re-
gional Research (1998), 37-40.

N. M. Ralevk, Lj. M. Nedovic, The Probability Defined on Semirings
Bulletins for Applied and Computing Mathematics (BAM) (1999) 7-14

[RaGrNeOO] N. Ralevt, T. Grbi, Lj. Nedovt, A law of large numbers in the pseudo-

probability spaceszb. rad. Prim'98, 117-120, 2000.

[RGMNRO2] N. M. Ralevi, T. Grbic, B. Mihailovic, Lj. M. Nedovic, M. RocalLaw of

Large Numbers in the Pseudo-Probability Spaces and Its Applicaibn
International Symposium Interdisciplinary Regional Research, Hungary-
Romania-Yugoslavia, 2002.



94

BIBLIOGRAFIJA

[RaNeGrO4]N. M. Ralevt, Lj. M. Nedovi, T. Grbi, The pseudo-linear superposi-

[Ruwa87]
[Sa61]

[ScSk83]

[SeYu01]

[VaSRS66]

tion principle for nonlinear partial differential equations and represen-
tation of their solution by the pseudo-integréduzzy Sets and Systems
(u pripremi).

W. Rudin,Real and Complex Analysi8rd Ed., McGraw-Hill, 1987.

I. N. Sanov,0On the probability of large deviations of random variahles
Selected transl. Math. Statist. and Prob., 1:214-244, 1961.

B. Schwizer, A. SklarProbabilistic Metric Space<lsevier-North Hol-
land, New York, 1983.

T. Seppaldinen, J.E. Yukich,arge deviation principles for Euclidian
functionals and other nearly additive processBsobab. Theory Relat.
Fields 120, 309-345, 2001.

S. R. S. VaradhanAsymptotic probabilities and differential equatigns
Comm. Pure Appl. Math., 19:261-286, 1966.



