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AGREGIRANE MERE I FAZI-MERE
Ljubo Nedovié®

Sazetak. U ovom radu je prikazana konstrukcija mera i fazi-mera
primenom operatora agregacije na polazne mere i fazi-mere. Ispitane su
osobine konstruisanih funkcija u zavisnosti od osobina polaznih mera i
fazi-mera, kao i osobina primenjenog operatora agregacije. Prikazani su
i neki primeri ovako konstruisanih skupovnih funkcija.
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1. Uvod

Teorija mera i integrala je jedna od kapitalnih oblasti matematike, i odavno
formirana i bogata teorija - vidi npr. [@]. U drugoj polovini 20-og veka se for-
mirala i teorija raznih vrsta fazi-mera koja je nasla bogatu primenu u raznim
naukama, vidi npr. [2, B]. U sekcijama B i B su razmotreni samo neki tipovi
fazi-mera. Operatori agregacije su jedan tip fazi-operacija, koje su nasle ve-
liku primenu u informatickim i drugim naukama. Osnovne definicije i primeri
operatora agregacije su dati u sekciji B. U sekciji @ su izlozene neke nove ideje,
pristupi i primeri konstrukcije mera i fazi-mera primenom operatora agregacije
na niz polaznih mera i fazi-mera.

2. Mere i fazi-mere

Neka je X proizvoljan neprazan skup, i neka je F familija podskupova skupa
X koja je o-algebra na X, tj. ima svojstva
[S1] 0 € F, [S2] Ac F = Ac F,
o0
[53] (VZ€N7 A, e F A Vl?é], AlﬁAj:@) = UAZG.F
i=1
Klasi¢na pozitivna realna mera m na merljivom prostoru (X, F) je skupovna
funkcija m : F — [0, 00) sa osobinama
[m1] m(D) =0,
o0 o0
m2] (VieN, A, e F AVi#j, AinA;j=0) = m(U Ai) = > m(A).
i=1 i=1
Pod pojmom fazi-mera se podrazumevaju razne vrstze skupovnilh funkcija
sa raznim vrednostima i osobinama. U ovoj sekciji su navedeni neki tipovi fazi-
mera koji se razmatraju u sekciji @. Vrednosti ovih fazi-mera ne moraju biti
pozitivni realni brojevi, ve¢ npr. elementi nekih drugih skupova i struktura.
Jedan tip pomenutih struktura je naveden u sledeéoj definiciji, vidi npr. [2]
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Definition 2.1. Neka je [a,b] € R = [~00, 00|, a < neka relacija poretka na
[a,b]. Uredena trojka ([a,b],®,®) se naziva poluprsten ili pseudo-prsten (eng.
semiring), operaciju @ nazivamo pseudo-sabiranje (eng. pseudo-addition), a ®
pseudo-mnoZenje (eng. pseudo-multiplication), ukoliko su @ i @ binarne ope-
racije skupa [a,b] sa sledeéim osobinama. Pseudo-sabiranje @ je asocijativna,
komutativna, neopadajuca u odnosu na =< operacija sa neutralnim elementom
(tzv. nulom) 0. Pseudo-sabiranje ® je asocijativna, komutativna operacija sa
neutralnim elementom (tzv. jedinicom) 1, i pozitivno je neopadajuéa u odnosu
na = operacija, dakle:  Vzx,y,z € [a,b], (t S yA0=<2) = 20z2=y0 2z
Vx € [a,b], 0 ® x = 0, i operacija ® je distributivna u odnosu na operaciju @.

Jedan tip fazi-mere sa vrednostima u pseudo-prstenu se definiSe na sledeéi
nacin (vidi [2]).

Definition 2.2. Neka je F proizvoljna o-algebra na nekom skupu X, i neka
je @ operacija pseudo-sabiranja iz definicije Z0. Funkcija m : F — [a,b] je
o-@®-dekompozabilna mera na (X, F) ukoliko je:

[sdm1] m(0) = 0, [sdm2] m <U Ai> = @m(Ai)
iEN ieN
za svaku familiju skupova A; € F, i € N, koji su po parovima disjunktni ukoliko
operacija ¢ nije idempotentna, a inace proizvoljni.

3. Operatori agregacije

Aksiomatika operatora agregacije u literaturi nije usaglasena, vidi [@]. U
ovoj sekciji je navedena definicija pogodna za razmatranja u sekciji .

o
Definition 3.1. Operator agregacije je funkcija A : U [0,00)" — [0,00) sa

n=2
slede¢im osobinama.
[Al] Vaze granicni uslovi
Yn>2, A(0,...,0) =0, Yn>2, lim A(zy,...,z,)=o00.
—— Vi, x;—00

n
[A2] Funkcija A je monotono neopadajuéa po svim komponentama, odnosno
za svako n > 2 isve (1,...,Zn), (Y1,---,Yn) € [0,00)" vazi

Vie{l,...,n}, z;<y; = A(z1,...,2n) < AW1,---,Yn)-
Osim ovih, funkcija A moze da ima i sledece pozeljne osobine.
[A3] Funkcija A je neprekidna.
[A4] Funkcija A je simetriéna po svim komponentama, odnosno za sve n > 2,

svaku n-torku (z1,...,7,) € [0,00)", i za svaku permutaciju p skupa
{1,...,n} vazi A(x1,...,2,) = A (xp(l), e ,a:p(n)).

[A5] Funkcija A je idempotentna, odnosno za svako n > 2 i svaku n-torku
(a,...,a) €[0,00)" vazi A(a,...,a) = a.

Sledi jedan primer agregacionog operatora koji se razmatra i u sekciji @.
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Example 3.2. Neka je A, ; > 0, n € N\ {1}, ¢ € {1,...,n} familija pozitivnih
realnih brojeva, i neka je funkcija Ay : U [0,00)" — [0,00) definisana sa

n=2

A (21, Zn) = Ap1®1 4 4 A, n € N\ {1}, (21,...,2,) € [0,00)".

Za svako n € N\ {1} je funkcija Agﬂc :10,00)" — [0, 00) definisana sa

Al[jll}’e (:Ch L2y ny mn) = Aplk (Ila L2y« .- 7xn) = An,lxl +>\n,2x2+' : '+)\n,nzn
restrikcija na [0,00)" jedne linearne transformacije iz R™ u R. Funkcija A, :
o0
U [0,00)" — [0,00) je agregacioni operator, i to neprekidan, a nije idempo-
n=2 1
tentan niti simetri¢an, osim u specijalnom slucaju A,; = —, n € N\ {1},

n
i€ {l,...,n}. Agregacioni operator ovog tipa ¢emo nazivati pozitivna linearna
n

kombinacija kombinacija. Ako je Z)\m = 1zasve n € N\ {1}, tada ¢emo

i=1
Apii nazivati konveksna kombinacija. vl

Sledi jos nekoliko dobro poznatih i u primenama ¢esto koriséenih operatora
agregacije.

Example 3.3. Operacije min i max

Apin (1, 22, ..., Tp) = min(x1, 29, ..., Ty,
Amax(‘rtha cee 7xn) = max(xl,xg, s 7xn)
su neprekidna, simetri¢ne i idempotentne operacije agregacije. vl

Example 3.4. Aritmeticka sredina A,,,, geometrijska sredina A,,4 i harmo-
nijska sredina A,

1
Ama(1, 22, . .. 2,) = ﬁ(m1+$2+"'+xn)7

1
Amg((El,ajg,...,.’L‘n> = (361 “ L '-Tn>n7
n
vie{l,...,n}, x; #0
1 1 1 ’ ’ s L1
Apn (21,29, .., xp) = ettt
0 5 3@6{1,,71}7%2:0
su neprekidne, simetri¢ne i idempotentne operacije agregacije. v

4. Konstrukcija mera i fazi-mera primenom operatora ag-
regacije

4.1. Agregacija klasiénih mera
Neka je m;, ¢ € N niz mera na istom merljivom prostoru (X, F), gde je
o0
F proizvoljna o-algebra na skupu X, i neka je A : U [0,00)" — [0,00)

n=2
proizvoljan operator agregacije. Neka je za n € N\ {1} skupovna funkcija
ml™ . F — [0, 00) definisana sa

(4.1) m"(S) = A (my(S),ma(S),...,mn(S)), SeF.
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Ukoliko je operator A aditivan, dakle

(4.2) A1 +y1, -y T+ yn) = A1, .., 20) + Ay, -, Yn)

zasve n € N\ {1} i sve z;,y; € [0,00), tada za svaku familiju brojeva z; ; > 0,
i,j € N, za svako n € N\ {1} na osnovu (E2) induktivno dobijamo

(43) VmGN, A Zl'l,j,“-,zxn,j :ZA(l'l,jv""xnyj)'
j=1 j=1

Jj=1

Neka je nadalje A neprekidan operator agregacije. Zbog (E33) i neprekid-
nosti operatora A, za svako n € N\ {1} vazi

o] oo mi Mp
T1iyyen- T i =A lim T1,..., lim T i
E NIEEERR) E njn B E iy T E n,jn
Jji=1 Jn=1 Jji=1 Jn=1
mq m
ZVk,}rlzI;fleooA E T1jys- - E Tn,jn —W}LrgoA E T1jyenes E Tn,j
J1=1 Jn=1 Jj=1

m
= lim E A(x1 5,00, Tni)-
m—so00 £ . (1717 »ma)
=

Dakle, za svako n € N\ {1} i svaku familiju brojeva z; ; € [0,00), ¢,j € N vazi

(44) A le’j""’zxn’j :ZA(‘TlJ"""T"J)
j=1 j=1 j=1

Sada za neprekidan i aditivan agregacioni operator A mozemo zakljuciti da
za svako n € N\ {1} funkcija m[®) ima sledeéa svojstva.

1) Koristedi grani¢no svojstvo A(0,0,...,0) = 0 operatora agregacije dobi-
jamo mI™ (@) = A (my(0), m2(0), ..., mn () = A(0,0,...,0) = 0.

2) Neka su S; € F, i € N po parovima disjunktni merljivi skupovi. Koristeéi
c-aditivnost mera m; i o-aditivnost (E4) operatora agregacije A dobijamo

i (95) = A (ﬂ: <QS> et (QS»

= A (Z mi(S), ey Zmn(Si)> =3 AMA(S), oy mn(Si) =D ml" ()
: . i—1 =1
Time je dokazano sledece tvrdenje.

Theorem 4.1. Neka je A neprekidan i aditivan agregacioni operator. Neka je
m;, © € N niz mera na istom merljivom prostoru (X, F), gde je F proizvoljna
o-algebra na X. Neka je zan € N\{1} skupovna funkcija m™ : F — [0,00) de-
finisana sa m™(S) = A (m1(S), ma(S),...,mn(S)), S € F. Tada je funkcija
ml™ . F = [0,00) mera na (X, F) za svako n € N\ {1}.

Kao restrikcija linearne transformacije, agregacioni operator tipa pozitivna
o0

linearna kombinacija Ay, : U [0,00)" — [0, 00),
n=2
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Aplk (CL’l, Z2,..., xn) = )‘n,lxl + )\n,2x2 + -+ )\n,nxnv
gde je Ap; >0, n € N\ {1}, ¢ € {1,2,...,n} proizvoljna familija pozitivnih
realnih brojeva, je neprekidan i aditivan agregacioni operator, te se njegovom
primenom na niz mera m;, ¢ € N na merljivom prostoru (X, F), za svako
n € N\ {1} dobija mera

M (8) = An1mi(S) + An2ma(S) + - + Anmin(S), S €F

na merljivom prostoru (X, F).

Razmotrimo sada za koje se agregacione operatore A, primenom na niz mera
m;, © € N na merljivom prostoru (X, F), dobija mera ml™ na (X, F) definisana
sa (). U klasi neprekidnih funkcija f : R™ — R, reSenja poznate Kosijeve
funkcionalne jednacine f(x+y) = f(x)+ f(y) su samo linearne funkcije, dakle
funkcije oblika f(z1, 22, ...,2n) = c121+coxo+ - +CpnTn, (21, 22,...,2,) € R?
za neke c¢1,co,...,¢, € R, Sto je takode dobro poznata teorema - vidi npr.
[6]. Iz dokaza teoreme EZT je jasno da je aditivnost neprekidnog operatora A
i neophodan uslov da se njegovom primenom na niz mera dobije mera m!™.
Na osnovu prethodno navedenog, sledi i sledec¢e tvrdenje kao dopuna tvrdenja
teoreme Bl za neprekidne i aditivne agregacione operatore.

Theorem 4.2. Neka je A neprekidan i aditivan agregacioni operator. Neka je
m;, © € N niz mera na istom merljivom prostoru (X, F), gde je F proizvoljna o-
algebra na skupu X . Neka je zan € N\{1} skupovna funkeija m™ : F — [0, 00)
definisana sa m™(S) = A (m1(S),ma(S),...,m.(S)), S € F. Ako je za
svako n € N\ {1} skupovna funkeija mI™ © F — [0, 00) mera na (X, F), tada
je agregacioni operator A tipa pozitivna linearna kombinacija.

Kao prostor za daljnja istrazivanja ostaje sledeée otvoreno pitanje. Osim
neprekidnih aditivnih operatora agregacije, primenom kojih jos operatora agre-
gacije na niz mera mozemo dobiti novu meru na istom merljivom prostoru?

4.2. Agregacija fazi-mera

U ovom odeljku se razmatra primena operatora agregacija na jedan tip fazi-
mere iz sekcije B. Posmatrajmo niz sup-dekompozabilnih mera na o-algebri
(X, F) sa vrednostima u [0, c0), dakle niz skupovnih funkcija my, : F — [0, 00),
k € N sa osobinama

[supml] Vk € N, my(0) =0,

[supm2] Vk € N, my U A; | =supmy(4;) za svaku familiju 4; € F, i € N.
ieN ieN
Neka je A proizvoljan operator agregacije, i neka je za n € N\ {1} skupovna
funkeija m™ : F — [0, 00) definisana sa
ml"(S) = A (my(S),ma(S),...,ma(S)), SeF.
Iz granicnog svojstva agregacionog operatora A sledi da ml[® ima osobinu
[supm1], naime m™ (@) = A (m1(0),...,m,(0)) = A(0,...,0) = 0. Ispitajmo
sada da li skupovna funkcija m!™ ima osobinu [supm2] za proizvoljnu familiju
A; € F,i € N. S jedne strane je
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(U)o (U)o ()

—4 <sup (A ,supmnmi)),

€N ieN
a s druge strane supm[™ (4;) = sup A (mq (4;), ..., mn (4)).
i€N ieN

Prema tome, da bi skupovna funkcija m!™ imala osobinu [supm2], tj. da bi

vazila jednakost m!™ <U A4; | = supm!™ (4;), potreban i dovoljan uslov je
iEN ieN

da agregacioni operator A ima svojstvo da za svaku familiju brojeva x; ; > 0,

i,j € Nisvako n € N\ {1} vazi

(4.5) A (sup Ty, SUP acnj> =sup A (T1,...,%Tnj)-
Jj1EN Jjn€N jEN

Na primer, lako se proverava da agregacioni operator max iz primera B=3 ima
osobinu B3, te se njegovom primenom na familiju sup-dekompozabilnih mera
dobija sup-dekompozabilna mera m!™. Takode se lako proverava da agregacioni
operator tipa pozitivna linearna kombinacija iz primera B2 nema osobinu B3,
te se njegovom primenom na familiju sup-dekompozabilnih mera ne dobija sup-
dekompozabilna mera m!™. Ipak, funkcija m!™ dobijena primenom agregacio-
nog operatora pozitivna linearna kombinacija moze imati dobre osobine u pri-
meni iako nije dekompozabilna mera. Kao ciljevi istrazivanja se namecu sledeca
pitanja. Kombinacijom kojih agregacionih operatora i o-dekompozabilnih mera
se dobija o-dekompozabilna mera m[™ nekog tipa? Kombinacijom kojih agre-
gacionih operatora i o-dekompozabilnih mera se dobija skupovna funkcija m!™
koja ima dobre osobine za odredene vidove primene?
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