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. Odrediti preseke sa y-osom onih tangenti elipse F : wT +

PROBNI TEST ZA PRIJEMNI ISPIT 1Z MATEMATIKE

. Za koje vrednosti parametra p € R polinom f (z) = 22? + (p + 1)z — p ima tacno jedan,

i to pozitivan realan koren?

2+ 7z —2

. U skupu realnih brojeva resiti po x nejednac¢inu ——— < —1.

2 —4

. U skupu realnih brojeva resiti po = jedna¢inu 4 sin® z + 5sinz + cos (2z) + 1 = 0.

. U skupu realnih brojeva resiti po z i y sistem jednacina

log, (x +2)° + log, (y +1)* = 6

log, (= + 2)* 4 log, a1 =4

. U skupu realnih brojeva resiti po = jednacinu 27! — 2277 4+ 7 = 0.

= 1 koje sa pozitivnim

INASS

delom z-ose zaklapaju orijentisani ugao .

Izracunati povrsinu trapeza c¢ije su krac¢a osnovica i kraci duzine 2, a duza osnovica sa
kracima zaklapa 2 puta manji ugao od ugla izmedu krace osnovice i kraka.

Naéi zapreminu tela koje nastaje rotacijom pravouglog trougla cije su katete a = 2 i
b = 3 oko ose koja sadrzi teme kod pravog ugla i paralelna je sa hipotenuzom.

. Neka je T teziste (centar opisanog kruga) pravilnog sestougla ABCDEF, i neka je O

proizvoljna tacka u prostoru.

(a) Dokazati da je O—7>”:%<O71—I—O-]3)+O?+O-D>—I—O?—I—O—F">.

(b) Ako je O koordinatni pocetak, a ako je A(l, V3, 2) i B(—\/g, 1, 2), izracunati ugao
izmedu vektora OA i OB.

Dokazati da je broj 3 - 4" 4+ 107! — 4 deljiv sa 9 za svaki prirodan broj n.

Koliko se ¢etvorocifrenih brojeva moze napisati koristedi cifre 1,3,5,7,9, takvih da se

medu ciframa bar jednom pojavljuje cifra 1.

. : - : _ n?—1 _ 2n%-1
[zracunati grani¢nu vrednost niza a,, = ) w0 M E N.

Data je funkcija f (z) = "™ — .

(a) Izracunati prvi izvod funkcije f.

(b) Izracunati tacku minimuma funkcije f na intervalu [—4,0].



RESENJA:

2
o P+ =+ +8  _—p_14/p2F+10p+1
1. Koreni polinoma f (z) su x12 = = , te su

x1 1 2 jednaki, pozitivni realni brojevi ako i samo ako su zadovoljeni uslovi
2 _ : _ _ —p—1
()p*+10p+1=0 i (2) 21 =20 = Z— > 0.
Analizom ovih uslova dobijamo:

—101\2/100—4 — 5426

(1) PP+ 10p+1=0 & pro=

(2) 1 >0 & p+1<0 & p<—1.

- Kako je o¢igledno p; = —5 — 2v/6 < —1, sledi da —5 — 2v/6 jeste resenje zadatka,

- kako je V6 > V4 =2, to je 2v/6 > 4, te je ps = —5 + 2v/6 > —1, tako da —5 + 2v/6 nije
reSenje zadatka.

Dakle, skup resenja postavljenog problema je R = {—5 — 2\/6}

2. Domen resavanja jednacine je D = R\ {—2,2},izax € D je
m2+x—2< N x2+x—2+1<0 - 2x2+a:—6<0
2 —4 x2—4 x2 —4 )

SHEE (2}

* Funkcija f (z) = 22% + x — 6 je konveksna, a koreni su joj z12 =

* Funkcija g (r) = 22 — 4 je konveksna, a koreni su joj 12 = 42.

-2 2 2
. F@)[+1- I T+ Prema tome, skup3re§enja nejednacine je
Sledi: gl) |+ |—-|—|+ S = (272> _
[(z) _
[ +H[+]-]+]

3. Koristeéi jednakosti cos (27) = cos? x — sin? z i cos® x = 1 — sin? z dobijamo

4sin®x + 5sinz 4 cos (2z) + 1 = 4sin®z + 5sinz + (cos’ z —sin’z) + 1 =

=3sin?z + 5sinx + cos?z + 1 = 3sin? x+5sinm+(1—sm :B)+1—251n T+ 5sinx + 2.
Dakle,

4sin®x +5sinz +cos(22) +1=0 <« 2sin®z+5sinz+2=0 <&

& (t:sin:z:/\2t2+5t+2:0) & (t:sinxAt172:@> &

& (t:sinx A (t:—2 \% t:—%)) & (sin:p:—Q \% sin$:—%).

Jedna(zina sinx = —2 nema reSenja, a jednakost sinx = —% vazi za v = —§ + 2km i
r = —2 + 2kn. Dakle, skup resenJa jednacine je

R={- +2lm\kez}u{ 5 4 2%kr | ke Z}.
4. S obzirom na to da je logaritamska funkcija definisana na skupu pozitivnih realnih brojeva,
sistem jednacina je definisan za one x,y za koje je
(@+2° >0 A (y+17>0 A @+2)* >0 A >0> o
S (+2>0ANy+1#0AN2+2#0 A y+1>0) <
S (r>-2ANy#-1ANz#-2ANy>-1),
te je domen resavanja sistema jednacina skup D = {(z,y) | x > =2 A y > —1}.

Kako je



logy (2 + 2)* = 3log, (z + 2),

logg (y +1)* = 2logg (y + 1),

log, (z +2)* = 4logy: (z +2) = 43 logy (z +2) = 2logy (z + 2),
logg 747 = logze (y+1)"" = —4 logs (y + 1),

polazni sistem je ekvivalentan sa  3log, (v +2) +2logg (y +1) =6
2log, (z +2) — logs (y + 1) = 4.

te uvodenjem smene p = log, (z + 2) i ¢ = logs (y + 1) dobijamo

3p + 2¢q = 6 11p = 22 p=2
- =4 .

2p — 3q = 4 2p — 3¢ = 4 q=0

Vracanjem smene sledi

logy (z+2) =2 r+2=22=4 x=2

logs (y+1)=0 = y+1=30=1 < y=0"
Kako je (2,0) € D, sistem ima jedno resenje, tj. skup resenja je R = {(2,0)}.
Loetl 92w 70 & 2.27-4.(27)'47=0 &
& (2=t AN2A-41+T7=0/-t1#0) &
(za t = 0, jednac¢ina 2% = (0 nema resenja)
& (2=t A22+Tt-4=0) &

o (Tt A= TR (1)) o (o—ave=l)

Vrednost eksponencijalne funkcije je uvek pozitivna, te jednacina 2¥ = —4 nema resenja, a
reSenje jednacine 2% = % =271 je 2 = —1. Dakle, skup regenja je R = {—1}.

. Tangenta t koja sa pozitivnim delom z-ose zaklapa ugao od 45° fﬁ / t1
ima jednacinu t : y = tg(45°)x +n = x + n. Presek tangente

t sa y-osom je tacka (0,n), tako da je zadatak odrediti n € R
za koje prava t : y = x + n dodiruje elipsu, tj. ima tac¢no jednu _\ 2
zajednicku tacku sa elipsom, odnosno treba odrediti n € R za -

koje sistem jednacina k

o] T+4% =1 [t y=z+n

ima tacno jedno resenje po (z,y). Uvrstavanjem [t] u [e] dobijamo

2
L12’+7(x2n) =1 & 4x2—|—(1:+n)2:4 & 5x2+2nm+(n2—4):0.

Poslednja kvadratna jednacina ima tacno jedno resenje akko joj je diskriminanta jednaka nuli,
tj. akko je

4n? —20(n?* —4) =0 < —4n?4+20=0 < n==+V5.
Dakle, dve tangente na elipsusut;: y=x —+v5ity: y=ax — /5, i njihovi preseci sa y-osom

su {(0.-v5), (0,5)}.

. Neka je a = 2 kraca osnovica, b duza osnovica, neka su ¢ = 2 kraci, i neka je a oStar, a 3 tup

ugao trapeza. Neka je h visina trapeza, i £ = bgl (vidi sliku).

Iz =20 A a+ 8 =180° sledi a = 60°. yaw
Iz sina = 2 tj. sledi sin60° = %2 = & sledi h = /3. oan ,
Dalje dobijamo £ = v/c2 —h?=1ib=a+ 2( = 4.

Konaéno, povrsina trapeza je P = aTJ“bh = 3V/3. b




8. Rotacijom posmatranog trougla nastaje valjak V' iz koga su izvadene kupe Vi i V5 (vidi sliku),
tako da ¢emo zapreminu posmatranog tela dobiti tako §to éemo od zapremine valjka oduzeti
zapremine kupa V; i V5.

Visina valjka V je hipotenuza posmatranog pravouglog trougla:
H = Va?+b> = V13. Neka je r visina posmatranog trougla

koja odgovara stranici H tj. temenu kod pravog ugla. Iz povrsine y a Vs
_ab _ H - 23 _ /13 _ _6

trugla P = § = 5 sledi % = ¥5°, odnosno r = NiEL Sada ;

dobijamo zapreminu valjka: V = r?rH = %W.

Oznac¢imo sa = i y odsecke na H koje gradi visina . Duzi z i y ", Wi

su redom visine valjaka V; i V5. Njihove duzine su
—Jp2 _ 22— _9 — g _ = _4
x=1b =T y=H T = s

Zapremine kupa V;j i V5 su

_ 1.2 _ _108 _ 1,2 . _ 48
V1—3’I”7TCC—13\/1—7T, V2—3T7ry—13\/ﬁ7r,
te je zapremina obrtnog tela

24
V-Vi-Vo=—m.
V13

9. (a) Sabiranjem ociglednih jednakosti
OA =0T +TA OC =0T +TC OE = OT +TE
OB =0T+TB OD = OT +TD OF =0T +TF

dobijamo

ﬂ+@+(ﬁ+@+(ﬁ+(ﬁ‘=6ﬁ‘+(ﬂ+ﬁ)+(ﬁ‘+ﬁ)+(ﬁ+ﬁ) -

= 60T +0+0+0=60T,

te deljenjem zadnje jednakosti sa 6 sledi tvrdenje.
(b) OA = A(1,V3,2), OB =B(-V3,1,2).

S jedne strane je

OA-OB=1-(—V3)+3-1+2-2=4,

a s druge

OA.OB = ‘071) . )O?‘ - COoS (i((ﬂ,O_B)» =

= \/12+ (\/5)2 +22. \/(—\/3)24- 12 + 22 - cos (&(ﬁ,@)) =8 cos (&(ﬁ,@))
Iz 4= 8- cos (4 (O_A,o_é)) sledi cos (44(071, O_é)) = 1 odakle sledi da je
A(OTX,O_B)) =

3
10. Matematickom indukcijom dokazujemo da za sve n € N vazi
F(n): 9|(3-4mt 41071 —4),
tj. da je 3 -4t +10""! — 4 = 9m,, za neko m,, € Z.

e Zan=1je3 -4t +101"' —4=45=9.5;
e pretpostavimo da je taéno []F (k), tj. da je 3 - 48T 4 10— — 4 = 9my;
e zan=k+1je
34D+ Lokl —1 _ g — 19 .45+ 1101081 —4 =
3-4RH1 410k — 44 9.4k 19 10k g, 19 4h+1 19 1061 = 9(my, + 481 410771,
gde je my + gkl 4 10kl = my1 ocigledno ceo broj.
11. Trazeni broj n mozemo dobiti tako Sto ¢emo od ukupnog broja 4-cifrenih brojeva napisanih

pomocu cifara 1,3,5,7,9 oduzeti broj 4-cifrenih brojeva napisanih pomo¢u cifara 3,5,7,9 (tj.
bez ijedne cifre 1). Tako dobijamo

n = 5% — 4% = 625 — 256 = 369.



‘- 2 - 2 1)(n+1)—(n+3)(2n2 -1
12, lim a, = lim (n 1 2n 1>: i (n J(n+1) = (n+3)(2n )

o —n3—b5n?+2 o —n3—bHn?+2 n? . —n—5+% —00—5+4+0
:th—:hm—:—:hm 1 5 = = —00
n—oo n2-+4n+ 3 n—oo nZ+4n+3 " n? nooo 1424+ 5 1+04+0

13. Data je funkcija f (z) = e**3 — .

(a) fl(z)=e"T3 . 1-1=¢"T —1.

(b) Najpre izra¢unavamo stacionarne tacke:
flfr)=e"P -1=0 & eB=1=¢" & z2+3=0 & x=-3¢[-4,0].
Kako je [ (z) = e*™3 .1 -0 =¢e""31i f’(=3) =1 > 0, sledi da je zg = —3 tacka lokalnog
minimuma funkcije f (z) na intervalu [—4, 0], i funkcija f u njoj dostize vrednost
f(=3) =e 33 — (=3) = 4. Pri tome na krajevima intervala vazi
f=4)=e B —(—4)=L14+4>41f(0)=¢>-0>2°=8>4, te je tatka 79 = 3 tacka
u kojoj funkcija f dostize apsolutni minimum na intervalu [—4, 0].



