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8 Uvod

Uvod

Teorija verovatnoce je matematicka disciplina koja daje okvir za ispitivanje
slucajnih pojava tj. takvih empirijskih fenomena ¢iji ishodi nisu uvek defini-
sani, ali za njih postoji neka statisticka regularnost. Razjasni¢emo to na vrlo
jednostavnom primeru bacanja novci¢a. Pravilan nov¢ié bacamo u vis iznad
ravne povrsine i pri njegovom padu na tu povrsinu moguéa su dva ishoda —
na gornjoj strani je palo pismo ili glava. Iz iskustva znamo da je moguénost
da novci¢ ostane uspravan prakticno nemogué¢ dogadaj. Takode, ne mozemo
unapred znati da li ée pasti pismo ili glava, Sto znaci da ishod nije definisan.
Ako novéié bacamo mnogo puta, glava ée pasti u priblizno polovini slu¢ajeva i to
je statisticka regularnost koja odlikuje ovu slu¢ajnu pojavu. U svakodnevnom
govoru opisujemo ovu pojavu re¢enicom: , Verovatnoca da ée pasti glava je 50%”
i svima nam je intuitivno jasno Sta ona znaci.

Pocetak razvoja teorije verovatnoce se vezuje za XVII vek i za imena fran-
cuskih matematicara Paskala i Fermaa (Blaise Pascal, 1623-1662, Pierre de Fer-
mat, 1601-1665). Naime, 1654. godine je Paskalu jedan prijatelj kockar postavio
sledeé¢i problem: Dva igraca se dogovore da ulog u igri dobije onaj koji prvi
odnese 3 pobede. Posle dve pobede prvog i jedne pobede drugog, igra je stica-
jem okolnosti morala da bude prekinuta. Na koji nacin treba posteno podeliti
ulog a da to odrazava realne Sanse za pobedu koje ima svaki od igraca? Paskal je
nasao da su Sanse za pobedu 3:1 u korist prvog igraca i predlozio je podelu uloga
u tom odnosu. Cesto se uzima da je tada poceo teorijski razvoj verovatnoce.
Ona je dugo bila usko povezana sa problemima hazardnih igara.

Navodimo imena nekih matematicara koji su znacajno doprineli razvoju
teorije verovatnoca: Abraham de Moavr (Abraham de Moivre, 1667-1754),
Zak Bernuli (Jacques Bernoulli, 1665-1705), Pjer Laplas (Pierre Laplace, 1749-
1827), Simeon Poason (Siméon Poisson, 1781-1840), Karl Fridrih Gaus (Carl



Friedrich Gauss, 1777-1855), Pafnutij Ljvovi¢ Cebisev ( 1821-1894), Andrej An-
drejevic Markov ( 1856-1922). Posebno isticemo ruskog matematicara Andreja
Nikolajevica Kolmogorova( 1903-1987) koji je najvise zasluzan za aksiomatizaci-
ju verovatnocée (1933.¢.) i njen dalji razvoj kao moderne matematicke nauke.

U danasnje vreme tesko je naci oblast nauke ili ¢ovekove delatnosti koja se
moze korektno izucavati i predstaviti bez primena teorije verovatnoce. Sre¢emo
je ne samo u slu¢ajnim igrama, nego i u raznim problemima u prirodnim i
drustevenim naukama. Posebno je Siroko polje primena matematicke statistike,
koja je zasnovana na teoriji verovatnoce.
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Glava 1

Uvod u teoriju verovatnoce

Pri izvodenju nekog opita njegov ishod ¢e zavisiti od mnogih uticaja.
Osnovna podela svih opita je na determinirane (npr. one koji su zasnovani na
klasi¢nim zakonima mehanike) i verovatnosne.

Karakteristika verovatnosnih opita je to §to im je ishod slucajan, nejed-
noznacan. Ako se verovatnosni opit ponavlja mnogo puta pri istim uslovima,
pojavljuje se odredena zakonitost u skupu ishoda. Teorija verovatnoce se bavi
tim zakonitostima.

Teorija verovatnoc¢e se dugo razvijala pod uticajem vrlo prakti¢nih prob-
lema na bazi empirijsko—intuitivnih motivacija. To nije omoguéilo izgradnju
konzistentne matematicke teorije koja bi posluzila kao model za sve one realne
fenomene za koje se intuitivno ocekivalo da budu obuhvaceni jednom takvom
matematickom teorijom. Tek je u XX veku verovatnoc¢a postala matematicka
disciplina sa svojim jasno definisanim metodama i predmetom izu¢avanja. Ona
se od tada razvija kao matematicka disciplina ne samo u skladu sa konkret-
nim problemima, empirijskim i intuitivnim motivima, nego kao samostalna
nauka sledeéi logiku njenih unutrasnjih potreba kao nezavisne celine. Godina
1933, kada je N.A.Kolmogorov objavio rad u kojem je izlozio osnovne postavke
aksiomatske zasnovanosti teorije verovatnoce, smatra se poCetkom modernog
razvoja ove matematicke oblasti. Ovakav pristup je omoguéio formiranje jedne
formalno—logicke teorije u kojoj su istaknute samo bitne osobine pojma verovat-
noce i pojma dogadaja kao odredenih matematickih objekata i koja te pojmove
povezuje sa drugim matematickim pojmovima (brojevima, skupovima, funkci-
jama) koristedi i dalje razvijajuéi veé poznatu teoriju iz ovih oblasti.

11



12 Glava 1. Uvod u teoriju verovatnoce

1.1. Algebra dogadaja

U ovom poglavlju ¢emo uvesti pojmove koji ¢e nam biti potrebni za
formulisanje aksiomatske teorije verovatnoce.

Osnovni polazni pojam u teoriji verovatnoce je neprazan skup {2 koji éemo
nazivati skup elementarnih dogadaja. On predstavlja skup svih moguéih
ishoda jednog verovatnosnog opita. Elemente skupa () nazivamo elementarnim
dogadajima i oznacavamo ih sa w.

Pri bacanju kockice za igru ,Ne ljuti se ¢ovece”, na gornjoj strani kockice

¢e biti n tackica, n = 1,2,...,6, tako da ée u tom verovatnosnom opitu skup
elementarnih dogadaja biti Q = {mpPEEE}, gde ée svaki od mogudih ishoda
w) =0, we =M, ..., wg =E biti elementarni dogadaj.

Pojava koju posmatramo odreduje sa kojim ¢emo skupom elementarnih
dogadaja raditi. Ovaj skup ne mora da bude konac¢an. Recimo, slucajan opit
koji predstavlja tezinu slu¢ajno izabranog ¢oveka ima beskona¢no mnogo ishoda.

Dogadaj A je podskup skupa €). Sastoji se od elementanih dogadaja w koji
imaju to svojstvo kojim se A definiSe. Tako dogadaj A koji se realizuje ako
padne paran broj pri bacanju kockice za ,Ne ljuti se ¢ovece”, je skup {03, e, B3}.

Kazemo da se dogadaj A realizovao ako se realizovao neki od elementarnih
dogadaja koji mu pripadaju.

Skup () nazivamo sigurnim dogadajem — on se mora dogoditi pri vrsenju
opita. Prazan skup () je nemogué dogadaj i on se nikada ne moze dogoditi.

Ako je A dogadaj, onda komplement 2\ A nazivamo suprotnim dogada-
jem i obelezavamo ga sa A. Dogadaj A se realizuje ako i samo ako se A ne
realizuje.

Za dogadaj A kazemo da povlaéi (implicira) dogadaj B ako je A C B.

Skup AN B je presek dogadaja A i B i realizuje se ako i samo ako se
realizuju oba dogadaja A i B. Presek dogadaja A N B ¢emo kraée oznacavati
sa AB. Ako su A i B disjunktni skupovi (A N B = () kazemo da se dogadaji A
i B iskljucuju. Za konac¢nu ili prebrojivu familiju medusobno disjunktnih pod-
skupova {4, }ien kazemo da je familija dogadaja koji se medusobno isklju¢uju
akoje Ay NA, =0, k#n, kkn=12,....

Skup AUB je unija dogadaja A i B irealizuje se ako i samo ako se realizuje
bar jedan od dogadaja A i B. U slucaju kad su dogadaji A i B disjunktni
(AN B = () pisa¢emo A —|— B. U slucaju unije farmhje medusobno disjunktnih
dogadaja {A;}ien, uniju U A; ¢emo zapisivati sa Z A;.

i=1 i=1

Kako su operacije unije, preseka i komplementa uvedene nad skupom do-

gadaja na potpuno isti na¢in kao Sto je to ucinjeno u teoriji skupova, oc¢ito da
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sva pravila, odnosi i operacije koje vaze u teoriji skupova vaze i nad skupom
dogadaja.

1.2. Aksiome teorije verovatnoce

Teorija verovatnoce se skoro tri stotine godina razvijala bez strogo defini-
sanih aksioma verovatnoce. Svaki pokusaj uvodenja strogog matematickog for-
malizma u ovu oblast zasnivao se na intuitivnoj predstavi verovatnoc¢e dogadaja
kao relativnoj ucestalosti broja povoljnih ishoda i generalizaciji tog pojma. S
jedne strane, takav pristup je omoguéio da se dobiju mnogi veoma znacajni
rezultati ali, sa druge strane, on je predstavljao ogranicenje pri razvoju verovat-
noce kao moderne matematicke discipline koja bi predstavljala teorijski okvir
za niz veoma slozenih procesa i pojava u prirodi, nauci i tehnici. Aksiomatika,
koju je Kolmogorov uveo 1933, obuhvatala je sve dotadasnje rezultate i dala je
dobru osnovu za razvoj novih oblasti teorije verovatnode.

Da bismo formirali matematicki model kojim mozemo izraziti verovatnosni
eksperiment, uvodimo aksiome teorije verovatnoce. Prvi aksiom izdvaja klasu
dogadaja dovoljnu za opisivanje zakonitosti pojave koju posmatramo, a drugi
aksiom odreduje verovatnocu realizacije dogadaja iz klase prvog aksioma.

Oznacimo sa P(Q) partitivni skup skupa .

Aksiom 1. (aksiom o— polja). Neka je F podskup partitivnog skupa
P(Q). Ako su zadovoljeni uslovi:

(i) QeF,
(ii) ako A € F, tada A € F,

(73t1) ako je {A;}ien C F, tada |J A; € F,
i=1

tada je F o—polje nad €.

Osobine oc—polja

1. 0 e F. .
2. Ako Ay, Aq,..., A, € F,tada |J A; € F.

i=1

3. Ako Ay, As, ..., A, € F, tada m A; € F.
i=1

4. Ako {Ai}iGN C F, tada ﬂ A; e F.
=1
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Primer 1.2.a. Neka je 2 skup ishoda pri bacanju kockice za igru ,,Ne ljuti se
covece” i neka je A dogadaj koji se realizuje ako padne strana sa manje od 3
tackice. Tada sledeéi skupovi ¢ine o—polje:

Fir={Q0}, Fo={00,A,A}, F3=P(Q)
gde je P(Q) - partitivni skup od Q). -

Primer 1.2.b. Borelovo polje B(R) je o—polje definisano nad skupom real-
nih brojeva R. Formira se na sledeé¢i na¢in: Izdvojimo familiju poluotvorenih
intervala tipa [a,b), a,b € R. B(R) sadrzi sve skupove koji se dobijaju uzima-
njem komplementa, kona¢ne ili prebrojive unije ili preseka te familije. Moze se
pokazati da B(R) sadrzi sve otvorene, zatvorene, poluotvorene intervale, izolo-
vane tacke, unije tih skupova i sl., ali postoje podskupovi od R koji nisu elementi

B(R). O

Aksiom 2. (aksiom verovatnoée). Neka je F o—polje nad skupom €.
Funkcija P : F — R koja zadovoljava uslove

(i") P(2) =1,
(it') zasve Ae F, P(A)>0,
(ZZ’L/) ako {Ai}iGN g .7:, Az N Aj = @ ,’i 7£ j7 tada

je verovatnoca na F.

Osobine verovatnoce
1. [P(0) =0.
Dokaz: Kako je Q=Q+ 0+ 0+ ..., iz (iii’) dobijamo
PO =PQ+0+0+...)=P(Q)+ PO)+ P0)+...

sto daje
0=P0)+PO)+..., tj. PO)=0.

2. Ako A1, As,..., A, € F, AiﬁA]‘ :w, 1 # j, tada
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3. | Ako je A C B, tada je P(A) < P(B). |

Dokaz: Ako je A C B, onda je B = A+ AB. Dalje imamo
P(B) = P(A) + P(AB), tj. P(A) < P(B).
4.10 < P(A) <1.|zasvako A € F.

Dokaz: Kako je ) C A C Q, na osnovu osobine 3. sledi da je
0<P(A)<1.

5. | P(A)=1-P(A) |

6. | P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AB)|

Dokaz: 1z jednakosti skupova AUB = A+ B\ A, B= AB+ B\ A, sledi
jednakost odgovarajuéih verovatnoca

P(AUB) = P(A) + P(B\ A)
P(B) = P(AB) + P(B\ A).

Iz druge jednakosti je P(B\ A) = P(B) — P(AB), pa zamenom u prvu
jednakost dobijamo

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AB).

7. P(U A) =3 P(Ai) — X P(Aidy)+ > P(AA;A) —
; i =1 ig k=1
i£j i itk kA

o (~1)IP(Ay L Ay).

@
Il
_
o
Il
—

8. P(U A;) = P(Ay) + P(AoAy) + P(A3 A1 Ay) + -+ P(Ay Ay Ay ... Ay_y).

i=1

9. Ako je Ay C Ay C ---, onda je
i=1
10. Ako je A1 D A3 DO ---, onda je

71— 00

Primer 1.2.c. Neka je dato o—polje, F» iz primera 1.2.a. Tada funkcije P; i
P,

P(Q) = 1 Py () 1
P0) = 0 P®) =0
P(A) = 1/3 Py(A) = 1
P(4) = 2/3 Py(4) = 0
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jesu verovatnoce, a funkcije P3 i Py

Q) = 1 Py(Q) = 1
Ps® = 0 Py0) = 0
Py(A) = 1/2 Py(A) = 0
P(A) = 2/3 Py(A) = 0
nisu verovatnoce. g

Trojka (2, F, P), gde je 2 skup elementarnih dogadaja, F je o-algebra nad
Qi P je verovatnota na JF, naziva se prostorom verovatnoca. Ako je A # Q
i P(A) = 1, onda je A skoro siguran dogadaj (npr. dogadaj A u prostoru
(Q, Fo, P») iz primera 1.2.c). Ako je B # 0 i P(B) = 0, onda je B skoro
nemogué dogadaj (npr. dogadaj A u prostoru (2, Fa, P») iz primera 1.2.c).

1.3. Metode zadavanja verovatnoce

U prethodnom odeljku smo videli da svakom dogadaju A iz F dodelju-
jemo brojnu vrednost P(A) koju nazivamo verovatno¢om od A. Intuitivno,
pod verovatnoéom od A podrazumevamo stepen moguénosti realizacije dogada-
ja A. Ocito da istom dogadaju mogu da budu dodeljene razne brojne vrednosti
verovatnoce u zavisnosti od konkretne fizicke situacije, ali se mora voditi ra¢una
da aksiome 1. i 2. budu zadovoljene. NaveSéemo neke nacine zadavanja verovat-
noce.

1.3.1. Klasiéni metod

Skup € sadrzi kona¢no elementarnih dogadaja wi,ws,...,w,. Ako je
ishod svakog od njih jednako verovatan (kao sto je, recimo, pri bacanju kockice
za igru ,Ne ljuti se ¢ovete”), tada svakom elementarnom dogadaju w; dodelju-
jemo jednu istu verovatnocu, tj.

P({en)) = Pfwa}) = - = P({wn)) =

Da bi funkcija P zadovoljila Aksiom 2, verovatnoc¢u dogadaja
A ={wi,, Wiy, - .. ,wj, } definiemo sa
k
P(A) =—
(4)=",

gde je k broj elementarnih dogadaja sadrzanih u A.
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Primer 1.3.a. Ako je Q2 kao u primeru 1.2.a. i svih Sest ishoda imaju istu
verovatnocu, tada je verovatnoca za dogadaj A - pasée paran broj,

P(4) = P(an) = 2= L

1.3.2. Metod zadavanja verovatnoc¢e na diskretnom skupu

Ako je Q diskretan skup koji sadrzi konacno ili prebrojivo mnogo ele-
mentarnih dogadaja wy,ws,...,wy, ... 1 ako su zadate verovatnoce elementarnih
dogadaja

P({wi}) =pi, Y pi=1,
i=1

tada ée verovatnoda dogadaja A = {w;,,wi,,. ..} biti jednaka zbiru verovatnodéa
koje odgovaraju elementarnim dogadajima koji pripadaju dogadaju A, tj.

P(A)= Y pi,.

n
w;, €A

Primer 1.3.c. Na aparatu za igru se pojavljuje broj n € N sa verovatnoé¢om
1/2™. Kolika je verovatnoca da ée se pojaviti neparan broj?

Resenje: U ovom slucaju je Q = {1,2,...,n,...} i p, = 1/2", n € N.
Dogadaj A ={1,3,5,...,2k+1,...} ima verovatnocu

1 1 1 2
P(A):§+273+...+W+...:§,

1.3.3. Geometrijski metod

Pretpostavimo da skup 2 sadrzi elementarne dogadaje koji se mogu pred-
staviti kao tacke u prostoru R™ a dogadaj A kao neka oblast tog prostora. Neka
Q bude ogranic¢en skup u R" sa kona¢nom geometrijskom merom. Svaki podskup
A od Q sa kona¢tnom geometrijskom merom (u R! je to duzina, u R? povrsina,
u R? zapremina) smatra¢emo dogadajem. Tada verovatnoéu dogadaja A defi-
nisemo sa

gde je m(-) oznaka za geometrijsku meru.
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Primer 1.3.d. Na slucaj se bira tacka iz kvadrata stranice a. Nadéi verovat-
noc¢u da se sluc¢ajno izabrana tacka nalazi u krugu upisanom u kvadrat.

0
N

Resenje: U ovom sluc¢aju mera dogadaja ¢e biti njegova povrsina. Skup 2 je
skup tacaka kvadrata, a dogadaj A je skup tacaka upisanog kruga, te je

2

A a7

™
1

Primer 1.3.e.

Na sluc¢ajan nacin se bira broj z iz intervala [—1, 1]. Verovat-
noéa da je = izmedu a i b, gdeje a <b, a,be[-1,1], jednaka je povrsini
dela trougla izmedu a i b kao §to je predstavljeno na slici.

f
1

-1 a | b 1 x

Naci verovatnoéu dogadaja A i B, gde je A =[—3,1],a B={3}.

b= i. Ona je jednaka 12

@.

Resenje: P(A) nalazimo kao povrsinu ogranicene figure gde je a = —% a
Kako dogadaj B sadrzi samo tacku %, tejea=5b=
sto znaci da je P(B) = 0.

1
3
Do resenja se moze doéi i na sledeéi naéin:
Definis§imo funkciju f sa

z+1, z€[-1,0)
f(z) = x+1, 2x€][0,]1]
0,

x & [-1,1]

Tada povrsinu osencene figure mozemo nadéi kao odredeni integral funkcije f u
granicama od a do b, te ako je A = [a,b], imamo da je

P(A) = /abf(a;) da.

Zadatak resavamo zamenjujuéi konkretne vrednosti za a i b.
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1.3.4. Verovatnoca na neprekidnom skupu realnih brojeva

Neka je Q = [a,b], gde su a i b realni brojevi i neka je y = ¢(z), = €
[a, b], neprekidna, nenegativna funkcija definisana nad intervalom [a, b]. Ako je
A C [a,b], tada definiSemo P(A) sa

P(A) = /A o) d,

b
gde je m = p(z)dx # 0. Ovako definisana funkcija P zadovoljava uslove

a
Aksioma 2, te predstavlja verovatnocu. Verovatnoca je definisana za sve pod-

skupove A intervala [a,b] za koje postoji / o(x) dz.
A

Primer 1.3.c. Nekaje Q=10,2] inekaje ¢(z) =22 =z €0,2]. Pomoéu
funkcije ¢ definisati verovatnoéu na Q. Zatim naéi P(A), gde je A = (0,1).

Resenje: Za A C ) definiSemo P(A) sa
1 2 3
P(A):—/xzdx, m:/xzdx r
m Ja 0 3

1

Ako je A= (0,1), tada je P(A) = %/ 2% dr = ;
0

1.4. Uslovna verovatnocéa

Pretpostavimo da je (Q, F, P) prostor verovatnoéa i da je on matematic-
ki model nekog verovatnosnog eksperimenta. Svaki dogadaj A € F se realizuje
sa verovatno¢om P(A). Ocito da informacija da se u eksperimentu realizovao
dogadaj B € F moze uticati na verovatnocu realizacije dogadaja A koji je na
neki na¢in povezan sa B.

Primer 1.4.a. Recimo da je 2 skup ishoda pri bacanju dva nov¢i¢a i recimo
da imamo informaciju da je na oba pao isti znak (pismo-pismo ili glava-glava).
Posle te informacije verovatnoc¢a dogadaja da je na prvom novci¢u palo pismo,

a na drugom glava je jednaka 0 (pre dodatne informacije ta verovatnoca je bila
1/4). O

Ako je (92, F, P) prostor verovatnoca, A, B € F, P(B) > 0, tada uslovnu
verovatnoéu P(A|B) definisemo sa

P(A|B) =
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Izraz P(A|B) ¢itamo na sledeéi nacin: verovatnocéa da ée se A realizovati
ako znamo da se B realizovao, ili krace ,verovatnoc¢a od A ako je B”.

Teorema 1.4.a. Ako je B € F, P(B) > 0 i ako je Pi(A) = P(A|B) za svako
A € F, tada je (Q, F, P) prostor verovatnoda.

Dokaz: Treba pokazati da P; : F — R zadovoljava uslove Aksioma 2.

@) n@) = pas) = ) = 2 -1
(17') Za svako A € F je
R(A) = PAB) = S0 >0

(#4¢") Neka je Ay, As,..., Ay, ... niz medusobno disjunktnih dogadaja. Tada
su dogadaji A1B, A3B, A3B, ... takode medusobno disjunktni. Kona¢no
imamo

n(£0)-r((E)e) R B

§to je trebalo dokazati. O

Direktno iz definicije uslovne verovatnoée P(A|B) = P(AB)/P(B)i P(B|A) =
P(AB)/P(A) dobijamo formulu za nalazenje verovatnoée proizvoda (preseka)
pod uslovom da je P(A) >01i P(B) >0

| P(AB) = P(A) - P(B|A) = P(B) - P(A|B).]

Jednostavno, primenom matematicke indukcije, moze se uopstiti prethodna for-
mula na

P(A1As... A,) = P(Ay) - P(A3|Ay) - P(A3|A1A43) - P(An|A1Ay - Apq).



1.5. Nezavisnost 21

Primer 1.4.b. U kutiji je 12 sijalica od kojih su 4 neispravne. Na slucaj
vrsimo 3 izvlacenja po jedne sijalice bez vra¢anja. Naci verovatnoéu da su sve
tri izvucene sijalice ispravne.

Resenje. Neka je A;, i = 1,2,3, dogadaj da je u i—tom izvlacenju uzeta is-
pravna sijalica. Tada se dogadaj A — sve tri sijalice su ispravne, moze predstaviti
kao A = A1A2A3, te je

6 14

8 7
P(A) = P(A)) - P(A3|Ay) - P(A3]A1Ag) = — - — - — = —.
(4) = P(A1) - P(A2| A1) - P(As|A1d2) = 5 37 10 = 55

1.5. Nezavisnost

Dogadaji A i B su nezavisni ako je

P(AB) = P(A)P(B).

Ako je P(B) > 01 ako su A1 B nezavisni dogadaji, onda je P(A|B) = P(A).
Poslednja jednakost se slaze sa nasom intuitivnom predstavom nezavisnosti:
naime, ako su A i B nezavisni, onda informacija o tome da se B realizovao ne
uti¢e na verovatnoéu realizacije dogadaja A.

Neposredno iz definicije nezavisnosti dobijamo sledece osobine:

(1) Q1 svaki dogadaj A su nezavisni.
(2) Ako je P(A) =0, onda su A i B nezavisni za svako B € F.

(3) Ako su A i B nezavisni, onda su nezavisni i sledeci parovi dogadaja:
AiB,AiB,AiB.

(4) Ukoliko su A i B nezavisni, tada je P(A|B) = P(A) i P(B|A) = P(B).

Dogadaji A, As, ..., Ag,... su totalno nezavisni ako za svaki konacan
niz indeksa i1, 79, ..., 4, vazi

P(Ai Ay, ... A;) = P(A;

i1

)P (Aiy) -+ P(Ai,).

n

Nezavisnost u parovima ne implicira totalnu nezavisnost, sto éemo videti iz
sledeéeg primera.
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Primer 1.5.a. Bacaju se dva nov¢i¢a. Skup svih moguéih ishoda je 2 =
{pp, PE, €D, gg}, gde smo sa p oznacili da je palo pismo, a sa g da je pala glava.
Svi ishodi su jednako verovatni. Dalje ¢emo izdvojiti dogadaje

A = {glava na prvom novéiéu} = {gg, gp}, PA) = 1/2
B = {glava na drugom nov¢i¢u} = {gg, pg}, P(B)= 1/2
C = {glava na ta¢no jednom nov¢i¢u} = {pg, gp}, P(C)= 1/2

P(AB) = P({gg}) = 1/4 . o
P(A)P(B) :{f/gi } A i B su nezavisni

P(BC) = PUpel) =14 \ ' o0 o s
P(B)P(C) = f}i }B i C' su nezavisni

P(AC)=P =1/4 ) o
PEA)[Z(C) :({155)4}) / }A i C' su nezavisni

P(ABC)=P®) =0 . .
P(A)P(B)P(C) = 1/8 A, B, C nisu totalno nezavisni .

1.6. Formula totalne verovatnoce. Bajesova
formula

U ovom odeljku uveséemo neke vazne, jednostavne formule koje u poje-
dinim sluc¢ajevima olakSavaju nalazenje obicnih i uslovnih verovatnoéa dogadaja.
Za formulaciju sledece tri teoreme je potrebno definisati pojam potpunog sis-
tema dogadaja.

Neka je (92, F, P) prostor verovatnoéa i neka su Hy, H, ..., H, € F dogadaji
koji zadovoljavaju sledece uslove

Dogadaje Hq, Ho, . .., H, nazivamo hipotezama, a skup {Hy, Ho, ..., H,} pot-
punim sistemom dogadaja.
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Slede¢a formula daje odgovor na koji nac¢in mozemo izra¢unati verovat-

noéu dogadaja A € F, ako su nam poznate uslovne verovatnoée P(A|H;) i
P(H), i=1,2,...,n.

Teorema 1.6.a. (Formula totalne verovatnoée) Ako je
{Hy,Hs,...,H,} potpun sistem dogadaja, tada sa svako A € F vaZi

P(A) = ZP(A|H1') - P(H;).

Dokaz.

n n n
P(A)=P (Z AHi> = P(AH;) =) P(A|H;)- P(H,).
i=1 i=1 i=1
O
Primer 1.6.a. Od dve partije masinskih proizvoda u prvoj se nalazi

10%, a u drugoj 20% neispravnih. Na slucaj se bira partija i iz nje jedan
proizvod. Kolika je verovatnoca da je odabrani proizvod ispravan?

Resenje.
H, — izabrana je prva partija, P(Hy) =1/2,
Hs; — izabrana je druga partija, P(Hy) =1/2,
A — izabran je ispravan proizvod, P(A|H;)=9/10,
P(A|IL,) = 8/10,

9 1 8 1 17
P(A) = P(A[H)P(Hy) + P(A[Hy)P(Hy) = 355+ 365 = 59

Posmatracemo sada sledeéi problem: Pretpostavimo da su Hy, Ho,
..., H, hipoteze koje zadovoljavaju uslove 1, 2, 3 sa pocetka odeljka i da su
nam poznate verovatnoée P(H;) i =1,...,n. Neka su nam dalje poznate uslov-
ne verovatnoée P(A|H;), i = 1,...,n, gde je A jedan od ishoda posmatranog
verovatnosnog eksperimenta. Sledeéa teorema (Bajesova formula) odgovara na
pitanje na koji na¢in pomocu ovih poznatih podataka mozemo izracunati uslovne
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verovatnoée P(H;|A), i =1,...,n. Ceo problem mozemo interpretirati i na ovaj
nac¢in: Dogadaj A se realizuje kao posledica raznih uzroka Hy, Ho, ..., H,. Ako
znamo da se A realizovao, kolika je verovatnoca da je ta realizacija prouzroko-
vana hipotezom H;, i =1,...,n?

Teorema 1.6.b.(Bajesova formula)Ako je {Hy, Hs,...,H,} potpun
sistem dogadaja, tada za svako A € F, P(A) > 0 vaZi

Pl |A) = PAHOPWHD o
;P(A\Hi)P(Hi)
Dokaz.
P(H,|A) = P(HA)  P(A|Hg)P(Hy) O

PAY - p(ajm) ()

Primer 1.6.b. Ako u primeru 1.6.a. znamo da je pri jednom slu¢ajnom
izvlacenju dobijen ispravan proizvod, kolika je verovatnoca da je izvucen iz prve
partije?

Resenge.

P(A|H,)P(H,) 9 _oss.

PULA) = SOy PUT) + PAIH) P 17

Teorema 1.6.c. (Uopstena formula totalne verovatnoée)Ako je
{Hy,Hs, ..., H,} potpun sistem dogadaja, ako je P(A) >0 ¢ P(AH;) >0
za svei=1,2,...,n, tada vazi

P(BIA) = 3" P(BIAH,) - P(H|A).

Dokaz.
P Xn:BAH,' n
P(B1A) = ) (’;(A) >P(1A);P(BAH1)

n

- Z PBAH ](;Ei{)i) _ ZP(B|AHi) -P(H;|A). O
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Primer 1.6.c. Vratimo se na primer 1.6.a. Ako je u prvom izvlaéenju izvucen
ispravan proizvod (i vraden u istu partiju), naéi verovatnocu da ¢ée u drugom
izvlacenju iz iste partije biti izvucen opet ispravan proizvod.

Resenje. Neka dogadaji Hi, Ha, A budu kao u primeru 1.6.a. i neka je
B dogadaj da je u drugom izvlacenju izvucen ispravan proizvod. U primeru
1.6.b. je izracunato P(H;|A) = 9/17. Analogno mozemo naéii P(Hz|A) = 8/17
(takode smo P(H3|A) mogli naéi iz uslova >, P(H;|A) = 1, tj. P(Hz|A) =
i=1
1 — P(Hy|A)). Primenom uopstene formule totalne verovatnoée dobijamo

P(B|A) = P(B|AH1)P(H,|A) + P(B|AH,) P(Hs|A) =

9 9 8§ 8 29
= — .. — — e — = — X U. . O
10 17+10 17 34 0853
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Glava 2
Slucajne promenljive

Kao sto smo videli, materija izlozena u prethodnoj glavi vezana je za
teoriju skupova. U mnogim primenama, ako svakom elementarnom dogadaju
w € Q dodelimo realan broj X (w), rezultate verovatnosnog eksperimenta mozemo
opisati realnom funkcijom X (w). Naravno, funkcija mora zadovoljavati neke
uslove koji omoguéavaju da ona na realnu pravu preslika ne samo elementarne
dogadaje w € Q, nego i celu strukturu datog prostora verovatnoce (Q, F, P).

Iustrujmo to jednostavnim primerom u kojem je 2 skup ishoda pri ba-
canju dva pravilna novéic¢a, tj. Q = {pp,pg, gp,gg}. Definisimo preslikavanje
koje svakom elementarnom dogadaju dodeljuje broj koji je jednak broju palih
pisama. Recimo, to moze da bude interpretirano kao igra u kojoj igra¢ dobija
one novCi¢e na kojima je palo pismo, te vrednost dodeljena svakom elemen-
tarnom dogadaju iz ) predstavlja dobitak igraca. Ovo preslikavanje definise
verovatnoéu na novom skupu vrednosti Q' = {0, 1,2}. Tako, vrlo jednostavnim
zakljuc¢ivanjem mozemo, recimo, odrediti da je verovatnoca koja odgovara broju
1 jednaka 1/2 (tj. to je verovatnodéa da igra¢ dobije 1 dinar). Na istom skupu
Q = {pp,pg, gp, g9} mogli smo definisati neku drugu funkciju (igru sa nekim
drugim pravilima).

Uvodenje pojma slu¢ajne promenljive (tj. funkcije koja preslikava 2 u R)
omogudava ,prebacivanje” izuCavanja prostora verovatnoéa (2, F, P) na realnu
pravu R koja ima veoma bogatu matematicku strukturu. Upravo aparatura
matematicke analize skupa realnih brojeva daje Siroko polje za definisanje i
proucavanje mnogih novih pojmova i odnosa vezanih za izucavanje verovatnos-
nih pojava.

U ovom poglavlju razmatramo definiciju i osnovne osobine slu¢ajne promen-
ljive.

27
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2.1. Definicija slucajne promenljive

Ako je X funkcija koja preslikava skup Q u skup realnih brojeva R i
ako je S podskup od R, tada éemo sa X ~1(9) oznagiti inverznu sliku skupa S
definisanu sa

X1 ={weQ: X(w) €S}
Q CID 5
_ )
X

S X (w;) R

Neka je (92, F, P) prostor verovatnoca. Funkcija X : Q — R, takva da za
svako # € R skup {w € Q: X(w) < z} (tj. inverzna slika X ~1(—o0, 7] intervala
(=00, z] pripada o—polju F, naziva se sluéajnom promenljivom. Moze se
pokazati da, ako je X slucajna promenljiva, onda za svako S € B(R) (gde je
B(R) Borelovo polje - primer 1.2.b), X ~1(S) takode pripada F.

Slucajne promenljive obelezavatemo velikim slovima sa kraja abecede —
XY, ZW,....

Primer 2.1.a. Neka je Q = {DDE}E]}A {E]E]-} i
F={Q,0,A,A}.

(1) Neka funkcija X svakom w;, ¢ = 1,...,6, dodeli 1 ako je na kockici pao
paran broj tackica, a 0 ako je pao neparan (leva slika).

(i) Neka funkcija Y svakom w;, ¢ = 1,...,6, dodeli broj koliko ima tackica
(desna slika).

Ispitati da li su X i Y sluéajne promenljive nad (92, F).

A A w, W

4 5 6
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Resenge.

i) Ispita¢emo da li za svako z € R, X !(—o00, 2] € F. Kako je
(4) ]

Q, 1<,
X H—oo,2]=¢ A, 0<z<]1,
0, x <0,

ocito da X jeste slucajna promenljiva.

(ii) Kako Y ~1(—o0,z] & F za bilo koje z € (1,6] (npr. X 1(—o00,1] = {E]} ¢
F), znaci da Y nije sluéajna promenljiva nad (€2, F). Moze se lako pokazati
da funkcija Y jeste slu¢ajna promenljiva nad (2, F1, ), gde je F partitivni
skup od Q. O

2.2. Funkcija raspodele

U odeljku 2.1. definisali smo slu¢ajnu promenljivu X kao funkciju koja
preslikava 2 u R pod uslovom da za svako x € R skup X ~!(—o0o, ] pripada
o—polju F. Moze se pokazati da ovaj uslov obezbeduje da inverzna slika X ~1(9)
svakog skupa S C R koji pripada Borelovom polju B(R) (primer 1.2.b) takode
pripada F. Kako je u prostoru verovatnoca (€, F, P) verovatnoc¢a definisana za
svaki skup iz F i kako X ~1(S) € F za svako S € B(R), to znaé¢i da je za svako
S € B(R) definisana funkcija

]PX(S) =Plwe: X(w)e 5}.\

Na taj nacin sluCajna promenljiva X na realnu pravu R ,prenosi” ne samo
elementarne dogadaje w € £ nego i strukturu prostora verovatnoéa (Q, F, P).
Naime, svaka slu¢ajna promenljiva definiSe mnov prostor verovatnoca
(R,B(R), Py). Funkcija P je definisana na skupu podskupova od R, sto pred-
stavlja izvesno ograni¢enje u primeni mnogih metoda matematicke analize u R.
Zbog toga uvodimo jedan novi pojam, funkciju raspodele F'y slucajne promen-
ljive X, koja u sebi sadrzi sve potrebne informacije o raspodeli verovatnoé¢a nad
B(R), ali ima pogodniji oblik jer predstavlja realnu funkciju realne promenljive.

Funkcija raspodele F' : R — [0, 1] slu¢ajne promenljive X definisana je sa

F o (z)=Plwe: X(w) <z}
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N

X(w) Xw,) Xw) R

Kako sluc¢ajna promenljiva X preslikava skup 2 na realnu pravu R, funkcija
raspodele F' W u tacki x € R predstavlja verovatnoéu dogadaja iz 2 sastavljenog
od elementarnih dogadaja ¢ija je slika manja ili jednaka od broja .

Skup {w € Q: X(w) < z} obelezavamo krace sa (X < z), tako da pisemo
F (z) = P(X < x).

Ako se u tekstu ili zadatku spominje samo jedna slu¢ajna promenljiva ili
ako navodimo neke opste osobine funkcije raspodele, tada, umesto oznake za
funkeiju raspodele F', (), koristimo oznaku F'(z).

Primer 2.2.a. Funkcija raspodele FX slucajne promenljive X iz primera 2.1.a.

(1) Je

F(x)
1 x
0, <0
Fx(z) = 1/2, 0<zx<l1
1, 1<z

O

Ocito da je funkcija raspodele F v jedinstvena za svaku slucajnu promen-
ljivu X. Obrnuto ne mora da vazi, razli¢ite slucajne promenljive mogu imati
istu funkciju raspodele. Recimo, ako se dve slu¢ajne promenljive razlikuju nad
skupom ¢ija je verovatnoca jednaka 0, tada su njihove funkcije raspodele jed-
nake. Naredni primer ilustruje takav slucaj.

Primer 2.2.b. Neka je Q@ = {a,b,c}, i neka je P({a}) = 2
P({b}) =0, P({c}) =% ineka je

1. X(a) =0, X(b)=1, X(c) =2,
2. Y(a) =Y (b) =0, Y(c) =2.

Nadi | (z) 1 F, ().
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Resenge.

1. 2.

0 1 2 X 0 2 Y
Fy F
1 1
0 2 X 0 2 Y
Ocigledno je F\ (z) = F| (z), bez obzira Sto su X 1Y razlicite slucajne
promenljive. O

Osobine funkcije raspodele:

1.| lim F(z)=F(—o00)=0.

T——00

2. | lim F(z) = F(c0) = 1.

T—r 00

3. Funkcija raspodele je neopadajuéa funkcija tj.

’ako x1 < x93, onda F(x1) < F(ﬂfg)‘

4. Funkcija raspodele je neprekidna sdesna tj.

[lim,, 010 F(z) = Fla). |

5. ’ P(a<X§b):F(b)—F(a)Zasvea,beR,a<b.‘

6. Moze se pokazati da

funkcija ' : R — R je funkcija raspodele neke sluc¢ajne pro-
menljive X ako i samo ako je neopadajuca, neprekidna sdesna
i F(—o0) =0, F(0) = 1.
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Dokaz.
1. F(—o0) = lim F(=n) = lim P(X < —n)=P (] (X < —n) =
n—o00 n—o00 n—=1
— P(0) = 0.
2. F(oo) = lim F(n) = lim P(X <n)=P [J (X <n) = P(Q) = 1.

3. Akojex; <zgiakoje A={weN: X(w) <},
B={weQ: X(w) <z}, ocitodajeAC B, teje
F(z1) = P(A) < P(B) = F(x2).

4. lim F(z)= nh_}n’olo Fla+1/n)= nh_}n()lo P(X <a+1/n)=

r—a+0

:p@(X<a+1/n):P(Xga):F(a).

5. F(b) =P{weN: X(w)<b} =

=P{we: X(w)<a}+{weQ: a<X(w)<b}) =
=F(a)+ Pla < X <). =

Funkcija raspodele sadrzi sve informacije bitne za slu¢ajnu promenljivu, tako
da u daljem radu umesto opisa sluc¢ajne promenljive kao preslikavanja iz £ u R
navodimo samo odgovarajucu funkciju raspodele.

Sledeéi primer je jednostavna ilustracija povezanosti slucajne promenljive i
odgovarajucée funkcije raspodele.

Primer 2.2.c. Neka je Q = {a,b, c}, gde svaki od elementarnih dogadaja ima

istu verovatnocu (1) i neka je

1. X(a) =0, X(b) =1, X(c) =2,

Nadi | (z) 1 F, ().
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Resenge.

1. 2.

0 1 2 X 0 2 Y
Fx E
1 1

0 1 2 X 0 2 Y

U navedenim primerima funkcija raspodele F ima skok u onim tackama koje
su slika nekog dogadaja ¢ija je verovatnoca razlicita od 0. Velicina skoka je
jednaka verovatnodi dogadaja koji se preslikava u tacku skoka. O

Vrste slucajnih promenljivih

U sledec¢a dva poglavlja definisa¢emo, ispitati osobine i dati neke primere
dve specijalne vrste slucajnih promenljivih:

- diskretnog tipa i

- neprekidnog tipa.

Postoje slu¢ajne promenljive koje ne odgovaraju ni jednom od ova dva tipa (u
literaturi ih ponekad nazivaju slu¢ajnim promenljivim mesovitog tipa).

2.3. Dvodimenzionalna slu¢ajna promenljiva

U mnogim slucajevima prilikom posmatranja verovatnosnog eksperimenta
interesantno je pratiti dve (ili vise) brojne karakteristike, tj. dve slu¢ajne pro-
menljive definisane na istom prostoru verovatnoca. Tada govorimo o dvodimen-
zionalnoj slu¢ajnoj promenljivoj.

Ako je (2, F, P) prostor verovatnoéa i ako su X : Q@ - R, YV : Q —» R,
sluc¢ajne promenljive, tada ureden par (X,Y’) nazivamo dvodimenzionalnom
slucajnom promenljivom. U literaturi se ¢esto koristi i naziv verovatnosni
vektor. Ureden par (X,Y’) svakom elementarnom dogadaju w €  dodeljuje
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element iz R x R = R? tj.

(X, V) (W) = (X(w), Y (w)) = (z,y).

Funkcija raspodele dvodimenzional-

ne slucajne promenljive (X,Y) F

R? — [0,1] je definisana sa

ny(m’y):P{W€Q3X(w) <zAY(w)<y}=

=P{we: X(w)<z}nN{weQ:Y(w) <y})=P(X <z,Y <y), tj

Funkciju FXY nazivamo zajedni¢kom funkcijom raspodele dvodimen-
zionalne slucajne promenljive (X,Y).

Osobine funkcije raspodele

1. FXY(—oo,y) = Fxy(z,—o0) =0
2. F (00,00) =1
3. FXY(x, y) je neprekidna sdesna po obe promenljive.
4. F(z,y) je neopadajuca funkcija po obe promenljive.
5. Pla< X <ba<Y <p)= v
(a.8) (b,5)
=Fyy(0.8) = Fyy (b, 0)— B
FXy(aﬂ 5) + FXy(aﬂ Oé)
NG (b:0)
a b X

Ako je poznata zajednicka funkcija raspodele dvodimenzionalne slu¢ajne pro-
menljive (X,Y"), pomoéu nje se mogu nadi posebne funkcije raspodele za X 1 Y.
Nazivamo ih marginalnim funkcijama raspodele . Racunaju se na sledeéi
nacin:

Fy(@) =Fy(2,00), ] | F(y) = Fy (00,9).

Zaista,

Fo(r)=P(X<z)=PX<2YeR)=PX <z,Y <o0) =F_ (x,00),
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F (y)=PY <y =PXeRY <y)=PX <o00,Y <y)=F_ (c0,y).

Izdvajamo dva oblika dvodimenzionalne slucajne promenljive — diskretnog i
neprekidnog tipa. Naravno, postoje one koje nisu ni diskretnog ni neprekidnog
tipa.
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Glava 3

Slucajne promenljive
diskretnog tipa

Ukoliko je skup vrednosti slucajne promenljive - bilo jedne ili viSe njih -
diskretan skup, tada govorimo o slu¢ajnoj promenljivoj diskretnog tipa. U ovoj
glavi opisa¢emo redom jednodimenzionalnu, zatim dvodimenzionalnu, a na kra-
ju i n-dimenzionalnu slucajnu promenljivu diskretnog tipa.

3.1. Slucajna promenljiva diskretnog tipa

Slucajna promenljiva X preslikava skup 2 u skup realnih brojeva. Skup slika
od X oznaci¢emo sa RX.

Slucajna promenljiva X je diskretnog tipa (ili krac¢e: diskretna sluéajna
promenljiva ) ako je R x konacan ili prebrojiv skup. Funkcija raspodele F
slucajne promenljive X diskretnog tipa je najcesée stepenastog oblika (kao u
primeru 2.2.a). Kako je R X prebrojiv ili kona¢an skup, mozemo ga predstaviti
u obliku

R, ={z1,22,...,2p,...} - ako je R prebrojiv skup
ili

R, = {z1,29,...,2,} - ako je R konacan skup.

Ako nije bitno da li skup slika sadrzi prebrojivo ili konatno mnogo elemenata,
pisa¢emo jednostavno ]RX ={x1,22,...}.

Skup {w € Q: X(w) = x,} oznacavamo krade sa (X = z,). Oc¢ito da vazi

Q:U{wEQ:X(W)in}ZU(X:xi)

37
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gde i prolazi skupom {1,2,---}. Takode vazi
X=z)N(X=z;)=0 zasve i#j,
§to znaci da je

Y P(X =umz;)=P(Q) =1

Cesto je u radu sa sluéajnom promenljivom diskretnog tipa X umesto funkci-
je raspodele F' v jednostavnije koristiti zakon raspodele, koji ¢éemo definisati u
slede¢em pasusu.

Ako je {x1,x2,...} skup razli¢itih vrednosti diskretne slu¢ajne promenljive
X, tada ¢emo sa p(x;), i = 1,2,..., obeleziti verovatnoéu dogadaja ¢iji se
elementi preslikavaju u x;, tj.

p(x;) =P{lweN: X(w)=u12} =P(X =u).

Kao sto smo veé¢ primetili, Y p(z;) = 1. Skup vrednosti diskretne slucajne
i

promenljive {z1,Z2,...} zajedno sa odgovarajuéim verovatnoéama p(z;), i =
1,2,..., predstavlja zakon raspodele od X. Zakon raspodele mozemo zapisati
na razne nacine. Najcesce koristimo

- . X1 X9 e .
- Sematski X : i
( p(r1) plre) ... )

- analiticki  p(z;) = P(X =x;), i=1,2,...

nac¢in zapisivanja. Ako je moguce, vrednosti x1, x2, ... su navedene tako da je
vy <wjzai<j, 4,5=1,2,....

Veza izmedu zakona raspodele i funkcije raspodele F je sledeca

Fo@)= 3 pla).

iz <z

3.1.1 Neki primeri slucajne promenljive diskretnog tipa

Bernulijeva raspodela ili zakon ,,0-1”.

Kazemo da slucajna promenljiva ima Bernulijevu raspodelu sa parametrom

p, 0 <p <1, ako je
0 1
X : ,
(1—p P)

tj. akoje P(X =0)=1—-—p i P(X = 1) = p. Model slucajne promenljive
sa Bernulijevom raspodelom imamo pri izvodenju jednog verovatnosnog opita
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gde je moguénost ishoda ili pozitivna (sa verovatnoéom p, 0 < p < 1) ili nega-
tivna (sa verovatnoéom 1 — p). Sluc¢ajna promenljiva X dobija vrednost 1 pri
pozitivnoj realizaciji opita, a 0 pri negativnoj realizaciji. Obi¢no se verovatnoca
1 — p obelezava sa q.

Binomna raspodela B(n,p)

Sluc¢ajna promenljiva X ima binomnu raspodelu B(n,p) sa parametrima
n € Ni0 < p < 1 ako je njen skup vrednosti {0,1,...,n} (tj. zp = k,
k=0,1,...,n), a odgovarajuée verovatnoce su

plan) =p0) = (1 )ota .

k=0,1,...,n, gde je ¢ = 1 — p. Najces¢i model binomne raspodele je pri
izvodenju n istovetnih opita takvih da se svaki od njih, nezavisno od ishoda
ostalih, moze realizovati pozitivno (sa verovatno¢om p) i negativno (sa verovat-
notom g = 1 — p). U tom slucaju skup 2 sacinjavaju sve moguée kombinacije
ishoda n opita. Kako su opiti nezavisni, verovatnoéa dodeljena svakom od njih
je jednaka p*q"~*, gde je k broj pozitivnih realizacija. Skup Q sadrzi (Z) ele-
mentarnih dogadaja u kojima ima k pozitivnih realizacija ((Z) je broj na koliko
nac¢ina od n opita mozemo izabrati k opita sa pozitivhom realizacijom). Slu-
¢ajna promenljiva X je broj pozitivnih realizacija u n ponovljenih nezavisnih
opita. Skup vrednosti za X je ]RX ={0,1,2,...,n} i

n _
par) = p(k) = <k>p’“q” ko k=0,1,...,n.

Binomna raspodela je matematicki model koji opisuje tzv. ”izbor sa vracan-
jem”. Naime, ako imamo A+ B elemenata i to A komada prve vrste i B komada
druge vrste, pri slu¢ajnom izboru jednog elementa verovatnoca da je izvucen el-
ement prve vrste je p = ﬁ, a verovatnoca da je izvucen element druge vrste
jeq= AJFLB. Izvuceni element vracamo, pa na isti nac¢in ponovimo izvlacenje n
puta. Sluc¢ajna promenljiva X, koja je jednaka broju elemenata prve vrste medu

izvucenih n elemenata, o¢igledno, predstavlja binomnu slu¢ajnu promenljivu.

Hipergeometrijska raspodela

Neka su A, B, i n fiksirani brojevi, A e N, BeNneN,n<A n<B i
neka je zakon raspodele slucajne promenljive X definisan sa

puwzpww—<£><”?k) ke {01, n).

NEON
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Tada kazemo da X ima hipergeometrijsku raspodelu.

Model hipergeometrijske raspodele je tzv. ”izbor bez vracanja’. Pretpo-
stavimo da iz populacije koja ima A 4+ B elemenata, od kojih su A elemenata
prve vrste, a B su druge vrste (recimo, od A + B proizvoda, A je ispravno a
B nije) biramo bez vra¢anja n elemenata. Sluc¢ajna promenljiva X predstavlja
broj elemenata prve vrste medu n izabranih elemenata.

Poasonova raspodela P()\)

Slucajna promenljiva X ima Poasonovu raspodelu ako je skup vrednosti
RX:{O,l,Q,...,n,...}i

AP Y
plag) = p(k) = 7€ k=0,1,2,...,

gde je A parametar i zadovoljava uslov A > 0.

Poasonova raspodela predstavlja realni model za mnoge slu¢ajne fenomene
kao $to su broj saobracajnih nesre¢a u nekom periodu, broj telefonskih poziva
u jedinici vremena i sl.

Sledeca teorema daje vezu izmedu binomne i Poasonove raspodele.

Teorema 3.1.a. Ako u binomnoj raspodeli B(n,p), n — oo, a p — 0, ali tako
da np — X\ = const, tada

N\ koo A _
(k>pq %Ee , k=0,1,2,...

Dokaz. U binomnoj raspodeli je

n nin — oo (n — nk
p(k) = <k)pk(1 —p)nk = (n—-1)---(n—k+ 1)pk(1 R D

k!

_ %n(nf 1)..T.ngnfk+1)(np)k(l k=

) (- 2) o (1A

lim <1Z> =1 zasvei=1,....k—1,

n—00 n

Kako je

lim (1-p)" "= lim (1-p) " (1-p)73)  =1-¢7,

p—o p—o
np—A np—X



3.1. Slucajna promenljiva diskretnog tipa 41

sledi da je
1
im p(k) = —\re?
o P (k) T
np—X
Sto je trebalo dokazati. m]

Geometrijska raspodela G(p)

Slucajna promenljiva X ima geometrijsku raspodelu, ako je skup vrednosti
R, ={1,2,3,...} = N, a odgovarajuce verovatnoce su date sa

’p(xk):p(k):qu_:l? k:1’2’3)""

gde je p parametar raspodele, 0 < p<lig=1-—p.

Model verovatnosnog opita koji odgovara ovoj raspodeli je pri izvodenju ne-
zavisnih istovetnih opita, takvih da je pri svakom od njih verovatnoéa pozitivne
realizacije p, 0 < p < 1, a negativne ¢ = 1 — p. Opiti se izvode do prve pozitivne
realizacije. Slucajna promenljiva X predstavlja broj opita do prve pozitivne
realizacije.

Negativna binomna (Paskalova) raspodela

Negativna binomna raspodela zavisi od dva parametra: p € (0,1) i r € N.
Skup vrednosti slu¢ajne promenljive X je skup {r,r+1,742,---}. Odgovarajuce
verovatnoce su zadate sa

p(xr) = p(k) = ( f:ll )prq’”, kef{rr+1,---}

Model negativne binomne raspodele imamo ako broj nezavisnih istovetnih
opita nije fiksiran, a opiti se ponavljaju sve dok ne bude r pozitivnih realizacija,
gde je r fiksiran, unapred zadat broj. Sluc¢ajna promenljiva X predstavlja broj
nezavisnih istovetnih opita do r-te pozitivne realizacije. Ako se pri tome svaki
od opita pozitivno realizuje sa verovatnoéom p, 0 < p < 1, a negativno sa
verovatnotom ¢ = 1 — p, tada trazenu verovatnoéu P(X = k) nalazimo kao
proizvod verovatnoca dva nezavisna dogadaja:

- da je u k — 1 opita bilo r — 1 pozitivnih realizacija, sto je jednako

k—1 r—1 _k—r
(D)

- da je realizacija k-tog opita bila pozitivna , $to je jednako p,
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§to daje vrednosti odgovarajuéih verovatnoc¢a negativne binomne raspodele.

Negativna binomna raspodela cesto opisuje slede¢i model: Nezavisni opiti
izvode se sve dok se ne dogodi r pozitivnih realizacija opita. Slu¢ajna promen-
liiva Y je broj negativnih realizacija dok se izvodenje opita ne obustavi. Tada

) P(Y:n)=<r+2_1)prq"=<_nr>pr(—®”7

gde jen € {0,1,2,---}, n = k — r. Oc¢igledno se radi o istoj raspodeli samo je
interpretacija drugacija.

Specijalan slucaj negativne binomne raspodele, za r = 1 , je geometrijska
raspodela.

3.1.2. Transformacija slucajne promenljive diskretnog tipa

Ozna¢imo sa g funkciju koja preslikava R u R. Dalje, neka X bude
sluc¢ajna promenljiva koja prostor verovatnocéa (€2, F, P) preslikava u R. Kom-
pozicija preslikavanja g i X ¢e biti nova slucajna promenljiva nad istim pros-
torom verovatnoca, s tim Sto preslikavanje g mora zadovoljavati uslov da je
g 1(S) € B(R) za svako S € B(R), gde je B(R) Borelovo polje (primer 1.2.b).
Lako se proverava da, recimo, neprekidno preslikavanje zadovoljava ovaj uslov.

Naime, svakom elementarnom dogadaju
w slucajna promenljiva X dodeljuje broj
X(w), a X(w) se funkcijom ¢ preslikava u
g9(X (w)). To novo preslikavanje Y(w)

R

(X og)(w) =9(X (W), we,

\ca

oznacavamo sa Y i Cesto krace zapisujemo
saY = g(X). X(w) R

Ako je poznata raspodela sluc¢ajne promenljive X i funkcija g, moze se naci
raspodela sluc¢ajne promenljive Y = ¢g(X). Vide¢emo kako se ovaj problem moze
jednostavno resiti u nekim specijalnim slucajevima.

Ako je X diskretnog tipa sa zakonom raspodele

X . < le x2 DRI xn DY )
p(z1) plx2) - plan) - )7
tada ¢e Y = ¢g(X) biti takode diskretnog tipa. Neka je y1,92,...,Yk,- .. skup
slika, tj. g: {x1,22, ..., Tny- .} = {Y1,¥2,- -, Yk, - - -} Sa p(y;) oznaci¢emo zbir
svih verovatnoéa p(x,,) takvih da je y; = g(x,,), naime

pwi) =Y plam).

m
yi=g(zm)
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Tada slu¢ajna promenljiva Y = g(X) ima zakon raspodele
y - ( Y1 Y2 Y3 ) .
p(y1) ply2) plys) -
Primer 3.1.a. Neka slucajna promenljiva X ima zakon raspodele
-2 -1
9
i neka je g(r) = z2. Tada sluéajna promenljiva Y = g(X) = X? ima zakon

raspodele
Y: ( > .

ol O
©Olw =
Ol
O~ ©

3.2. Dvodimenzionalna slu¢ajna promenljiva dis-
kretnog tipa

Neka je (X,Y) dvodimenzionalna slu¢ajna promenljiva. Kazemo da je
ona diskretnog tipa (diskretna dvodimenzionalna slu¢ajna promenljiva), ako
su X 1Y diskretnog tipa. Ako je {z1,z2,...} C R skup vrednosti sluc¢ajne
promenljive X, a {y1,y2,...} C R skup vrednosti slu¢ajne promenljive Y, onda
je

RXY = {(xhyl)a ($17y2)1 RS (x27y1)7 ce } - RQ

skup vrednosti diskretne dvodomenzionalne slu¢ajne promenljive (X, Y"). Njima
odgovaraju verovatnoce

p(xiy;)) =PlweQ: X(w)=a, NY(w) =y;} =
=P(X =z,Y =y;),

i=1,2,..., 7=1,2,... . Skup kroz koji prolaze indeks i (i indeks j) moze da
bude konacan ili prebrojiv, naime

ie{1,2,...,n} ili i€{1,2,...,n,...}.

U opstem slucaju, tj. kad ne spominjemo neku konkretnu slué¢ajnu promenljivu,
pisademo i,j € {1,2,...}ilii,j =1,2,....

Skup vrednosti R xy zajedno sa odgovarajuéim verovatnocama p(x;, y;) pred-
stavlja zakon raspodele diskretne dvodimenzionalne slu¢ajne promenljive (X, Y).
On se obi¢no zapisuje ili analiticki ili u obliku tablice
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Y\X X1 T2 tee Tn
y1 | ple,y)  plze,yr) o p(ea,y1) - | p(y1)
yo | p(w1,y2)  p(x2,y2) o p(Ta,y2) - | p(y2)
Qk p(ﬂcl.y Yk) p(wz', Yk) e p(:vn', Yk) - p(z)k)
PE) P plE)

Kako je
p(z;)) =PlweQ: X(w)=2,} =P{lweQ: X(w)=2; N\Y(w) e R} =

=Y PlweQ: X(w) =z AY(w) =y} = > plaiy))

i analogno

p(y;) = Zp(wi,yj),

to marginalne zakone raspodele za X i Y dobijamo sa
‘/I;l :I;2 PR xn PRI
X
( p(z1) plx2) - plen) - )
Y : < yl y2 e yk PRI )
p(y1) ply2) - plyk) -+

p(z:) =Y plwi,y;), | |py;) = Zp(ﬂﬁi,yj)-

J

gde je

Verovatnoce p(z;) i p(y;) nazivamo marginalnim verovatnocéama.

Funkcija raspodele diskretne dvodimenzionalne slu¢ajne promenljive se do-
bija iz zakona raspodele na sledeé¢i nacin

Foy(my)= > > plwiy).

@ <w Jiy; <y

Primer 3.2.a. Tri puta bacamo novci¢. Neka je X slucajna promenljiva ¢ija
je vrednost jednaka broju palih pisama, a Y je slucajna promenljiva koja je
jednaka broju promena (pismo je palo iza glave ili obrnuto). Nadi zajednicki
zakon raspodele i marginalne zakone raspodele.

Resenje. Ispod svakog elementarnog dogadaja skupa €2 je upisana njegova
slika,

{ ppp, ppg, pgp, gpp, Dpgg, gpg, ggp, 88y |}
i X3 e S ! N ! !
3,0 21 (22 21 L1 (L2) (1L1) (0,0)
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x| o 1 2 3
0 |1/8 0 0 1/8[2/8
1 0 2/8 2/8 0 |4/8
2 0 1/8 1/8 0 |2/8
1/8 3/8 3/8 1/8

3.2.1 Uslovne raspodele sluc¢ajne promenljive diskretnog
tipa

Neka je (X,Y) dvodimenzionalna slu¢ajna promenljiva i neka je poznata
njena zajednicka raspodela. Pretpostavimo da je poznata neka informacija o
ponasanju jedne od sluéajnih promenljivih (X ili Y). Postavlja se pitanje da li
i na koji nacin ta informacija uti¢e na raspodelu druge slu¢ajne promenljive.

Primer 3.2.b. Pretpostavimo da su X i Y zadate kao u primeru 3.2.a. i da
imamo informaciju da je sva tri puta pao isti znak (tj. da je X ili 3 ili 0). Ako
posle te informacije treba izrac¢unati P(Y = 1) (da je bila jedna promena), ocito
da ¢e verovatnoca biti 0. O

Neka je S podskup od R i neka je
PlweQ: X(w) e St#0.
Tada
Fyixes(y) = Plwe Q: V() <y[X(w) € 5} =
=P <ylXeSs)

nazivamo uslovnom funkcijom raspodele za Y ako je X € S. Verovatnoéu
P(Y < y|X € S) nalazimo primenom pravila za izra¢unavanje uslovne verovat-
noce (odeljak 1.4)

Fy|xes(y) = P(YP(S;’EXS)E S), P(X €S)#0.

Neka je dvodimenzionalna slucajna promenljiva (X, Y) diskretnog tipa i neka
je poznat njen zakon raspodele p(z;,y;), i,j = 1,2,... . Uslovni zakon ra-
spodele slucajne promenljive X ako je Y = y; odreden je uslovnim verovat-
noc¢ama

p(zily;)) = P{lweQ: X(w) =z|Y(w) =y;} =
P(X = X Y =vy; i Yg
“P(X =Y = gy) = DAY = w) _ planyy)
PY =y;) p(y;)
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Za svako fiksirano y; dobijamo novi uslovni zakon raspodele

xr1 T2 e
XY =y;:
Y=y (mmm>p@mm m>

i analogno za svako fiksirano x; imamo novi uslovni zakon raspodele

yl y2 “ e
YX:{EZ‘: .
| (mmm>me>~-)

Ako je (X,Y) dvodimenzionalna slu¢ajna promenljiva diskretnog tipa, videli
smo iz dosadasnjeg izlaganja, da postoji tri vrste zakona raspodele vezane za
ovaj tip promenljive

- zajednicki zakon raspodele — verovatnoce p(x;,y;)

- marginalni zakoni raspodele — verovatnoce p(x;), p(y;)

- uslovni zakoni raspodele — verovatnoce p(z;|y;), p(y;le:).

Veza izmedu ovih verovatnéa je data jednakostima

p(xi,y;)

P(Uﬁia yj)
p(y;) '

) p(y]|$l) = p(xz)

p(xily;) =

Videli smo (odeljak 3.2) da marginalne zakone raspodele mozemo direktno
izracunati iz zajednickog zakona ali obrnuto ne vazi. Naime, ako su poznati
marginalni, moramo poznavati i uslovne zakone raspodele da bismo mogli naéi
zajednicki zakon raspodele, tj.

| p(wiy5) = p(@ily,)p(y;) = plysle)p(a:). |

Primer 3.2.c. Vratimo se na primer 3.2.a. Nadéi uslovne zakone raspodele za
X ako znamo da je slu¢ajna promenljiva Y

1. jednaka O (sva tri puta je pao isti znak - bilo je 0 promena),

2. jednaka 0 ili 1 (bilo je 0 ili 1 promena).
Resenge.

1. p(zolyo) = (1/8)/(2/8) = 1/2,

p(z1|yo) = p(z2|yo) = 0,

p(x3lyo) = 1/2,

te je zakon raspodele za X ako je Y =0
2
0

1
X|Y0.( 0

= O

= Qo
N————
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2. P(Y =0iliY = 1) = P(Y € {0,1}) =

)

6
8

(e R N}
QO | ~

P(X =0y € {0,1}) = PU; (=Y0,€Y{ Oe 1{% 1) _

_ p(zo,y0) + p(wo,y1) %*0 1

p(Ye{o,1}) & @

P(X = 1]y € {0,1}) = P();(Zylg{(i 1{}0) b _ %

P(X =2y € {0,1}) = P();(:YQ’GY{S 1{}0) ) _ %

P(X =3V € {0,1}) = P();(:Y?”Gy{(i 1{% ) _ %

Zakon raspodele za X ako je Y € {0,1} ima oblik

X|Y € {0,1} : ( 0
6

= W
N~

o =
I N

3.2.2. Nezavisnost slucajnih promenljivih diskret nog tipa

U odeljku 1.6. uveli smo pojam nezavisnih dogadaja. Nezavisnost o kojoj
govorimo u ovom odeljku predstavlja prirodno prosirenje ovog pojma na slucaj-
ne promenljive.

Neka je (X,Y) dvodimenzionalna slucajna promenljiva i neka su F, ., F',
FY redom zajednicka i marginalne funkcije raspodele. Kazemo da su X i Y
nezavisne slucajne promenljive ako za svako z,y € R

Foy(@y) = F (2)F, (y).

Teorema 3.2.a. Neka su X i Y slucajne promenljive diskretnog tipa. One
su nezavisne ako i samo ako je

p(xi,y;) = p(zi)p(y;) za sve i,j=1,2,...

Dokaz. Ako su X 1Y nezavisne, onda je F _(z,y) = F, (2)F (y), odakle
dobijamo
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p(xi,y;)) =PX=u2,,Y=y;)=Plric1 < X <z, yj-1 <Y <y;) =
=F (i) — Fyy (Tiyj-1)—
—Foy(@im1,y) + Fyy (Tio1,y5-1) =
= F (2:)F, (y;) — Fy(x:)F, (y;-1)—
—F (i) Fy (y;) + Fy(@io1) Fy (y-1) =
= (Fy (i) = F(2i-1))(F (y;) — Fy (y5-1)) =
=P(zi1 < X <z;) Plyj—1 <Y <y;) =

= P(X = ;) P(Y = y;) = p(x:) p(y;)-

Obrnuto, ako pretpostavimo da je p(z;,y;) = p(z;)p(y;), tada

Foy(my) = D > play)= Y, pl@) Y ply)=

tw; <z Jry; <y iz <z Jy; <y

Sto je i trebalo dokazati. |

Kao poslednje u ovom odeljku razmotri¢éemo kako se nezavisnost slucajnih
promenljivih odrazava na uslovne raspodele.

Ako je (X,Y) dvodimenzionalna slucajna promenljiva diskretnog tipa takva
da su X i Y nezavisne, tada su uslovne raspodele jednake marginalnim, t;j.

p(wily;) = p(xs) 1 plysles) = ply;).]

3.2.3. Transformacija dvodimenzionalne slu¢ajne promen-
ljive diskretnog tipa

Ako je (X,Y) dvodimenzionalna sluc¢ajna promenljiva diskretnog tipa, raz-
motri¢emo najjednostavniji sluc¢aj kada uredeni par (X,Y) transformisemo u
jednu slu¢ajnu promenljivu. U tom slucaju funkcija g preslikava R? u R, tj.
g(z,y) =z ili g(X,Y) = Z.

Neka je skup vrednosti R, = {(21,91), (¥1,92),...} sa odgovaraju¢im
verovatno¢ama p(z;,y;), 4,4 = 1,2,... . Ako primenimo transformaciju g :
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R? — R, dobi¢emo novu sluéajnu promenljivu Z diskretnog tipa. Sa RZ 0z-
nac¢avamo skup vrednosti {z1, 22, ...} sluéajne promenljive Z, a odgovarajuce
verovatnoce p(z;), ¢ = 1,2, ... dobijamo kao zbir verovatnoda p(z, ym), gde su
(zk, ym) oni parovi koji se funkcijom ¢ preslikavaju u z;, tj.

)= > Pk ym)

k,m
g(zg,ym)=z2;

Primer 3.2.d. Neka su X i Y nezavisne sluc¢ajne promenljive i neka obe imaju
Poasonovu raspodelu P(A). Naéi raspodelu slucajne promenljive Z = X + Y.

Resenje. Kako je skup vrednosti Rxy = {(n,k) : n,k € NU{0}}, ocito da
je Rz ={0,1,2,...}. Dalje imamo

AN AT o

P(fﬂi,yj)zﬁe_ ﬁe _Tj!e , 14,7=0,1,2,...
plzx) =P(Z=k)=P(X+Y =k)=
k k
= ZP(X =1,Y =k —2) = Zp(xi,ykii) =
=0 i=0
k )\i+k—i k! )\ke—2>\ k k (2)\)k
6—2)\; — 1i1k—’i — e—QA
— l(k —1)! k! k! < i k! ’
=0 =0
§to znaci da Z ima P(2A) raspodelu. |

3.3. n-dimenzionalna sluc¢ajna promenljiva diskret-

nog tipa
Neka su X7, Xo,..., X, slucajne promenljive definisane na istom pros-
toru verovatnoca (Q, F, P). Tada uredenu n-torku (Xi, Xs,...,X,) nazivamo

n-dimenzionalnom sluc¢ajnom promenljivom. Njoj odgovara funkcija ra-
spodele F : R™ — [0, 1] definisana sa

Xﬂ(l‘l,l‘g,...,xn)z
=Plwe: X1w) <z A Xo(w) <z Ao A Xp(w) <zp} =

ZP(Xl S]}l,XQ ng,...,Xngxn).

Sluc¢ajne promenljive X7, X5, ..., X, su nezavisne ako i samo ako je

FX17X2,...,X,,L (Il,.TQ, e 71’71) = FXI(.’El)FXZ ($2) s FXn (l’n).
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Za matematicku statistiku je posebno interesantan problem transformacije
n-dimenzionalne slu¢ajne promenljive. U narednom primeru pokaza¢emo kako

se moze naéi raspodela slu¢ajne promenljive Z = g(X1, Xs, ..., X,,), gde funkci-
ja g preslikava R™ u R a X, X5,..., X, su nezavisne slu¢ajne promenljive.
Primer 3.3.a. Neka su X, Xs,...,X,, nezavisne slucajne promenljive sa

Bernulijevom raspodelom sa parametrom p, 0 < p < 1 (odeljak 2.4). Pokazati
da sluéajna promenljiva Y = X1+ X5+ - -+ X, ima binomnu raspodelu B(n, p).

Resenje. Zakon raspodele za X;, i = 1,2,...,n, ima oblik

0 1
Xii y =1-n.
(0 ,) a=1-s

Sluc¢ajna promenljiva Y = X1 + X5+ -+ -4+ X,,, moze dobiti vrednost 0,1,2, ...,
n. Kako je Y = k uvek kad u zbiru od n sabiraka ima k jedinica i n—k nula, a k
jedinica mogu biti rasporedene na n mesta na (Z) razli¢itih nacina, verovatnoca

P(Y = k) je jednaka (})pFq™~F, tj.

3.4. Brojne karakteristike slu¢ajne promenljive dis-
kretnog tipa

Sve informacije o slu¢ajnoj promenljivoj X su sadrzane u njenoj funkciji
raspodele F'_, medutim Cesto nisu potrebni svi podaci koje poseduje FX, nego
samo neke karakteristike vezane za slu¢ajnu promenljivu. U ovom poglavlju se
bavimo brojnim karakteristikama, tj. brojnim vrednostima koje reprezentuju
neke osobine sluc¢ajne promenljive.

Sto se ti¢e jedne slucajne promenljive, najéesée koristimo dve grupe brojnih
karakteristika

e one koje karakteriSu centar grupisanja vrednosti slucajne promenljive i

e one koje karakterisu stepen rasturanja sluc¢ajne promenljive u odnosu na
njen centar.

U prvu grupu spadaju matematicko ocekivanje, medijana, modus, momenti
reda k, a u drugu grupu spadaju disperzija (varijansa), standardna devijacija,
centralni momenti reda k.

Za dvodimenzionalnu slu¢ajnu promenljivu najvaznija je ona grupa brojnih
karakteristika koje pruzaju informacije o njihovoj medusobnoj zavisnosti. Tu
spada kovarijansa, koeficijent korelacije, meSoviti momenti.
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Najinteresantnija tema u ovom poglavlju je teorija uslovnog matematickog
ocekivanja. Da bi se ona matematicki korektno predstavila, potrebna je vrlo
suptilna aparatura funkcionalne analize i teorije mere, $to izlazi iz okvira ovoga
kursa. Zbog znacaja koji u teoriji verovatnoc¢e ima uslovno matematicko oceki-
vanje, u poslednjem odeljku ovog poglavlja bi¢e navedene osnovne definicije i
najvaznije osobine bez insistiranja na matematickoj striktnosti.

3.4.1. Matematicko ocekivanje, medijana, modus slucajne
promenljive diskretnog tipa

U ovom odeljku pozabavi¢emo se brojnim karakteristikama vezanim za cen-
tar raspodele.

I T2
p(z1)  ple2)
diskretnog tipa. Matematicko oéekivanje E(X) slucajne promenljive diskret-
nog tipa X je broj definisan na sledeéi nacin :

E(X) = sz‘p(ﬂ%)7

Neka je X : ( a ) zakonom raspodele slu¢ajne promenljive

pod uslovom da odgovarajuéi red apsolutno konvergira. Umesto naziva matematicko
ocekivanje cesto ¢emo koristiti skraceni naziv ocekivanje ili o¢ekivana vrednost.

Osobine matematickog ocekivanja

1. Ako je X = ¢, gde je ¢ konstanta, tada je m

2. Ako je slucajna promenljiva Y dobijena transformacijom g(X) sluc¢ajne
promenljive X, tada je

B(Y) = B(9(X)) = 3 g(a)p(a:).

3. Ako je slucajna promenljiva Z dobijena transformacijom ¢ : R* — R
sluéajnih promenljivih X i Y, tj. Z = ¢(X,Y), tada

E(Z)=E(g9(X,Y)) = Z Zg(xi,yj)p(xi,yj),

4. ’ EX+Y)=EX)+EY) ‘ za sve slucajne promenljive X i Y.

5. ’Ako su X 1Y nezavisne tada je E(XY) = E(X)E(Y). ‘

Ukoliko je E(XY) = E(X)E(Y), kazemo da su slu¢ajne promenljive X i
Y nekorelirane.
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6. ’E(CX) = cE(X), | gde je ¢ konstanta.

7. B(X — E(X)) = 0.
8. Akojea < X < b, tada je a < E(X) <b.
9. Ako je X > 0, tada je E(X) > 0.

Navodimo dokaze nekih od osobina.

1. Ako je X = ¢, to znaci da je P{w € Q: X (w) = c} =1 te je
EX)=cP(X=¢)=c-1=c .

4. Iz 3. sledi da je

E(X+Y) = ZZ(%-ij)p(wuyj) => Zp(%yj)-&-z Y; ZP(%’aIUj) =

( J

Z zip(ei) + Z y;p(y;) = E(X) + E(Y).

E(cX) = chip(xi) = chip(xi) = cF(X).

Matematicko ocekivanje je najznacajnija brojna karakteristika vezana za
centar raspodele slucajne promenljive. Postoje i druge brojne karakteristike
koje opisuju centar raspodele a najcesée je u upotrebi

- medijana: medijana slucajne promenljive X je broj m. takav da je

P(X <m.)=P(X >m,.).

- modus: ako je X diskretnog tipa, modus m, je ona vrednost za koju je
verovatnoca najveda, tj. p(my) > p(a;), i =1,2,...,2; # mg.

3.4.2. Disperzija sluéajne promenljive diskretnog tipa

Disperzija je brojna karakteristika vezana za rasturanje ili rasejavanje slucaj-
ne promenljive. U literaturi se ¢esto koristi naziv varijansa. Disperzija D(X)
slucajne promenljive X definisana je sa

D(X) = B ((X - B(X))*).
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Cesto se za nalazenje disperzije koristi izraz

| D(X) = E(X?) - E*(X),

gde je E(X?) = >, 2?p(z;) na osnovu osobine 2. matematickog ocekivanja.
Zaista,

D(X)=E((X - E(X))?) =E((X?-2B(X)X + E*(X)) =

= BE(X?) - 2B(X)E(X) + E*(X) = B(X?) - E*(X).

Osobine disperzije:

1. ’D(X) = 0 ako i samo ako je X =const. ‘

2. [D(X) > 0.

3. | D(cX) = *D(X)

,[D(X +¢) = D(X).]

4. Ako su X 1Y nekorelirane, tada je

| D(X +Y) = D(X) + D(Y).]

Dokaz.

1. D(c) = E[(c — E(c))?] = E(0) = 0. Ako je D(X) = 0, na osnovu osobine
9. za matematicko otekivanje, (X — E(X)) =0, te je X = E(X) = conct.

2. Kako je (X — E(X))? > 0 to je, na osnovu osobine 8. matematickog
oc¢ekivanja, D(X) = F ((X — E(X))2) > 0.

3. D(cX) = E ((cX — E(cX))?) = E ((cX — cE(X)))?) =
= B((e(X - B(X))?) = 2 (X - E(X))?) = D(X).

4. Ako su X 1Y nekorelirane, onda je E(XY) = E(X)E(Y). Dalje imamo

D(X+Y) = E (X+Y -EX+Y))?)
E((X = B(X))+ (Y - E(Y)))?)
D(X) + ( ) +2E (X — E(X))(Y — E(Y)))
D(X)+D(Y)+2E(XY) —2E(X)E(Y)
D(X) + D(Y).
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Koren iz disperzije 0(X) = 1/ D(X) je standardna devijacija ili standard-
no odstupanje.

Standardizovana (normalizovana) slu¢ajna promenljiva X* se dobija iz
slucajne promenljive X transformacijom

Vazne osobine standardizovane sluc¢ajne promenljive su da je

|B(X*)=0, D(X*)=1]

Zaista,
o X-E(X)\ 1 B B
E(X") = E( DX > = D(X)E(X E(X)) =0,

3.4.3. Momenti slucajne promenljive diskretnog tipa

Definisa¢emo dve vrste momenata, obi¢ne i centralne momente.

I T2
p(z1)  ple2)
diskretnog tipa. Obican moment reda k ili krac¢e moment reda k slucajne
promenljive X je matematicko ocekivanje od X%, k € N, tj.

Neka je X : ( a ) zakonom raspodele slu¢ajne promenljive

mi = E(X*) = fop(xq;),

Moment reda 1 je matematicko ocekivanje.

Centralni moment reda k slucajne promenljive X je matematicko oceki-
vanje od (X — E(X))*, k € N, tj.

sk=E ((X — B(X))¥).

Disperzija je centralni moment reda 2.
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3.4.4. Matematicko ocekivanje i disperzija nekih slucajnih
promenljivih diskretnog tipa

1. Bernulijeva raspodela. X : < 2 ]19 ) ,0<p<l,qg=1-—p.

E(X)=0-¢g+1-p=p, D(X)=E(X?) - E*X)=
=0%-q+ 1% p—p* =pg.
2. Binomna raspodela. B(n,p), n€ N, 0 <p< 1.

Akosu X7, Xo, ..., X, nezavisne slucajne promenljive sa Bernulijevom raspode-
lom, tada X = X; + Xo + -+ + X,, ima binomnu raspodelu B(n, p) (pogledati
primer 3.3.a). Tada

E(X)=E(X1 4+ Xa 4+ X)) = B(Xy) + E(X3) + -+ + BE(X,,) = np,
D(X) = D(X1 4 Xo+ -+ X,) = D(X1) + D(X3) + - + D(X,,) = npq.

3. Poasonova raspodela. P(\), A > 0.

o i OO P
— ; -2 _ -\ _ —A N
E(X)—Eozﬁe = de El(i_l)!—)\e et = A

D(X)=E(X? - E*(X) = ig%;e—x — A2 =
=0
:;(i—l—l—l)(i _Zl)!e*A—AQZ
B ) > A2 0 A1 )
= ;2(2'—2)1 > o) N T

3.4.5. Brojne karakteristike dvodimenzionalne slu ¢ajne pro-
menljive diskretnog tipa

Pored brojnih karakteristika koje blize odreduju centar i rasturanje dvo-
dimenzionalne slucajne promenljive imamo i one koje opisuju zavisnost medu
komponentama dvodimenzionalne slu¢ajne promenljive.

Neka je (X,Y) dvodimenzionalna slu¢ajna promenljiva diskretnog tipa ¢iji
je skup vrednosti R = {(z1,91), (¥1,92), ..., (z2,%1),...} C R? sa odgovara-
juéim verovatno¢ama p(x;,y;) = P(X = 2;,Y =y;),1=1,2,..., j=1,2,....
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Centar dvodimenzionalne slu¢ajne promenljive (X,Y") najcesée karakterise-
mo matematic¢kim oc¢ekivanjem E(X,Y) = (E(X),E(Y)) gde su E(X) i
E(Y) matematicka ocekivanja slu¢ajnih promenljivih X i Y. Disperzija za
(X,Y) je ureden par (D(X),D(Y)) gde su D(X) i D(Y) disperzije slucajnih
promenljivih X i Y.

Mesoviti momenti my, za (X,Y) su definisani sa

min = B(XFY™) =3 "oy p(ai, y)),
j

Brojne karakteristike koje opisuju zavisnost izmedu X i Y su kovarijansa i
koeficijent korelacije.
Kovarijansa sluc¢ajne promenljive (X,Y) je
cov(X,Y)=FE[(X - EX))(Y —EY))]=EXY)-EX)E(®Y).

Koeficijent korelacije Py sluéajne promenljive (X,Y") jednak je kovari-
jansi standardizovanih sluc¢ajnih promenljivih X* i Y*, tj.

)

X-EB(X) Y- E(Y)> _ E(XY) - E(X)E(Y)
VD(X) /DY) D(X)D(Y)

_ E(XY) - E(X)E(Y)

Pxy D(X)D(Y)

Osobine koeficijenta korelacije

1. | Ako su X i Y nezavisne, onda Pyy =01

3. |pXY|zlakoisamoakoY:aX+b,a,beR,a;éO .
Dokaz.

1. Ako su X i Y nezavisne, tada je E(XY) = E(X)E(Y), te je p,, =
0. Ukoliko je Py =0 X 1Y su nekorelirane slucajne promenljive.
Nekoreliranost je ”slabiji” uslov od nezavisnosti.
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2. Iz dokaza osobine 4, odeljak 4.2, vidimo da je
DX+Y) =DX)+DY)£2(E(XY)-EX)E(Y)) =
=D(X)+ DY) £ 2cov(X,Y).
Dalje imamo
DX*+Y")=1+1+ 20y = 2(1+ pXY).

Znamo da je D(X* £ Y*) > 0 (osobina 2, odeljka 4.2), te je i
2(1+ pXY) >0, sto znacida je -1 <p, . <1

3. Ako je Y = aX + b, tada je

Y - E(Y X —aF(X) —
Y* = (Y) _ aX +b—aBE(X) bziX*Z(Sgna)X*.

T /DY) | Jebx) M

U slucaju kad je a > 0, imamo da je

D(X*—Y*)=D(X* = X*)=0=2(1-p, ),

$to znaci da je Pyy = 1. Ako je a < 0, analogno dobijamo da je Pyy = —1L.

Obrnuto, ako pretpostavimo da je Pyy =1 tada je 1 — =01

Pxy
0=2(1- pXY) =D(X*-Y").
Koristeéi osobinu 1, odeljak 4.2, zaklju¢ujemo da je X* — Y™ = const, tj.

X -EBE(X) Y-E()
D(X) D(Y)

= const.

Ocito da iz poslednje jednakosti lako dobijamo Y = aX + b.

U slucaju da je Pyy = —1, analogno se dokazuje isti rezultat. a

3.4.6. Uslovno matematicko ocekivanje i regresija slucajne
promenljive diskretnog tipa

U odeljku 3.5. i 3.6. videli smo na koji na¢in informacija o jednoj od sluc¢aj-
nih promenljivih u paru (X,Y’) utice na raspodelu druge slu¢ajne promenljive.
Ta veza je najvise uocljiva na uslovnim raspodelama. Za svaku od uslovnih
raspodela mozemo definisati matematicko ocekivanje i to nazivamo uslovnim
matematickim ocekivanjem. Neka je (X,Y) dvodimenzionalna slu¢ajna pro-

menljiva diskretnog tipa ¢iji je skup vrednosti

RXY = {(37171/1)> (331>y2)7 R (x2ay1)7' . } C R2
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sa odgovarajuéim verovatnoéama p(z;,y;) = P(X = z;,Y =y;), i =1,2,...,
j=1,2,... . Uslovno matematicko ocekivanje za X ako je Y = y; defini-
sano sa

E(X|Y:yj szp leyj szp mzayj

Skup tacaka (E(X|Y = yj),yj) nazivamo regresijom sluc¢ajne promenljive X
po slu¢ajnoj promenljivoj Y ili krace regresijom X po Y. Uslucajudasu X iY
nezavisne slucajne promenljive, tada je p(z;ly;) = p(z;), te je
E(X|Y = y;) = E(X). Skup tacaka koje ¢ine regresiju X po Y u tom slu-
¢aju je na istom odstojanju od y-ose u pravouglom koordinatnom sistemu.

Analogno definisemo uslovno matematicko ocekivanje za Y ako je X = x;

BOYVIX =) = Y uiplule) =~ 3wyl s)

Kako je za svaku vrednost z;,i = 1,2,..., definisano uslovno ocekivanje
E(Y|X = x;), paru slucajnih promenljivih (X,Y) odgovara nova slu¢ajna pro-
menljiva E(Y|X) ¢iji je skup vrednosti {E(Y|X = z;),i = 1,2,...}, a odgo-
varajuce verovatnoce su p(z;), tj.

E(Y|X): ( EY|X =z) E(Y[X =) >

p(x1) p(r2)

Matematicko ocekivanje tako definisane slu¢ajne promenljive ima osobinu
E(E(Y|X)) = E(Y). Zaista,

E(Y|X)) ZEY|X_x p(z;) =

B Z (jﬂl) Zyjp(mi’yj) p(xi) = Zyj Zp(xi,yj) —

= Zyjp(yj) =E(Y),

naravno, uz pretpostavku da sva navedena ocekivanja (obi¢na i uslovna) postoje.

Primer 3.4.a. Nadi regresiju X po Y ako je (X,Y’) dvodimenzionalna slu¢ajna
promenljiva iz primera 3.2.a. i 3.2.c.

Resenge.
EX|Y =0) = g, EXlY=1)=1-

BE(X[Y =2)="2
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Regresija X po Y je skup tacaka (3/2,0), (3/2,1), (3/2,2). U ovom primeru
imamo da je E(X|Y = y;) = E(X), j = 1,2,3, iako X i Y nisu nezavisne
slucajne promenljive. O

Neka su X i Y dve sluc¢ajne promenljive, D(X) € R, i neka je g : R — R.
Tada izraz E(X — ¢g(Y))? ima minimalnu vrednost za g(Y) = E(X|Y). Grubo
govoredi, to znaci da ako slu¢ajnu promenljivu X treba aproksimirati nekom
transformacijom slu¢ajne promenljive Y, tada najmanju gresku pravimo ako
je aproksimiramo uslovnim oéekivanjem F(X|Y). Na ovoj osobini se baziraju
mnoge metode veoma Siroko primenjene regresione analize.

Slucajne promenljive su linearno korelirane ako su njihove regresije lin-
earne funkcije (tj. prave). Jednacine regresionih pravih su

dy
y:my—i—pXYd (x—m,),
p'e

gdeje m . =FEX), m,=EY), d,=+DX), d,=+DY)

X X 7apXY

je koeficijent korelacije za X i Y.



60

Glava 3. Slucajne promenljive diskretnog tipa




Glava 4

Slucajna promenljiva
neprekidnog tipa

Radi ilustracije problema kojim se bavimo u ovom poglavlju, razmotramo
slede¢i primer. Pri koriS¢enju sijalice, duzina njene upotrebe je slucajna veli¢ina.
Ona moze biti bilo koja realna vrednost izmedu 0 i, recimo, 1000 sati. Kako
u intervalu [0,1000] ima kontinuum mnogo tac¢aka, ne postoji na¢in da defi-
nisemo verovatnoc¢u za svaku od pojedina¢nih vrednosti, kao $to smo mogli
u sluc¢aju diskretne slucajne promenljive. Takode, na osnovu intuicije znamo
da je verovatnoc¢a da Ce sijalica pregoreti bas u tatno odredenom momentu
x € [0,1000] jednaka nuli, dok je verovatnoéa da ¢e pregoreti u nekom intervalu
[a,b] C [0,1000] razlicita od nule i zavisi od duzine i polozaja intervala [a,b].
Ocigledno da matematicki model koji opisuje ovaj slu¢aj mora biti drugaciji od
modela koji odgovara promenljivoj diskretnog tipa.

4.1. Slucajna promenljiva neprekidnog tipa

U ovom poglaqgvlju razmatramo slu¢ajnu promenljivu ¢iji skup vrednosti
»,popunjava” neki interval ili celu pravu. Osnovna karakteristika takve slucajne
promenljive je da za nju postoji odgovarajuca funkcija Oyt R — R takva da je
za svaki podskup realnih brojeva S, S € B(R),

P(XeS) = /SQDX(:E)dx.

Najjednostavniji nac¢in uvodenja te nove funkcije ¢ P koja omogucava da po-
mocu integrala nalazimo verovatnoce vezane za ovaj tip slu¢ajne promenljive X,
je preko funkcije raspodele Fx.
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Slucajna promenljiva X je neprekidnog tipa (X je neprekidna sluéajna
promenljiva) ako postoji funkcija Oyt R — R" takva da je

T
F (x) = / ¢ (t)dt zasvako z € R,

— 00

gde je F. funkcija raspodele sluc¢ajne promenljive X.

Funkciju ¢ hazivamo gustinom raspodele verovatnocéa slucajne pro-
menljive X ili kraée gustinom za X. Ako se spominje viSe sluc¢ajnih promen-
liivih X,Y, ..., njihove gustine obelezavamo sa PorPyreee - Ako je jasno o
kojoj promenljivoj se radi, ili ako navodimo neke opste osobine, funkciju gustine
obelezavamo bez indeksa, sa .

Osobine gustine

Lowy(r) = Fx(2)
u svim tackama x € R u kojima je Oy neprekidna.

2. /ch(a:)dx:FX(oo):l.

3. PX=a)=limPla—h< X <a)=
h—0

=1i dr =0 R.
hlirbalfhcpx(x) r=0, zasvea€

b
4. Pla< X <b)= /@X(x)dx, za sve a,b € RU {—o00, c0}.

a

5. goX(m) >0, zasvexe€R.

Na osnovu osobina 3 i 4 vidimo da je

P(angb)=P(a<X§b):P(a§X<b):/b<pX(x)d:c.

a

Takode se lako moze zakljuciti da

je za svako S C R, gde je S unija ©
intervala, S
P(X€S) = / o (2)do. _ P(X€S5)
s
S
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4.1.1. Neki primeri slucajne promenljive
neprekidnog tipa

Uniformna raspodela U(a,b)

Uniformna raspodela ima dva parametra a,b € R, a < b. Gustina ove raspo-

dele je
P(x
) b (@
p(r) = { b—a’ ’
0, r & (a,b
a b x
Odgovarajuéa funkcija raspodele je
F(z)
0, r<a 1
F(z) = z:s, a<z<b ‘
1, b<z Ma b =

Normalna (Gausova) raspodela N (m;,¢§)

Normalna raspodela ima dva parametra: m € R i £ > 0. Gustina normalne
raspodele je

1 _GE@-m?
2¢2

T) = e , v E€R,
o(x) N
a funkcija raspodele
Fla)= /w -5
€Tr) = e .
EV2T J oo

Moze se bez preterivanja reé¢i da je ova raspodela najznacajnija raspodela u
teoriji verovatnoée i matematicke statistike. Narocito ¢esto sre¢emo normalnu
raspodelu sa parametrima m = 0 i £ = 1. Kao oznaku funkcije raspodele u tom

slucaju koristimo slovo @,
o 1 z t2d
T)=—— e 2dt.
@=-—=/
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Eksponencijalna raspodela £(a)

Eksponencijalna raspodela ima jedan parametar a > 0.

Gustina je
P()
() = ae” %, x>0 a
PEI=90, z <0’
X
a funkcija raspodele F(Ii
l—e™®, x>0
”@_{0, <0
x

Primer 4.1.a. Neka je T slucajna promenljiva koja predstavlja duzinu rada
uredaja koji radi po sledeéem rezimu: Ako sistem radi u momentu ¢ > 0, onda je
uslovna verovatnoca da ¢e prestati sa radom do momenta ¢ + At jednaka aAt +
o(At), gde je o(At) beskona¢no mala veli¢ina u odnosu na At kad At — 0 (tj.
1. o At) _ , . . . . ..

ima¢0 “x; = 0). Pokaza¢emo da slucajna promenljiva 7" ima eksponencijalnu

&(a) raspodelu.

Resenje. Na osnovu opisa promenljive T' nalazimo uslovne verovatnoce
P(T <t+ At |T >t) =aAt+ o(At),

P(T>t+At|T>1t)=1—aAt +o(At).

Formiramo diferencijalnu jednacinu iz koje nalazimo funkciju raspodele F(t)
Fit+At)=P(T <t+At)=1—-P(T >t+ At) =
=1-PT>t+At|T>t)P(T>t)=
=1—(1—alAt+o(At))(1 - F(t)),

F(t+ At) — F(t) o(At)
At At
Kad At — 0, dobijamo F'(t) = a(l — F(t)). Resavanjem ove diferencijalne
jednacine, uz pocetni uslov F(0) = 0, dobijamo F(t) = 1 — e % ¢ > 0, §to
predstavlja eksponencijalnu raspodelu.

=a(l-F(t)) — (1— F(¢)).
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Vejbulova raspodela V(«, )

Kazemo da neprekidna slu¢ajna promenljiva ima Vejbulovu raspodelu V(a, 3)
sa parametrima « > 0, [ > 0, ako je njena gustina

Q@ a—1,—(5)"
—ax% e VB x>0,
p(x) =4 B~
0, <0
Na slici su nacrtani grafici gustine za razli¢ite vrednosti parametara « i 3.

Funkcija raspodele je data sa

_f1-e®" z<o,
F(w)_{o, z < 0.

Eksponencijalna raspodela je specijalan sluc¢aj Vejbulove raspodele kada je
a=1,(saX=p"1.

Rejlijeva raspodela (pogledati Prilog 2) je specijalan sluc¢aj Vejbulove raspo-
dele kada je a = 2, A2 = 2a2.

Lognormalna raspodela L(u, o)

Kazemo da neprekidna slu¢ajna promenljiva ima lognormalnu raspodelu
L(u,0) sa parametrima u € R, o > 0, ako je njena gustina

__1_ — )2
L o5z (lne—p)” x>0,
2mox

0, x <0.

p(x) =

Na slici su nacrtani grafici gustine za razli¢ite vrednosti parametara p € R,
o> 0.

U narednom odeljku pokazacemo da ako sucajna promenljiva Y ima nor-
malnu N (i, o) raspodelu, tada slucajna promenljiva X = ¢¥ ima lognormalnu
L(u, o) raspodelu. Na osnovu rezultata primera 4.1.d. vrednosti funkcije raspo-
dele F' nalazimo sa

F(CE):P(X<x):P(lnX<lnx):P<Y_N B lmc—u) :(b(lmc—u)’
g o o

gde je @ funkcija A(0, 1) raspodele.

4.1.2. Transformacija slucajne promenljive neprekidnog tipa

Kao sto je opisano u odeljku 3.1.2, ukoliko je g funkciju koja preslikava R
u R a neka je X slucajna promenljiva koja prostor verovatnoca (2, F, P) pres-
likava u R, tada je kompozicija preslikavanja g i X nova slu¢ajna promenljiva
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nad istim prostorom verovatnoca, s tim $to preslikavanje g mora zadovoljavati
uslov da je g71(S) € B(R) za svako S € B(R), gde je B(R) Borelovo polje
(primer 1.2.b). Lako se proverava da, recimo, neprekidno preslikavanje zadovol-
java ovaj uslov.

Ako je poznata raspodela neprekidne sluc¢ajne promenljive X i funkcija g,
moze se naéi raspodela slu¢ajne promenljive Y = g(X). Videcemo kako se ovaj
problem moze jednostavno resiti u nekim specijalnim slucajevima.

1. X je neprekidnog tipa, g je monotono rastuéa neprekidna
funkcija

Ako je g monotono rastuéa funkcija, onda je g~! takode monotono rastuéa
funkcija. Funkciju raspodele slu¢ajne promenljive Y dobijamo na sledeéi nacin

F,(y) =P <y)=Py(X) <y) =

=P (9(X)) <g7'(y) = P(X <g ' (y) = F (g7 ().

Kako je ¢ = F’, gustinu nalazimo na osnovu jednakosti

oy (W) = (F(g7 W) = Filg™ () (97 () =

Primer 4.1.b. Neka X ima eksponencijalnu raspodelu £(a) i neka je
y = g(x) = Inz. Tada je v = g7 (y) = €Y i (¢ (y))’ = e¥. Funkcija raspo-
dele i gustina za Y = 1n X su

F,(y)=F 97 (y) =1~ e, yeR

oy @) =0 (07 ®) - (7 (W) =ae ™" =aev ", y R

2. X je neprekidnog tipa, g je monotono opadajuca
neprekidna funkcija

Ako je g monotono opadajuéa funkcija, tada je ¢! takode monotono opada-
juca funkcija. Sli¢no kao i u prethodnom slucaju

F (y) =P <y)=Py(X)<y)=P(X>g '(y) =

=1-P(X<g'(y)=
=1-PX=9"'(y) - P(X<g '(y) =



4.1. Slucajne promenljive neprekidnog tipa 67

=1-0-F (¢'(y) =1-Flg W),

o) =1 =F (g7 W) =-F (7)) (97" () =

=—o (g7 W) (g (v)-

Kako je ¢g~! monotono opadajuéa funkcija, to je (g7 *(y))’ negativna za sve y iz
domena ¢~ !. Tada poslednju formulu mozemo pisati na sledeéi naéin

1

ey W) =0, (67 ®) (g™ )]
Primer 4.1.c. Neka slu¢ajna promenljiva X ima normalnu raspodelu N(0, 1)

i neka je Y = aX + b. Pokazati da Y ima normalnu A (b, |a|) raspodelu.

Regenje. Kako je linearna funkcija, g(x) = ax + b, monotona (monotono
rastuca ze a > 0, a monotono opadajuca za a < 0), primenom formule

y—2>b
a

oy W) =9 (W) W) 1 gy =

dobijamo
1 _(w=b)?

= e >  yeR.
ey (y) N y

Yy _
Vazi i obrnuto, tj. ako Y ima N (u, o) raspodelu, tada X = £ ima N(0,1)
ag

raspodelu. O

Primer 4.1.d. Neka slucajna promenljiva Y ima normalnu raspodelu
N(u,0) i neka je X = e¥. Pokazati da X ima lognormalnu £(u, o) raspode-
lu.

Resenje. Kako je funkcija x = e¥ monotono rastuca, i kako je izvod inverznog
preslikavanja y = Inx jednak ¢y’ = %, dobijamo

1 6—2(/%2(1711'—”)27 T > 0’
Py (z) = 2nox -
0, z <0,
§to je gustina lognormalne raspodele. O

3. X je neprekidnog tipa, ¢ nije ni monotono opadajucéa, ni
monotono rastuca funkcija

Ako je slucajna promenljiva X neprekidnog tipa a ¢ nije ni monotono opa-
dajuéa, ni monotono rastuca funkcija, tada ne postoji jednostavna formula za
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nalazenje gustine Oy kao $to smo imali u slu¢aju 1 i 2. Obi¢no se do reSen-
ja dolazi nalazenjem funkcije rapodele FY(y) Kako je FY(y) =PY <y =
P(g(X) < y), za svako y € R treba naéi nepoznatu verovatnoéu koristeéi poz-
natu raspodelu za X.

Primer 4.1.e. Neka X ima normalnu raspodelu (0, 1) i neka je y = g(z) = x2.

Naéi gustinu za ¥ = X2,

Resenje.  Kako g(z) = 22 nije monotona funkcija, ne mozemo primeniti
formulu kao u prethodnom primeru. Naci¢emo funkciju raspodele

0, y <0
-y <X < \/Y), y=>0

R =PV <) =P <) = {

_{ 0, y<0
= F i) - Py, 920

0, y <0
oy W) =F (y) =4 p 1 Ay
(] + (] . y=>0
X(f)2\/§ (*[)2\/5
0, y <0
= 1 _y
e 2 y>0

O

Primer 4.1.f. Slu¢ajna promenljiva X ima uniformnu ¢/ (0, 1) raspodelu. Neka
je F funkcija raspodele neprekidna i monotono rastuéa za F(z) € (0,1), z € R.
Pokazati da je Fp-1(x) = F, tj. da je funkcija raspodele Fy slucajne promenljive
Y = F71(X) jednaka funkciji F.

Resenje. Za one x € R za koje je F(x) € (0,1), vazi
Frs () = P(FN(X) < 2) = P(X < F()) = F(a).
Za one x € R za koje je F(x) = 0, vazi
Frpoixy(z) = P(F'(X)<2)=P(X < F(z))=P(X <0)=0= F(z).
Za one z € R za koje je F(x) =1, vazi

Fpix)(2) = P(F(X) <a) = P(X < F(z)) = P(X <1) = 1= F(x).

Ovaj rezultat ima veliku primenu u generisanju realizacija slucajne promenljive
sa zadatom raspodelom F. Za generisanje bilo koje neprekidne slucajne pro-
menljive sa rastu¢om funkcijom raspodele F', dovoljno je generisati uniformnu
slucajnu promenljivu X : 4(0,1) i zatim naéi Y = F~1(X). O
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4.2. Ostale slucajne promenljive

Postoje slucajne promenljive koje nisu ni diskretnog ni neprekidnog tipa.
One su okarakterisane svojom funkcijom raspodele. U ovoj knjizi ne¢emo se
baviti tim tipom slucajnih promenljivih s obzirom da matematicka aparatu-
ra potrebna za to izlazi iz okvira ovog kursa.Navodimo jedan primer slucajne
promenljive koja nije diskretnog tipa jer skup vrednosti prolazi neprekidnim
intervalom (0, %), a nije ni neprekidnog tipa jer se njena funkcija raspodele ne
moze izraziti integralom neke gustine.

Primer 4.2.a. Slucajna promenljiva ¢ija je funkcija raspodele

0, <0
Flz)=q 1+z, 0<z<?
1, %Sx

oc¢ito nije diskretnog tipa. Ako bi bila neprekidnog tipa tada bi njena gustina
bila

1, 0<az<g

0, za ostale x=

o) = ') = {

o

oo 3
2
Kako je / p(x)dx = /dm =3 # 1, funkcija ¢ ne moze biti gustina, $to znaci
—00 0
da odgovarajuca slucajna promenljiva nije neprekidnog tipa. O

4.3. Dvodimenzionalna sluéajna promenljiva
neprekidnog tipa

Neka je (X,Y) dvodimenzionalna slucajna promenljiva sa funkcijom ra-
spodele F . Ako postoji funkcijag, . R? — R" takva da je za sve (z,y) € R?

x y
FXY($7y) :/ dt/ apXY(t,u)du,

kazemo da je (X,Y) neprekidnog tipa ili (X,Y) je neprekidna dvodimen-
zionalna sluéajna promenljiva. Funkciju ¢ vy Dazivamo gustinom raspo-
dele verovatnoéa ili kra¢e gustinom za (X,Y).

Osobine gustine

Lo, (z,y) >0, zasveax,yecR”
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2
) _ PF
CPxy Oxdy

u svim tackama (x,y) € R? u kojima je Cxy neprekidna.

oo oo

3. /dx/@xy(x7y)dy:F(oo,oo):1.
4. P((X,Y) e S) = //@XY(x,y) dzdy, gde je S C R
5

b d
5. Za a <b, c<d,vaZiP(a<X<b,c<Y<d):/ dx/ o(z,y) dy

Ako je (X,Y) neprekidnog tipa, onda ¢ée svaka od slucajnih promenljivih X
i Y biti neprekidnog tipa. Njihove gustine ¢ 1 ¢y, nazivamo marginalnim
gustinama. Nalaze se na sledeé¢i nacin:

(@) = FLL(2) = (Fyy (1, 00)) =

x o) / o)
—(/ dt/ chY(t,y)dy> :/ @y (T y) dy,

§to znaci da je

@X(af)=/0; @ oy (@, 9)dy, wy(y)z/z @y (@, y)dz.

Primer 4.3.a. Neka je (X,Y) dvodimenzionalna slu¢ajna promenljiva nepre-
kidnog tipa sa gustinom

= L 0<a<L0<y< 2w,
SDXY YY) = O7 za ostale (xay)7

(na slici je Srafirana oblast u
R? nad kojom je Py 7 0).
Nac¢i funkciju raspodele Fo. Y= -2z +2
i marginalne gustine.

| T

Resenje. Kako je F,  (z,y) = J[foat Y ¢ vy (t,u)du, funkcija F, e

imati razli¢it analiticki oblik u pojedinim oblastima ravni R?.
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(x.9) (2:9)

(2,9) \

II

11

v

VI

II II1 v

“ (2:9) “ (2,9)

\% VI

za x < 0ili y <0 (IL, III, TV kvadrant)

@ y
Foo(z,y) :/ dt/ 0du = 0.

zal <z <1 0<y< —2z+2 (slika II)

xy /dt/ ldu = xy.

za0 <z <1, —2x+2<y<2 (slika III)

—¥+1 y T —2t+42
F_ (x,y) :/ dt/ 1du—|—/ dt/ ldu =
Xy 0 0 —z41 Jo

y?
=—Z+y—x2+2x—1.

zal <z, 0<y<2 (slikaIV)

—L41
z,y) /du/ 1dt = f*er.

za0 <z <1, 2<y (slika V)
x —2t+2 )
Fo(z,y) :/0 dt/o ldu = —a* + 2z.

za 1l <z, 2 <y (slika VI)

Fo(@y) =1
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Marginalne gustine nalazimo na sledeé¢i nacin:

oy = [ Z o )y =

J 0dy =0, z ¢ (0,1)
- 7%0 —2x+2 oo
Jody+ [ ldy+ [ Ody=2(1-=z), xe€(0,1)
— o 0 —2x+2
o0 ; U ¢(0,2)
oy ) = [ eyl = e

4.3.1. Uslovne raspodele slucajne promenljive neprekidnog
tipa

Neka je (X,Y) dvodimenzionalna slu¢ajna promenljiva neprekidnog tipa i
neka je FXY njena funkcija raspodele. Kao §to smo ranije videli, iz zajednicke ra-
spodele mozemo naci marginalne funkcije raspodele F' 1 Fy, zajednicku gustinu

Oy i marginalne gustine o i Oy

U odeljku 4.3.1 definisali smo uslovnu funkciju raspodele za Y ako znamo
da X € S, gdeje SCR

PY <y,X€S)

Fy xes() P(X € 8)

Poslednji izraz definisan je samo pod uslovom da je P(X € S) # 0. Ako je
S = {z}, z € R (tj. ako imamo informaciju da je X = z, € R), tada, kako
je X neprekidnog tipa, znamo da je P(X = z) = 0. U tom slu¢aju uslovnu
funkciju raspodele za Y, ako je X = x, definisatemo na sledeé¢i nacin

= 1 < _ < )
Fyixo,W) = Im P(Y sylz —h < X <2)

Transformisa¢emo ovaj izraz

x y
dt t.u)d
F ()_HmP(YSy,x—h<X§x)_hm/wh 700SDXY(’U)U
vix=2\Y) = 10 Plx—h< X <ux) © h—0 z
¢ (t)dt
z—h
i kako je
x
/ a(t)dt
lim == = a(a),

h—0 h
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dobijamo

y
©o(x,u)du

F = =
= =T ) oy
ukoliko je ¢ (x) > 0. Funkcija o @) @y (x) > 0, je gustina koja odgo-

vara funkciji raspodele FY|X:$(y), obelezavamo je sa leX:I(y) i nazivamo je
uslovnom gustinom za Y ako je X = x.

Ocigledno da ceo postupak ima smisla ako za tacku = postoji h > 0 takvo
daje o (t) >0zat e (x— h,z]. Utactkama gde ovaj uslov nije zadovoljen, je

Analogno postupamo u slucaju da je poznata vrednost y koju dobija slu¢ajna
promenljiva Y, tj.

F (I):/m Mdt

XY=y oo Py (Y) ’
soxy_ym:*”);z(fy’f), o, (y) > 0.

Primer 4.3.b. Neka dvodimenzionalna slu¢ajna promenljiva (X,Y) bude kao

u primeru 4.3.a. Naéi uslovne gustine Pxly—y i Py x—a
Resenge.

oo (z,y) 2 O<ax<l,

S0X|Y:y(x):7XY( ) =4q 2—y O<y<-—-2x+2
Py\Y 0, za ostale (x,y)

1 0<z<1

Py (T ) - ’
‘PYIX:x(y) = X @ =4 2(1-2) O<y< —2z+2

Px 0, za ostale (z,y)

4.3.2. Nezavisnost slucajnih promenljivih neprekidnog tipa

Neka je (X,Y) dvodimenzionalna slucajna promenljiva i neka su ny, FX,
FY redom zajedniCka i marginalne funkcije raspodele. Kazemo da su X i Y

nezavisne slucajne promenljive ako za svako xz,y € R

Foy(@y) = F (2)F, (y).
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Teorema 4.3.a. Neka su X i Y slucajne promenljive neprekidnog tipa.
One su nezavisne ako i samo ako je

Py (@y) =0 (@)py(y) 20 sve z,y €R.

Dokaz. Ako su X 1Y nezavisne, tada je

gy PEelE) _dF () AR
Pxy Y= Oxdy  dx dy

=F (2)F (y) = o ()¢, (y)-

Obrnuto, ako je ¢ . (z,y) = ¢ (z)p, (v), tada je

@ y
Fo(z,y) :/_Oodt/_oogoxy(t,u)du:

= /_1 dt/j>o o e, (uw)du = /:; wX(t)dt/_: o, (u)du =

O

Kao poslednje u ovom odeljku razmotriéemo kako se nezavisnost sluc¢ajnih
promenljivih odrazava na uslovne raspodele.

Ako je (X,Y) dvodimenzionalna slu¢ajna promenljiva neprekidnog tipa tak-
va da su X i Y nezavisne, tada su uslovne gustine jednake marginalnim, tj.

Pxiyey @ =i (@) 1wy W) =0, ).

Primer 4.3.c. Sluc¢ajne promenljive u primeru 4.3.a. nije nezavisna. Zasto? O

4.3.3. Transformacija dvodimenzionalne slucajne promen-
ljive neprekidnog tipa

Neka je (X,Y) dvodimenzionalna slu¢ajna promenljiva i neka je g : R? — R?
funkcija takva da je g(z,y) = (u,v) za svako z,y € R.
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Funkcija ¢g : (z,y) — (u,v) obi¢no je

zadata preko funkcija Y
w
uw=u(z,y), v=1v(y). XY)—3 @
Kompozicija preslikavanja (X,Y) i g X(w). Y(w)) = (x
koja svakom elementarnom dogadaju w ( ( )’ ( 2) ( ’y)
dodeljuje par brojeva €T
v
9(X (), Y(w)) = (u,v) (U,V)
predstavlja transformaciju dvodimen-
zionalne slucajne promenljive (X,Y)
funkcijom g. g(x,y) = (U’U)
U

Pod odredenim uslovima (ne veoma restriktivnim - recimo, neprekidna funkci-
ja g zadovoljava te uslove) ta kompozicija predstavlja novu dvodimenzionalnu
sluc¢ajnu promenljivu (U, V)

U V)(w) = g(X(w),Y(w)) = (u,v).

Tu transformaciju ¢esto zapisujemo sa (U, V) = g(X,Y) i U = u(X,Y), V =
v(X,Y).

Razmotricemo neke specijalne slucajeve transformacije dvodimenzionalne
slucajne promenljive neprekidnog tipa.

U ovom slucaju razmatramo dve moguénosti

I funkcija g preslikava R? u R?
IT funkcija g preslikava R u R.

I Pretpostavimo da je g : R? — S C R? obostrano jednoznac¢no preslikavanje
i da je zadato svojim komponentama wu i v, tj. g(z,y) = (u(z,y),v(z,y)),
x,y € R. Pretpostavimo dalje da su inverzne funkcije z = z(u,v) 1 y = y(u,v)
neprekidne nad S i da je Jakobijan transformacije

. x
J=|7
Yu Y

!/
v
/
v

razli¢it od 0. Tada je zajednicka gustina dvodimenzionalne slu¢ajne promenljive
(U, V) =g(X,Y) data formulom

QOUV(U,’U) = @Xy(x(u,v),y(u,v))\JL (uav) €S.

Izvodenje ove formule ¢emo izostaviti. U sustini, ono je isto kao izvodenje for-
mule za smenu promenljivih u dvostrukom integralu, $to je radeno na prethod-
nim kursevima.
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Primer 4.3.d. Neka je g funkcija koja preslikava pravougle koordinate u po-
larne, tj. w(z,y) = /22 + 92, v(x,y) = arctg(y/z), z,y € R. Tada je J = u.
Svi ranije navedeni uslovi za transformaciju su g zadovoljeni, te mozemo pri-
meniti formulu za nalazenje gustine za (U,V). Ako je gustina za (X,Y) data
sa

e Y, z>0,y>0
WXY(m’y) - { 0, za ostale (z,y) ’

tada je gustina za (U, V) = g(X,Y)

oty = e, s 0,0 <0< g
A 0, za ostale (u,v)

O

II Ako funkcija g preslikava R* u S C R. tj. ako je g(z,y) = z(x,y) = 2, tada
kao rezultat kompozicije slu¢ajne promenljive (X,Y") i funkcije g dobijamo slu-
¢ajnu promenljivu Z = ¢(X,Y). Ako je (X,Y) neprekidnog tipa, tada funkciju
raspodele FZ slucajne promenljive Z nalazimo na slede¢i nacin

F,(2) = P(Z<2)=P(g(X,Y)<z) =

(z,y)dzdy.

Pxy
{(z,y): 9(z,y)<z}

Problem se moze resiti i na slede¢i nac¢in: Preslikavanje g : R? - R, glz,y) =
. . . L o2 2 7
z(x,y) = z, interpretiramo kao preslikavanje g : R — R*, g(z,y) = (2(x,y),y).
Kao §to vidimo g je dobijeno od g tako Sto je slika pri preslikavanju funkcijom
g formirana kao ureden par (z(z,y),y) gde je prva komponenta slike jedna-
ka g(z,y) = 2, a druga komponenta je ista kao druga komponenta originala.
Jakobijan funkcije g je

T, Ty
Y= Yy

= Cxs oz
J= 101

= |z.|.

Ako je preslikavanje g obostrano jednoznac¢no sa neprekidnim parcijalnim izvodi-
ma, tada transformacija g par slu¢ajnih promenljivih (X,Y") preslikava u par
sluéajnih promenljivih (Z,Y"). Zajednicka gustina za (Z,Y) se nalazi po formuli

@,y (2y) =y (2(2, ), y)|2-].

Kako nama treba gustina za Z, nalazimo je po formuli za izracunavanje marginalne
gustine iz zajednicke gustine

0, (2) = / eyl = / ey ledy
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Primer 4.3.e. Konvolucija (zbir) dve promenljive.

Neka je (X,Y) dvodimenzionalna slu¢ajna promenljiva neprekidnog tipa i
neka je g(z,y) = ¢ + y. Naéi gustinu slu¢ajne promenljive Z = X + Y. Kazemo
da je Z dobijeno konvolucijom X iY.

Resenje. Neka je ¢ - (z,y) zajednicka gustina za (X,Y). Gustinu slucajne
promenljive Z éemo naci na dva nacina.

Y

1. z=a+y

T

o zZ—y
FZ(Z)=// soxy(%y)dxdy:/ dy/ P oy (@) dz.
{(z.y)a+y<z) oo S

Uvodenjem smene x =t — y, dx = dt, dobijamo

(oo} z z oo
FZ(Z)Z/_Oo dy/_oowxy(t—y,y)dt=/_Oo dt/_oowxy(t—y,y)dy
dF

Funkciji raspodele F, odgovara gustina TZ’ tj.
z

dF,(z) oo
v (2)=—1—= /_OO Py (2 = y.y) dy.
2. Gustinu ¢ , NozZemo dobiti uvodenjem funkcije
g:(zy) = (x+yy), z+y==z
Jakobijan za g je 1. Tada je

SOZY(Z7y) = SDXY(Z - y7y)7

¢, (z) = /Oo Py (z =y, y) dy.

— 00

4.4. n-dimenzionalna slu¢ajna promenljiva nepre-
kidnog tipa

Neka su X1, Xo,..., X, slucajne promenljive definisane na istom pros-
toru verovatnoéa (Q, F, P). Tada uredenu n-torku (X7, Xs,...,X,) nazivamo
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n-dimenzionalnom slucajnom promenljivom. Njoj odgovara funkcija ra-
spodele F : R" — [0, 1] definisana sa

FX1,X2,.,47X71 (T1,Z9y...,&p) =

=PlweQ:Xi(w) <z A Xo(w) <22 Ao A Xp(w) <2} =
:P(Xl S.CI}]_,XQSJ,‘Q,...,XHS.'IT”).

Sluc¢ajne promenljive X7, X5, ..., X, su nezavisne ako i samo ako je

X1, X2, .., Ty) = F 1(a:l)F 2(x2)~~-F (Tp)-

FXl,Xz,...,Xn( X X Xn

Za matematicku statistiku je posebno interesantan problem transformacije
n-dimenzionalne slu¢ajne promenljive. U slede¢ih nekoliko primera pokaza¢emo
kako se moze naéi raspodela sluc¢ajne promenljive Z = g(X1, Xs, ..., X,,), gde
funkcija g preslikava R™ uR a X1, X5, ..., X,, su nezavisne slu¢ajne promenljive.

Primer 4.4.a. (Minimum i maksimum uzorka)

Neka su X1, Xo, ..., X, nezavisne slucajne promenljive. Naéi raspodelu slucaj-
nih promenljivih

Y =max{Xy,Xs,..., X,,} 1 V=min{X;,Xo,..., X, }.

Y nazivamo maksimumom a V minimumom uzorka (X7, Xo,..., X,,). Ako
sve X; imaju istu eksponencijalnu raspodelu £(a), naéi gustinu za Y i V.

Resenge.
F (y) =P <y) = Pmax{X1, Xs,..., Xy} <y) =
=P(X:1 <y, Xo<y,....Xpn<y)=
=P(X; <y)P(X2<y)...P(X, <y)=

Ako su X; sa istom raspodelom neprekidnog tipa za sve i = 1,2,...,n, onda je
i Y neprekidnog tipa i njena gustina je

oy (W) =F,(y) = (Fy 1) =nFy W)ey ).
U slucaju da se radi o eksponencijalnoj raspodeli £(a), imamo:
oy (y) = an(l — emWynlemay oy 5 Q.
Na sli¢an naé¢in reSavamo problem u drugom sluc¢aju za V = min{ Xy, Xs,..., X, }.

F,(v) =PV <v) = Pmin{X;,Xs,..., Xp} <v) =
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=1-Pmin{Xy, Xs,..., X} >v) =
=1-PX1>v,Xo>v,...,. X, >v) =
=1-P(Xy >v)P(Xya>v)---P(X, >v) =
=1-(1-PX;<v))(1-PXy<v))---(1—-P(X, <v)) =
— 1 (1= F, (0)(1=Fy () (1= Fy_(v)).
Akosusvi X;,i=1,2,...,n, sa istom raspodelom tada je

F,(v)=1-01-F, (v)",

a ako su neprekidnog tipa onda je

ey (®) =n(l— F )" o, (v).
U slucaju da sve X;, ¢ = 1,2,...,n imaju eksponencijalnu raspodelu tada

¢, (v) =nae™ """, v >0,

tj. V = min{Xy, Xo,...,X,} ima eksponencijalnu raspodelu &(na). ]

Primer 4.4.b. (k-ta statistika poretka)

X1, Xo, -+, X, su nezavisne slucajne promenljive sa istom raspodelom F . Ako
slucajne promenljive X1, Xo,---, X, poredamo u rastué¢i poredak ¥Y; < Yy <
- <Y, sluéajnu promenljivu Yy, & € {1,2,---,n}, nazivamo k-tom statis-

tikom poretka (Y7 je minimum, a Y, je maksimum uzorka). Naéi raspodelu
Fyk. Ako su X1, Xo, -+, X, neprekidnog tipa, nac¢i gustinu Py

Resenje. Yy je manje od y, y € R, ako i samo ako je bar k slu¢ajnih pro-
menljivih iz niza X7, X3, -+, X,, manje od y, te je

n

R0 = POi <) =3 (T)F e - F

i=k
Ukoliko su X1, X, -« -, X,, neprekidnog tipa, znajuéi da je ¢ = F”’, dobijamo
n n n—1 n
oy =F =Y (Z,)ww—lu —F =y (Z> (n —i)pF'(1 — F)n—i=L,
i=k i=k
Uvodimo smenu indeksa ¢ = 7 — 1 u drugu sumu gornje jednakosti

n n

B IS Ly P

i=k i1 M T
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n—1 _ n—
=n<p<k_1>F’“ H1—-F)",

te je

er, ) =} ) F 0 - P el

4.5. Brojne karakteristike sluc¢ajne promenljive nep-
rekidnog tipa

Sli¢éno kao u odeljku 3.4, definiSemo brojne karakteristike slu¢ajne promenljive X
neprekidnog tipa. Neka je X slucajne promenljive neprekidnog tipa sa gustinom
¢ .- Matematicko ocekivanje E(X) slucajne promenljive X je broj definisan
sa

o0

B(X) = [ wp (oo

— 00

pod uslovom da odgovarajuéi integral apsolutno konvergira. Umesto naziva
matematicko ocekivanje ¢esto ¢emo koristiti skraceni naziv oc¢ekivanje ili oceki-
vana vrednost.

Osobine matematickog ocekivanj slucajne promenljive neprekidnog tipa iste
su kao osobine matematickog ocekivanja slucajne promenljive diskretnog tipa s
tim $to u skladu sa definicijom, osobine 2 i 3 glase:

E(g(X)) = / o@)e (@)dr,  E(h(X,Y)) = / / W, ) oo (2, y)dedy.

Matematicko ocekivanje je najznacajnija brojna karakteristika vezana za
centar raspodele slucajne promenljive. Postoje i druge brojne karakteristike
koje opisuju centar raspodele a najcesce je u upotrebi

- medijana: medijana slucajne promenljive X je broj m. takav da je

P(X <m.)=P(X >m,.).

- modus: Ako je X neprekidnog tipa, modus m, je ona vrednost u kojoj
gustina ¢ dostize maksimum (¢, (m,) > ¢, (2),  €R, z#m,).
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Disperzija je brojna karakteristika vezana za rasturanje ili rasejavanje slucaj-
ne promenljive. U literaturi se Gesto koristi naziv varijansa. Disperzija D(X)
slucajne promenljive neprekidnog tipa X definisana je sa

D(X) = E (X - BE(X))?).

Kao i u diskretnom slucaju, ¢esto se za nalazenje disperzije koristi izraz

| D(X) = B(X?) - E*(X). |

o0
gde je E(X?) = / o (x)d.

Koren iz disperzije o(X) = \/D(X) je standardna devijacija ili standard-
no odstupanje.

Standardizovana (normalizovana) slu¢ajna promenljiva X* se dobija iz
slucajne promenljive X transformacijom

*

_ X—E(X)
- VD(X)

Vazne osobine standardizovane slu¢ajne promenljive su da je

|E(X")=0, D(X*)=1]

Momenti (obi¢ni i centralni), kovarijansa, koeficijent korelacije, definisu se
na isti na¢in kao za slucajnu promenljivu diskretnog tipa. Takodje, sve osobine
matematickog ocekivanja, disperzije i ostalih brojnih karakteristika iste su kao
kod slucajne promenljive diskretnog tipa.

Primer 4.5.a. Dvodimenzionalna normalna raspodela.

Kazemo da (X,Y) ima dvodimenzionalnu normalnu raspodelu
N(m17m27€17£27r)7 my € ]Ra ma € Ra fl > 07 52 > 07 LS (71’1)7 ako je

zajednicka gustina data sa

p(z,y) = Ae”,

gde je
1

A= —
271'5152\/ 1-— T2

p___ ! )((x—m1)2 (fﬂ—m1)(fc—m2)+(x_m2)2>.

2(1 — 72 & — §1&2 &

Bez dokaza navodimo neke vazne osobine ove raspodele:
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Marginalne raspodele za X i Y su normalne N (my,&1) i N (mq, &) raspo-
dele respektivno.

Parametri m; i my su ocekivanja za X i Y, a £2 i €3 su disperzije za X i
Y.

Parametar r jednak je koeficijentu korelacije za (X,Y).

Ukoliko je r = 0 (tj. X 1Y su nekorelirane), tada su slu¢ajne promenljive
X 1Y nezavisne. O

4.5.1. Matematicko ocekivanje i disperzija nekih sluc¢ajnih
promenljivih neprekidnog tipa

4. Uniformna raspodela. U(a,b), a,b € R, a < b.

b
E(X):/x ! dx:a+b,

1 bt+a,,
b—adx_( 2 )=

D(X):E(X2)—E2(X):/x2
b —a? b+a, (b—a)
73(b—a)_( > ) =1

5. Eksponencijalna raspodela. £(a), a > 0.

_ 7 1
E(X) = —ardy 5t /t*tdt— r(2) ==
(X) /:me x pe e " (2) .
0 0
o 1
D(X):E(XQ)—EQ(X):/ r2ae ‘”dm—ﬁ—
0
1 11
20 -a=z

6. Normalna raspodela. N (m,&), m e R, € > 0.

Najpre ¢emo nac¢i matematicko ocekivanje i disperziju za sluc¢ajnu promen-
ljivu X* : M(0,1).

1 e
E(X*):E/x(dez:O
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D(X*) = BE(X*)? —0 = —1% / e dp =

7 7 3\ 2 1._/1

-5 4 o=t 2 [ tzetdt = r ) () =1
/ ’ *f/ e (2)#2 (2>
0 0

Sluc¢ajnu promenljivu X mozemo dobiti iz X* transformacijom X = £X* +
m. Pokazali smo u primeru 4.1.c. da X ima N (m, ) raspodelu. Tada je

E(X)=¢E(X*)+m=m,
D(X) = D(EX* +m) = ED(X*) = &2

4.5.2. Uslovno matematicko ocekivanje. Regresija

U odeljku 4.3.1 videli smo na koji nac¢in informacija o jednoj od slucaj-
nih promenljivih u paru (X,Y’) uti¢e na raspodelu druge slu¢ajne promenljive.
Ta veza je najvise uocljiva na uslovnim raspodelama. Za svaku od uslovnih
raspodela mozemo definisati matematicko ocekivanje i to nazivamo uslovnim
matematickim ocekivanjem.

Ako je (X,Y) dvodimenzionalna slu¢ajna promenljiva neprekidnog tipa, tada
uslovno matematicko oc¢ekivanje za X ako je Y = y definiSemo sa

oo 1 oo
EX|Y =y) = / z@X‘Y:y(x)d:v = m/ TP oy (T, y)da.
— 00 v —o0
Funkciju = = r1(y) = E(X|Y = y) nazivamo regresijom X po Y.

Ako su X 1Y nezavisne slucéajne promenljive, tada je @X‘Y:y(x) = goX(:r),
§to znaci da je E(X|Y = y) = E(X). Ocito da je u tom slucaju grafik funkcije
x = r1(y) prava paralelna sa y-osom.

Analogno definisemo uslovno matematicko ocekivanje za Y ako je X = x

EY[X =2) = /Z YPy | x—p W)y = @Xl(x) /Z Y oy (@, y)dy.

Regresija Y po X je funkcija y = ro(z) = E(Y|X = z). Akosu X i Y
nezavisne, onda je E(Y|X =x) = E(Y) i y = ro(x) je paralelna sa z-osom.

Sliénim rezonovanjem kao u diskretnom slucaju, zakljuéujemo da je E(E(Y]X)) =

E(Y), gde je E(Y]X) sluc¢ajna promenljiva jednaka ro(X).

Primer 4.5.a. Nadi regresiju Y po X ako je (X,Y’) dvodimenzionalna slu¢ajna
promenljiva iz primera 4.3.a. i 4.3.b.
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Resenge.

Neka su X i Y dve sluc¢ajne promenljive, D(X) € R, i neka je g : R — R.
Tada izraz E(X — g(Y))? ima minimalnu vrednost za g(Y) = E(X|Y). Grubo
govoredi, to znaci da ako slu¢ajnu promenljivu X treba aproksimirati nekom
transformacijom sluc¢ajne promenljive Y, tada najmanju gresku pravimo ako
je aproksimiramo uslovnim oéekivanjem FE(X|Y). Na ovoj osobini se baziraju
mnoge metode veoma Siroko primenjene regresione analize.

Slucajne promenljive su linearno korelirane ako su njihove regresije lin-
earne funkcije (tj. prave). Jednacine regresionih pravih su

dY
X

gdeje m . =FEX), m,=EY), d,=+DX), d,=+DY)

X X 7apXY

je koeficijent korelacije za X i Y.
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(GGrani¢ne teoreme

Mnogi fundamentalni rezultati teorije verovatnoée formulisani su u vidu
grani¢nih teorema. U ovom poglavlju baviéemo se dvema osnovnim grupama
teorema: zakonima velikih brojeva i centralnim grani¢nim teoremama.

Zakoni velikih brojeva razmatraju razne forme konvergencije niza sluc¢ajnih
promenljivih ka nekoj konstanti i u njima su dati uslovi pod kojima ukupno
dejstvo slucajnih uticaja dovodi do rezultata koji skoro ne zavisi od slucaja.
Tako, recimo, pri velikom broju ponavljanja bacanja kockice za igru ,Ne ljuti se
covece”, pri ¢emu ishod pri svakom bacanju smatramo slu¢ajnom promenljivom,
jedinica pada u priblizno n/6 slucajeva, gde je n broj bacanja. Sto je n vede, to
je verovatnoda da je broj jedinica blizu n/6, veca.

Odeljak 5.2. posveléen je centralnim grani¢nim teoremama. One se bave
problemom konvergencije niza funkcija raspodele ka normalnoj raspodeli, tj.
daju odgovor pod kojim uslovima raspodela standardizovane sume dovoljno ve-
likog broja slu¢ajnih promenljivih tezi A/(0, 1) raspodeli.

Grani¢ne teoreme su nezamenljiv instrument u sferi prakti¢nih primena
verovatnoce. One daju teorijsku podlogu za moguénost ,predskazivanja” rezul-
tata masovnih sluc¢ajnih pojava i nalazenja gresaka takvih statistickih procena.

Pre nego sto predemo na izlaganje grani¢nih teorema, dokaza¢emo nejed-
nakost CebiSeva.

Nejednakost Cebiseva. Ako je X nenegativna sluéajna promenljiva,
X(w) >0, w € Q, za koju postoji E(X?), tada za svako € > 0 vaZi
E(X?)

P(X >¢€) < S

Ova nejednakost se ¢esto javlja u slede¢em obliku

D(X)

P(IX ~ B(X)| 2 ¢) < =

85
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i tada vazi za sve X (X ne mora biti nenegativna slu¢ajna promenljiva). Dokaz.
Ako je X diskretnog tipa, imamo

€2P(X >e€) = €2 Z p(x;) = Z 62p($i) <

9T >€ 1T >€
< Y ap(e)+ Y aiple) = aip(w) = B(X?).
1L € 11, <€ i

Ako je X neprekidnog tipa, tada

EP(X >¢€) = 62/ ¢ (z)dr = / 62<pX(x)dx <
T>€ r>e€

2 2 _
< /xzeac ch(x)dx—i—/ 7 (z)dr =

x<e

= /_00 ac2g0X(x)dx = B(X?).
O

Napomena. Ako uvedemo oznake E(X) = m, D(X) = s? i e = as, nejed-
nakost Cebiseva ima oblik P(|X —m| > as) < 2. To se moze zapisati sa

1
P(m—asﬁXﬁm—i—as)Zl——Q.
o

Poslednja relacija pokazuje da, bez obzira na oblik raspodele, verovatnoca da X

pripada intervalu (m — as,m + as), jednaka je ili veéa od 1 — % Ukoliko je,

recimo, o = 3, sa verovatno¢om ne manjom od % ~ 0.9 slucajna promenljiva X
"upada” u interval (m — 3s,m + 3s).

5.1. Zakoni velikih brojeva
Neka je X1, Xo,..., Xy, ... niz slucajnih promenljivih. Formira¢emo nov
niz slu¢ajnih promenljivih Y7, Yo, ..., Y,, ...

Vi = X, — BE(Xy)
1
Yy = 2(X1+X2)E<
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S obzirom na osobine matematickog ocekivanja, oc¢ito da je

Zakoni velikih brojeva bave se pitanjem konvergencije niza Y, ka 0. Mi
¢emo u ovom odeljku razmatrati najjednostavniji aspekt ovog problema — slabe
zakone velikih brojeva.

Bernulijev zakon velikih brojeva. Ako su sluc¢ajne promenljive X,., r =
1,2,... nezavisne i sve imaju Bernulijevu raspodelu

0 1
X, O0<p<l, g=1—p,
<q p) p q p

tada za ovaj niz vazi slabi zakon velikih brojeva, tj. za svako € > 0

1 n
pllasx s

>e>—>0 kad n — oo.

Dokaz. Kako je

mozemo primeniti nejednakost Cebiseva (poglavlje 6.)

1 n

. p(iyx)
r=1

P (‘H;Xr—p > e) < ———=

> D(X,)
= r=1 — ha — 0, kad n — oo.

n2e? n2e2

Zakon velikih brojeva Hincina. Ako nezavisne slucajne promenljive
X1, Xo,..., X0, ... imaju istu raspodelu i konacno matematicko ocekivange
E(X,) =m, r = 1,2,..., tada za ovaj niz vaZi slabi zakon wvelikih brojeva,
tj. za svako € > 0

P (

1 n
E;Xr—m

>e>—>0 kad n — oo.
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Bernulijev zakon je specijalni slu¢aj Hin¢inovog zakona.

Zakon velikih brojeva Cebiseva. Ako su nezavisne slucajne promenljive
X1,Xo,...,Xn, ... takve da postoji C' > 0 tako da je D(X,) < C,r =1,2,...,
tada vazi slabi zakon velikih brojeva, tj. za svako € > 0

1 — 1 &
P<n;Xrn;E(XT)

Dokaz. Koristeéi nejednakost Cebiseva, dobijamo

" DAyY" X
>€)< (nzrzl T)i

Ze)%() kad n — oo.

IS X - LB 2 e <

P (
n r=1 r=1

S D(X,) C

S A S A Ny
n2e2 ~ ne2 ’
kad n — oo. |
Primer 5.1.a. Dat je niz nezavisnih sluc¢ajnih promenljivih X7, Xo, ..., X, ...
koje imaju
1. istu £(a) raspodelu
2. X, ima &(na) raspodelu, n € N.
Ispitati da li za niz X7, Xo, ..., X,,... vazi slabi zakon velikih brojeva.

Resenge.
1. Kako je E(X,) = 1/a € R, svi uslovi za Hiné¢inov zakon velikih brojeva su

ispunjeni, te vazi
1 — 1
Pl X, — -

2. Kako je D(X,) = 1/(ra)® < 1/a? za sve r € N, svi uslovi zakona velikih
brojeva CebiSeva su ispunjeni, te vazi

>e> — 0, kad n — oo.

1 & 111
SO BRI

P (
n r=1 r=1

>e>%0, kad n — oo.
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5.2. Centralne grani¢ne teoreme

Centralne grani¢ne teoreme spadaju u red najznacajnijih teorema u verovat-
no¢i i matematickoj statistici. Normalna raspodela je model ponaSanja mnogih
prirodnih fenomena, ali njen znacaj je mnogo veéi ako znamo da je ona grani¢na
forma mnogih raspodela. Upravo o tome govori ova grupa teorema.

Kao i u prethodnom odeljku, razmatramo niz nezavisnih sluc¢ajnih promen-
ljivih X7, Xo,...,X,,... . Centralne grani¢ne teoreme daju uslove pod koji-
ma raspodela standardizovane parcijalne sume niza konvergira ka normalnoj
raspodeli V' (0, 1) tj. kada vazi da za svako z € R, kad n — oo

S X — BT X)) R e—é
P< DT, X < x) — m/—m dt.

Ovu vrstu konvergencije nazivamo konvergencijom u zakonu raspodele.

Teorema 5.2.a. Neka je X1, Xo,..., X, ... niz nezavisnih slucajnih promen-
ljivih sa istom raspodelom takvom da je E(X,) = a € R, D(X,) = s? € R,
s#0,r=1,2,... . Tada za svako x € R

n Xr _ 1 T +
P (M < g;) N 7/ .9772d7f7 kad n — oo.
S\/ﬁ m —c0

Specijalni slucaj prethodne teoreme je jedna od najcesée koris¢enih teorema
u teoriji verovatnoce i matematicke statistike — teorema Moavr-Laplasa:

Teorema 5.2.b. Neka je X1, Xo,..., X, ... niz nezavisnih slu¢ajnih promen-
ljivih takvih da sve imaju Bernulijevu raspodelu

0 1
X, ,0<p<l,g=1-p.
<qp) p q p

Tada za svako © € R

n X, — 1 z .2
P<M<$>_>/ e~ Tdt kad n — oco.
NGTT Ver J oo

Bernulijeva raspodela zadovoljava uslove iz prethodne teoreme jer je E(X,.) =
p, D(X,) = pq. Kako slu¢ajna promenljiva Y = }""_, X, ima binomnu raspo-
delu B(n, p) (primer 3.9.a), zaklju¢ujemo da standardizovana binomna raspodela
moze biti aproksimirana normalnom raspodelom. Moze se pokazati da, ako Y
ima binomnu raspodelu B(n, p), pri dovoljno velikom n, vazi priblizna jednakost
PY =) ————e T k=01
= ~ ——e¢ e =0,1,...,n.
/npqy 2T
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Podsetimo da ako slu¢ajna promenljiva Y ima normalnu raspodelu, tada
slucajna promenljiva X =e¥ (Y =[nX) ima lognormalnu raspodelu (pogle-
dati odeljak 4.1.1 i primer 4.1.d). Koriséenjem te ¢injenice, dobijamo sledeéi
rezultat:

Ako je X1, X9, -+, X,, - niz nezavisnih slu¢ajnih promenljivih takvih da
je P(X; > 0) =1, 1 = 1,2,---, tada proizvod ¥ = X;X, .- X, ima
aproksimativno lognormalnu raspodelu.

Zaista, kako je InY, =InX;+InXs+---+InX,, vidimo da je [nY, suma
nezavisnih sluc¢ajnih promenljivih sa istom raspodelom. Ako niz InX,, n€ N
zadovoljava uslove centralne grani¢ne teoreme, tada [nY,, ima aproksimativno
normalnu raspodelu, $to znac¢i da Y,, ima aproksimativno lognormalnu raspo-
delu.

Naveséemo jos jednu centralnu grani¢nu teoremu bez dokaza. Ona vazi za
niz nezavisnih sluc¢ajnih promenljivih koje ne moraju imati istu raspodelu.

Teorema 5.2.c. Ako je X1, Xos,..., Xn,... niz nezavisnih slucajnih promen-
ljivih takvih da je E(X,) = a, € R, D(X,) = s2 € R, za sver = 1,2,... i da
je

max s2
. 1<r<n
lim - =0,
n—o0 2
D, 87
r=1

tada za svako v € R

" X, — n . 1 r t2
p 2=t _ L1 ) —/ e dt
Zr:l 872“

kad n — oo.

Primer 5.2.a. Slucajne promenljive X1, X5,...,X,,,... sunezavisne i sve ima-

ju istu, £(a), raspodelu. Ako je Y,, = X7 + X5 + -+ + X,,, primenom centralne

Y.—E(Y,

grani¢ne teoreme naci raspodelu za Y,” = ) kad n — oo.
D(Yy)

Resenje. Kako je D(X,) = 1/a? € R za sve r € N, na osnovu teoreme 5.2.a.

znamo da " "
v — Zr:l X — Zr:l E(XT)
> D(X7)
teZi normalnoj raspodeli A/(0, 1), tj.

1 * 2
PY'<zxz)— — e zdt, zasve x€R.
vi<o o= [
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Slucajni procesi

Do sada smo se bavili slu¢ajnom promenljivom - jednodimenzionalnom,
dvodimenzionalnom, n-dimenzionalnom, n € N. U ovoj glavi uvodimo pojam
slucajnog procesa. Naves¢emo jednostavan primer koji ilustruje problematiku
za Cije reSavanje je nuzno definisati pojam slucajnog procesa.

Pretpostavimo da treba formirati matematicki model za sluc¢ajni sistem i
njegovo ponasanje tokom nekog vremenskog intervala. Kao primer takvog sis-
tema moze da posluzi, recimo, sistem od k sijalica od kojih svaka ima slu¢ajnu
duzinu rada. Kako vreme protice, neke od njih ée prestati da rade (pregorece).
U svakom momentu ¢, stanje sistema (broj ispravnih sijalica) ¢ée biti slucaj-
na promenljiva X;. Ona je diskretnog tipa sa skupom vrednosti {0,1,...,k}.
Matematicki model ovog sistema je beskonaé¢na familija slu¢ajnih promenljivih
Xy, t €[0,T], tzv. sluéajni proces.

Izucavanjem slicnih dogadanja, u kojima se neodredenost razvija kao proces,
bavi se poseban deo teorije verovatnoce - teorija slu¢ajnih procesa.

6.1. Osnovni pojmovi i karakteristike

Slucajni proces je familija slu¢ajnih promenljivih X;, t € T C R, de-
finisanih na fiksiranom prostoru verovatnoée (2, F, P). Promenljiva ¢ prolazi
skupom T' C R i obi¢no je interpretiramo kao vreme.

Podsetimo da sluc¢ajna promenljiva preslikava ©Q u R, sto znaci da je slu¢ajni
proces Xy, t € T, ustvari funkcija dve promenljive, X;(w), t € T, w € Q. Ako
fiksiramo t (tj. t = tp), tada je X (w) slucajna promenljiva koju nazivamo
zasekom slucajnog procesa za t = to. S druge strane, ako je w fiksirano (tj.
w = wp), tada je X;(wp) realna funkcija realne promenljive koju nazivamo re-
alizacijom, trajektorijom ili uzorackom funkcijom. Skup svih realizacija
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sluc¢ajnog procesa nazivamo ansamblom. Ako su obe promenljive ¢ i w fiksirane
(t =to, w =wy), tada je X, (wp) realan broj.

Isto kao i kod slu¢ajnih promenljivih, uobicajeno je da se promenljiva w
izostavlja u zapisu, tj. umesto X;(w) pisemo X;.

Skup T kojim prolazi realna promenljiva ¢ nazivamo indeksnim ili para-
metarskim skupom procesa, a promenljivu ¢ indeksom ili parametrom.
Ukoliko je T diskretan beskonacan skup, T' = {t1,t2,...,ty, ...}, tada proces
Xi,, k=1,2,... nazivamo slucajnim nizom ili lancem. Ukoliko je T" interval ili
celo R, tada X; nazivamo slu¢ajnim procesom sa neprekidnim parametrom ili
krace slucajnim procesom, a parametar ¢t obitno nazivamo vremenom.

Skup vrednosti (slika) S slu¢ajnog procesa moze da bude diskretan (kona-
¢an ili prebrojiv) ili neprekidan (interval ili celo R). Skup S ¢esto nazivamo
skupom stanja procesa ili sistema.

Primer 6.1.a. Posmatramo telefonsku centralu sa n linija u vremenskom inter-
valu [0k, 24h]. U svakom momentu ¢ neka X; oznacava broj zauzetih linija. Xy,
t € [0,24] predstavlja slu¢ajni proces sa neprekidnim parametarskim skupom,
T = [0,24] i diskretnim kona¢nim skupom stanja S = {0,1,...,n}. |

Primer 6.1.b. Svakog sata se meri nivo Dunava na mernoj rampi i dobijene
vrednosti oznacavamo sa X;. U ovom sluc¢aju radi se o procesu sa diskretnim
parametarskim skupom 7' = {0,1,2,...} i neprekidnim skupom stanja S. |

Kako je slucajni proces familija (Cesto neprebrojiva) sluc¢ajnih promenljivih,
osnovno je pitanje kako karakterisati sluc¢ajni proces pomoc¢u odgovarajucih ra-
spodela verovatnoca. Opisa¢emo pojednostavljeno resenje ovog problema.

Za fiksirano t1, Xy, je slucajna promenljiva ¢ija je funkcija raspodele
Fth (581) = P(th S 331).

Ovu funkciju raspodele nazivamo raspodelom prvog reda procesa X;. Ako
su t 1ty fiksirani, tada je

FX117X1,2 (x17932) = P(th < x17Xt‘2 < x2)

raspodela drugog reda. Sli¢no, za fiksirano t1, ¢, ..., t, dobijamo raspode-
lu n-tog reda slucajnog procesa X;,t € T.

Fx, .. .x, (1,...,2n) = P(Xy, <w1,..., X, <ap).

n

Osobine realnog slu¢ajnog procesa u potpunosti su odredene njegovim raspode-
lama n-tog reda, n € N. Stavige, procesi kojima ¢emo se detaljnije baviti u
ovoj knjizi u potpunosti su odredeni svojim raspodelama prvog i drugog reda.
Postoje procesi za koje parametarski skup nije skup realnih brojeva i koji nisu
u potpunosti okarakterisani raspodelama n-tog reda. Oni nisu tema izucavanja
ove knjige.
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6.2. Osnovne karakteristike sluc¢ajnog procesa

Matematicko ocekivanje, disperzija, kovarijansa, korelacija, momenti reda
p,p € N, su brojne karakteristike koje pruzaju veoma korisne informacije o
osobinama i vezama slucajnih promenljivih. Analognu ulogu u teoriji sluc¢ajnih
procesa igraju funkcije o kojima ¢e biti re¢i u ovom odeljku.

Funkciju m . : T'— R definisanu sa

’mx(t) =E(X,), teT,

nazivamo matematickim ocekivanjem ili srednjom vrednoscu sluc¢ajnog
procesa X;,t € T.

Disprezija procesa je funkcija

Dx(t) = E (X —=my(1)*) = E(X}) —m%(t).

Funkciju Rx : T x T'— R definisanu sa

|Rx(t,s) = E(X,X,), steT,

nazivamo korelacionom funkcijom procesa X;, t € T. Ona odrazava meru
zavisnosti sluc¢ajnih promenljivih (zaseka) u tackama s i ¢ i nosi informaciju da li
se proces menja brzo ili sporo, tj. informaciju o frekventnom sadrzaju procesa.
Ocigledno da je

|Rx(t,s) = Rx(s,t), Rx(t,t) = B(X?).|

Za proces X; —m(t) kazemo da je centriran. Kovarijansna funkcija
Kx(t,s) je korelaciona funkcija centriranog procesa, tj.

Kx(t,s) = E[(X; —my (1) (Xs —my(s))] =
= B(X,X,) — my (t)my(s) =
= Rx(t,s) —mx(t)mx(s) .
Ako je t = s onda je Kx(t,t) = Dx(t).
Pod standardizovanim procesom podrazumevamo proces

* X — mx(t)
K Dx (%)

)
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a koeficijent korelacije c,, procesa X; je korelaciona funkcija standardizovanih

zaseka, tj.
KX (t, 8)

T VEx(t0Ex(s5)

cy(t,s)

Ako su data dva realna procesa X; i Y, nad istim parametarskim skupom
T, tada definiSemo kroskorelacionu funkciju Rx y (¢, s) ovih procesa sa

Rx7y(t,s) = E(XtY;) R t,S eT.

Analogno se definisu kroskovarijansna funkcija K x y i koeficijent korelacije c;
za, procese Xz i Y.

Primer 6.2.a. Slucajni proces X; je zadat sa
Xe=U+1tV,

gde su U i V nezavisne slu¢ajne promenljive neprekidnog tipa sa gustinama
@y (u) i ¢y, (v). Nadi raspodelu prvog reda Fx,(x) i osnovne karakteristike -
matematicko ocekivanje m . (t) i korelacionu funkciju R (t,s).

Resenge.
Fy (2) = /@Xt(y)dyz / /@V(v)%(y—tv)dvdy,

my(t) = E(U) +tE(V),

R (t,s) = E(X;X,) = E(U+tV)(U +sV)) =
=EB(U*) + (t+s)E(U)E(V)+tsE(V?) + E*(U) + tsE*(V) =
= D(U) + stD(V) + (E(U) +tE(V))(E(U) + sE(V)) =
= D(U) +stD(V) +m (t)m(s) .

To znaci da kovarijansnu funkciju K (¢, s) izracunavamo sa

K (t,s) = Ry(t,5) —my (t)my(s) = D(U) + stD(V).

6.3. Neke klase slucajnih procesa

U ovom odeljku da¢emo neke definicije i osnovna svojstva klasa slucaj-
nih procesa koji se najcesée sre¢u u praksi. Neke od njih éemo kasnije detaljno
obraditi.
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1. Nezavisni proces

Ako su slucajne promenljive Xy, , Xy,,..., X, nezavisne za svako n € N i

svako ty,ts,...,t, € T, tada je proces X;, t € T, nezavisan proces sa neza-
visnim vrednostima u svakoj tacki. Kako je za nezavisne slu¢ajne promenljive
zajednicka raspodela jednaka proizvodu marginalnih, imamo da je

Fx, ..x,, (@1,...,20) = Fx, (v1) - Fx, (75),

§to znaci da je u ovom slucaju proces u potpunosti odreden raspodelama prvog
reda.

2. Proces sa nezavisnim prirastajima

Sluéajni proces Xy, t € [0,00), je proces sa nezavisnim prirastajima ako
za svaki izbor 0 < t1 < tg,--- < t, iz [0,00) vazi da su
X07 th - X07 th - tha e 7th - th717

nezavisne slucajne promenljive.

Ako je X; proces sa nezavisnim prirastajima i ako za svako ¢, s,a € [0, 00),s <
t, vazi da slucajne promenljive Xy — X, 1 Xy, — X5y imaju istu raspodelu,
tada kazemo da je X; proces sa stacionarnim nezavisnim prirastajima.

Procesi sa nezavisnim prirastajima su u potpunosti odredeni raspodelama
drugog reda.

Ukoliko je X; proces sa stacionarnim nezavisnim prirastajima i
Xy =0, tada je on u potpunosti odreden raspodelama prvog reda. Tada je

my(t) =at, Dy(t)= o2t, K (st) = o? min{s, t},

gde je a =my (1), 0% = D, (1). U primeru 6.4.a. detaljno je opisan jedan od
najvaznijih procesa ovog tipa - Poasonov proces..

3. Kompleksni proces

Kompleksni sluéajni proces definisan je sa

Z,=X,+iV;, teTCR

gde su X;, t € T 1Yy, t € T, realni slucajni procesi. Disperzija i korelaciona
funkcija definisane su sa

Dy(t) = E|Z; — E(Z;)|* = Dx(t) + Dy (1),

Rz(t,s) = B(Z.7Z,).
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Osobine korelacione funkcije su:

° Rz(t, S) RX t S) + Ry(t S) ’i(RX,y(S,t> — RX,y(t, S))7
e Ry(t,t) = E(X?)+ E(Y}?) >0,
o Ry(t,s) = Rz(s, 1),
e Ry(t,s) je pozitivno definitna, $to znac¢i da je za svako n € N, svako
t1,to,...,t, € T isvako ay,asg,...,a, € C
n n
> ) k@ Ryt tm) > 0
k=1m=1
Dokaz.
DN @ Ryth,tm) =Y Y st E(Z4,Z,,) =
k=1m=1 k=1m=1

=F (iathk i O[mZtm> =F
k=1 m=1

U ovoj knjizi, ako drugacije ne naglasimo, smatraéemo da je proces re-
alan.

4. Stacionarni procesi
Razlikujemo strogo stacionarne i slabo stacionarne procese.

Slucajni proces X;, t € T, je strogo stacionaran ako su sve njegove
raspodele kona¢nog reda invarijantne u odnosu na translaciju vremena. To
znaci da procesi X; i Xy, imaju iste raspodele za svako ¢ > 0. Drugacije

re¢eno, za svako n € N, svaki mogué izbor t1,...,t, € T i svako ¢ € R za koje
t1 +¢,...,t, + ¢ € T, n-dimenzionalne slucajne promenljive (X;,,..., Xy, ) i
(Xt 4ey .-y Xt, +c) imaju iste funkcje raspodele, tj.:

Fth,_“7Xt” (Z‘l, e ,xn) = FthJrc,_“’Xt”Jrc(.Tl, e ,J}n) 5
za sve Ti,...,T, € R.

Prema tome, raspodele prvog reda su jednake F(x) za sve t € T' (ne zavise
od t)
Fxt(!L‘) = FXtJrc(:E) = Fl(x) )

Sto znaci da ocekivanje E(X;) ne zavisi od t, te je jednako konstanti m,

E(Xt) =m
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Raspodele drugog reda zavise od razlike argumenata s i t, tj. za sve s,t € T
Fx, x.(x1,702) = Fx,__ x,(21,72),
§to znaci da korelaciona funkcija
Rx(t,s)=ry(r), T=t—35

zavisi od razlike argumenata 7 =t — s. S obzirom da je Rx (t,s) = Rx(s,t), to
jery (1) =ry(-7).

Slucajni proces X;,t € T je slabo stacionaran ako je

E(Xt) =m,
RX(tvs) = 7AX(t - S) = TX(T) )

tj. ako je o¢ekivanje konstantno a korelaciona funkcija Rx (¢, s) je funkcija jedne
promenljive 7 =t — s.

5. Procesi Markova

Slucajni proces Xz, t € T je proces Markova sa diskretnim skupom stanja
S ako za svako n € {2,3,...} i svaki izbor t; < t3 < -+- < t, iz T 1 sve
T1,L2,...,Ly €S

P(th = xn\th_l =Tp—1y--- ,th = .’El) =

P(Xy, = an| Xy, = an-1) .

Poslednjom relacijom je izrazeno tzv. svojstvo Markova koje ustvari znaci da
ako su poznate ,proslost” (tj. X, Xt,, ..., X, _,) 1 ,sadasnjost” (tj. Xz ),
onda ,buduénost” (tj. X, ) zavisi samo od ,sadasnjosti” a ne od ,proslosti”.
Ovakve sisteme nazivamo stohastickim sistemima bez memorije.

Svaki proces sa nezavisnim prirastajima je proces Markova.

Proces Markova je u potpunosti odreden raspodelama drugog reda.

6. Gausov (Normalan) proces

Proces X; sa parametarskim skupom 7" C R i skupom stanja S = R, naziva-
mo Gausovim ili normalnim procesom ako za bilo koji izbor tacaka t1,to, -, ¢,
izT, (X, X4y, -+, Xt ) ima normalnu n-dimenzionalnu raspodelu (primer 4.5.a),
Cija je karakteristi¢na funkcija

3

Z—Zl wjm(tj)fé Z:ll 1K(tj,tl)ijl n
kE(wi,wa,...,wp) =€ 7= i= , (w1, wa,...,w,) € R,
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gde je m(t) = E(Xy), a K(t,s) je kovarijansna funkcija.

Ocigledno, Gausov proces u potpunosti je odreden ako su poznati ocekivanje
procesa m(t) i kovarijansna funkcija K(¢,s). To dalje znaci da je svaki slabo
stacionaran Gausov proces ujedno i strogo stacionaran.

7. Ergodiéni proces

Centralno pitanje u teoriji slu¢ajnih procesa je ocena njegovih karakteristika,
pre svega ocekivanja m . (t) = E(X) i korelacione funkcije R (t,s) = E(X; Xy).

Teorija ergodi¢nosti daje osnovu za nalazenje jednostavnih ocena u nekim
specijalnim slu¢ajevima. Objasni¢emo u grubim crtama sta znaci osobina ergo-
di¢nosti za slucajni proces.

Ako jedan dinar bacamo veliki broj puta, na osnovu intuicije znamo da ée
rezultati takvog opita biti isti kao da smo u isto vreme bacili veliki broj dinara.
Sli¢no, iste rezultate o¢ekujemo bilo da vise puta ponavljamo merenje napona
jednog izvora Suma ili da istovremeno merimo napon vise nezavisnih identi¢nih
izvora Suma. Matematicka artikulacija takve karakteristike slu¢ajnog procesa
sadrzana je u definiciji ergodi¢nosti slu¢ajnog procesa.

Neka je dat slucajni proces X; , t € [0,00) i neka je Xi(wg) = @1, wy € €,
realizacija tog procesa (podsetimo da je realizacija X;(wg) realna funkcija realne
promenljive). Srednja vrednost po vremenu je definisana sa

A

_ . 1
mfAlgnooZ/:ctdt.
0

Kako je mx (t) funkcija koja zavisi od ¢, o¢igledno da 7 (broj) ne moze da
nam posluzi kao ocena ocekivanja mx(t). Medutim, u slu¢aju kada je oceki-
vanje m () konstantno, mx (t) = m,t € [0,00), postavlja se pitanje pod kojim
uslovima je m = m. Za slucajni proces X;, t € [0,00), kazemo da je er-
godican po matemati¢kom ocekivanju ako je mx(t) = m. Kako je kod
stacionarnih procesa ocekivanje mx (t) konstantno, dovoljne su relativno slabe
dodatne pretpostavke o procesu da bi on bio ergodican i stoga je izucavanje
ergodi¢nosti obi¢no vezano za stacionarne procese. Stacionaran proces takode
moze biti ergodi¢an po korelacionoj funkciji ako jeza 7=t —s

T—1
Rx(t,s) =7y (1) = lim 1 TyTypr dt .

Tooo T — T
0

Mogu se definisati i druge vrste ergodi¢nosti o ¢emu nece biti govora u ovoj
knjizi.
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6.4. Neki primeri slucajnih procesa

Primer 6.4.a. Poasonov proces (parametar A > 0)

X, t € ]0,00) je slucajni proces sa vrednostima u skupu S = {0, 1,2, ...},
Xo =0, X; ima stacionarne nezavisne prirastaje i za svako s,t > 0

(A"

P(X5+t—X5:k): k'

e M k=0,1,2,... (6.1)

Poslednji uslov znaéi da za svako s,t € [0, 00), slu¢ajna promenljiva X —
X, ima Poasonovu P(At) raspodelu.

Matematicko ocekivanje E(X;) je jednako At. Zaista,
E(X:) = BE(X: — Xo),

te kako slucajna promenljiva X; — X ima Poasonovu raspodelu P(At), njeno
ocekivanje je At (odeljak 2.6). Disperzija za X; je D(X;) = At.

Korelacionu funkciju R(¢, s) nalazimo za s >t > 0

R(t, S) :E(XtXS) :E(Xt(Xt+(XS —Xt))) =
= E(X?) + B(X,)E(X, - X,) =
= A2 M4 MA(s —t) = M+ N2ts =
= Amin{s, t} + \?ts,

dok je kovarijansna funkcija K (s,t) = Amin{s,t}.
Vazna osobina ovog procesa je da, ako At — 0, tada

P(Xt+At — Xt = 0) =1-)At + O(At),
P(Xt-i-At — Xt = ].) = Mt + O(At), (62)
P(Xt-i-At — Xt = k) = O(At) , Za Sve k Z 2,

gde o(At) predstavlja beskonaéno malu velicinu u odnosu na At
(tj. lim 289 — ).
At—o At

Sta ustvari znaci ova poslednja osobina? Ako proces X, shvatimo kao broj
nekih ,dogadaja” u intervalu [0, ¢] (recimo broj kupaca koji udu u prodavnicu),
onda je X;yar— X; broj dogadaja (novih kupaca) u intervalu [t, ¢+ At]. Posled-
nja osobina znaci da ako duzina intervala At tezi ka 0, tada je verovatnoca da
¢e biti vise od jednog dogadaja (kupaca) beskona¢no mala veli¢ina u odnosu na
At. Dalje, verovatnoca da ée se realizovati jedan dogadaj je beskonacno mala

veli¢ina istog reda kao At, dok je verovatnoca da novih dogadaja (kupaca) nece
biti, veli¢ina bliska 1 — AA¢.
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Gore opisane relacije (6.2) slede iz prirode procesa, tj. iz osobine (6.1).
Naime, ako primenimo razvoj u Maklorenov red funkcije e~ *4¢,

(AAY? (AAL?

“AAL g
e =1-MAt+ o1 3

- =1—-MAt+ o(At),
imamo

P(Xpiar — X, = 0) = Q8280 = 1 — \At 4 o(At),
1
P(Xiyne —Xe=1) = %e—xm _
= M1 — AAL + 0(At)) = At + o(At),
P(Xiyat— Xe =n) = %e*)‘m _

= BADT(1 _ \AL + o(AL)) = o(Al)
za sve n > 2.

Pokazademo da iz (6.2) sledi (6.1), 8to ¢e znaciti da je osobina (6.1) ekviva-
lentna osobini (6.2). Posmatrad¢emo interval (s, s +t) duzine ¢. Pokaza¢emo da,
ako je zadovoljen uslov (6.2) za proces X; sa stacinarnim nezavisnim prirastaji-
ma i ako je Xy = 0, onda je

At)F
P(Xs+t—XS:k):( )e_’\t k=0,1,2,...,

tj. X; je Poasonov proces.

Podeli¢emo interval (s, s+ t) na n jednakih delova i neka je At = £. Kad n
raste, At postaje veoma malo, te mozemo primeniti osobinu (6.2) koja iskljucuje
mogucnost da se u malom intervalu At realizuje vise od jednog dogadaja. To
znaci da u svakom delu duzine At moze biti 1 ili 0 realizacija dogadaja. Verovat-
noc¢a da ¢e u celom intervalu duzine t = nAt biti k realizacija dogadaja je (isto
kao kod binomne raspodele za k pozitivnih realizacija u n opita) jednaka

P(Xope = Xa = k) = (Z) (AADH(1 - MG =

(n & k . & n—k
\k n n '
Ako poslednji izraz transformisemo isto kao u dokazu teoreme 3.1.a, kad n — oo,

dobijamo

At)F
P(Xept — Xs=k) = (k') e ™M k=0,1,2,...,

Sto je i trebalo pokazati. |

Primer 6.4.b. Neka je X; Poasonov proces i neka sluc¢ajna promenljiva T,
predstavlja duzinu intervala izmedu realizacije (n — 1)-og i n-tog dogadaja (ako
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se radi o procesu koji predstavlja broj kupaca koji su usli u prodavnicu, onda je
T, vreme koje protekne izmedu ulaska (n — 1)-og i n-tog kupca). Pokazademo
da T, ima eksponencijalnu £(\) raspodelu.

Resenje. Fr,(t) = P(Ty <t)=1— P(t; > t). Dogadaj T} > ¢ znadi da se

prvi dogadaj nije realizovao do momenta ¢, tj. da je X; = 0. Kako je

0
P(X;=0)=P(X; — Xg=0) = (Aotl) e A

to je
Fr,t)=1—e? t>0,

sto znaci da T; ima £(\) raspodelu.

Ako je n > 1, tada

Pr,(t) =P(T,<t)=1-P(T,>1)=

1- /P(Tn > tTh-1 = 5)p,, 71(5) ds =
0

:1767”/9071 1(s)cl(S:l—(fM, t>0,
0

§to znaci da T,, ima £(\) raspodelu za sve n € N. O
Primer 6.4.c. (Slucajne harmonijske oscilacije) slucéajni proces

X; = Acos(wt + B) naziva se sluéajnim harmonijskim oscilacijama, ako
je w neslucajna cikliéna frekvencija, A > 0 je slucajna amplituda sa gustinom
¢ ,(a), a>0, B je slucajna oscilacija sa uniformnom raspodelom U (-, ), A
i B su nezavisne slucajne promenljive.

1. Ispitati slabu stacionarnost.

2. Ispitati ergodi¢nost po matematickom ocekivanju.

Resenje. 1. Kako je
o0 1 ™

E(cos(wt + B)) = / cos(wt + x)p 5 (z) do = o cos(wt + ) dx = 0,
T —T

— 00

iz nezavisnosti A i B, sledi da je E(X;) = E(A)E(cos(wt + B)) = 0. Dalje,

R (s,t) = E(Acos(wt + B)Acos(ws + B)) =

E (AQ;(cos(w(t +8) +2B) + cosw(t — 5))) = %E(AQ) cosw(t — ),
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jer je

E(cos(w(t+ s) +2B)) = % /Tr cos(w(t + s) + 2x) dx = 0.

—T

Kako je E(X;) =0,
1
Rx(t,s) = iE(AZ) cosw(s —t)=ry(r), T=t—s,

§to znaci da je X; slabo stacionaran proces.

2. Neka je xy = agcos(wt + bg), ag > 0, by € [—m, 7], jedna realizacija
slu¢ajnog procesa X;. Kako je

1 /7
lim — / ag cos(wt + bg) dt =
T Jo

T—00

= lim a—;(sin(wT +bo) —sinby) =0 =m(t),

T—o0o W

ovaj proces je ergodi¢an po matematickom ocekivanju. m|

Primer 6.4.d. Neka su A i B zadati isto kao u prethodnom primeru i neka je
7, = ¢i(At+B)
Naci m,(t) i R,(t,s). Ispitiati slabu stacionarnost.
Resenje.

B(Z) = B (¢A)) = B(cos(At + B)) + iE(sin(At + B).

Dalje, imamo
E(cos(At 4+ B)) = E(E(cos(At + B)|A)),
E(E(cos(At + B)|A = a)) = E(cos(at + B)) =
= cosatE(cos B) — sinatE(sin B) .
Isto kao u prethodnom primeru FE(cosB) = E(sinB) = 0, te je
E(cos(At+ B)) = 0. Analogno dobijamo da je E(sin(At+ B)) = 0, $to znaci da
mZ = E(Zt) =0.

korelacionu funkciju nalazimo na sledeéi nacin

R,(t,s) = E(ZZ,) = E (e/At+B)gmi(As+B)) —
— FE (eiA(t—s)) —F (ei‘rA) — kA(T) . T=t—s,

gde je k , karakteristicna funkcija raspodele slucajne promenljive A. Ocigledno,
proces je slabo stacionaran. O
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Primer 6.4.e. (Telegrafski signal)

pomocu Poasonovog procesa Y; , t € [0,00) i to

Xt{ 1, Y, =2k

-1, Y;=2k+1, k=0,1,2,..., te€[0,00).
Tada je
= e Ay,
P(X;=1)=Y P(Y;=2k)=e ) Sr =€ cosht,
paard = (k)
s oo )\t)2k+1
PX;=-1)=) P, =2k+1 At ( M ginh At
( t ) kzzo (t ) (& §(2k+1)' (& Sin

Ocekivanje ovog procesa je

my =1-P(X;=1)+(-1)  P(X; = —1) = ¢ M(cosh Mt — sinh \t) = e 2"

Za  nalazenje  korelacione  funkcije, potrebne su  verovatnoce
PX; =i4,Xs =3), i,j € {—1,1}. Izracunavamo ih na sledeéi nacin: za
i1=1,5=1,s>t, imamo

P(X,=1,X,=1) =P(X,=1|X,=1) P(X,=1) =
= P(Y;_¢ je parno ) - P(Y; je parno ) =
= e 57 cosh A\(s — t)e M cosh At .

Analogno izra¢unavamo verovatnode: PX, = 1,X; = -1,
PX;=-1,X,=1)i P(X; = -1, X, = —1), s > t i kako je X; X, jednako 1 ili
—1,
Rx(t,s) = B(X;X,) = e 2=l

Gore opisan proces naziva se poluslucajnim telegrafskim signalom jer je Xy = 1,
tj. u pocetnom momentu ¢ = 0 imamo konstantnu (a ne slu¢ajnu) veli¢inu..
Neka je V; = vX; slucéajni proces, gde je v slucajna promenljiva koja sa istom
verovatno¢om dobija vrednost 1 ili —1, tj.

(-1 1
“Los 05
i nezavisna je od X;. Proces V; nazivamo sluéajnim telegrafskim signalom.
Kako je E(v) =0, E(v?) = D(v?) = 1, sledi da je
E(V;) = E(v)E(X;) =0,

Ry (t,s) = E(V}V;) = E(vXvX,) =
= E(v?)B(X,X,) = e 2t=sl,
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Vidimo da je proces V; slabo stacionaran jer je E(V;) = 0 = const, R,,(t,s) =
el =y (t—s)=r,(7),gdejeT =t —s. 0

Primer 6.4.f. (Beli 5um) Proces V; je beli Sum ako su za svaki par (t,s) € R?,
t # s, slucajne promenljive V; i V; nekorelirane, tj. K(t,s) = 0 za t # s.
Disperzija Belog Suma jednaka je co. Uobicajena je pretpostavka u slu¢aju belog
Suma da je ocekivanje my (¢t) jednako nuli. Tada je R(t,s) = K(t,s) = 0 za sve
(t,s) € R? t # s. Korelaciona funkcija belog suma je R(t,s) = g(t)d(t — s), gde
je 0(t — s) Dirakova ¢ funkcija*. O

Primer 6.4.f. (Vinerov proces) X;, t € [0,00) je slu¢ajni proces sa vred-
nostima u skupu (—oo,00), Xg = 0, X; ima stacionarne nezavisne prirastaje
i za svako s,t > 0, sluc¢ajna promenljiva X; — Xy ima Normalnu raspodelu
N(0,0+/|t — s|. Karakteristike ovog procesa su: E(X;) = 0, D(X;) = o%t,
K(t,s) = R(t,s) = c? min{t, s}. m|

6.5. Homogeni procesi Markova

Neka je Xy, t € T, slucajni proces Markova (odeljak 6.3) i neka je S skup
vrednosti (slika) slu¢ajnog procesa. Kako se procesi Markova najvise primenjuju
pri ispitivanju raznih fizickih ili tehnickih sistema, uobi¢ajeno je sam proces X;
interpretirati kao stanje sistema u vremenu ¢t € 7. Tako, recimo, broj slobod-
nih linija telefonske centrale sa n prikljucaka jeste sluc¢ajni proces i u svakom
momentu ¢, sistem (centrala) X; se nalazi u nekom od stanja {0,1,...,n}. U
opstem sluc¢aju skupovi T i S su podskupovi R, ali, u ovoj knjizi, baviéemo se
slucajem kad je S konacan skup i kad je T diskretan skup ili interval [0, c0).

Neka je S = {s1,82,...,8m}. Elemente s;, i € {1,2,...,m}, nazivamo
stanjima sistema Xj;.

Skup T interpretiramo kao skup momenata u kojima je sistem X; posmat-
ran. Ako je T diskretan skup, T = {¢o,t1,...,tn,...}, ne gubi se na opstosti
ako pisemo T = {0,1,...,n,...}. Slu¢ajni proces X, n € Ny, tada nazivamo
sluéajnim nizom ili lancem. Ukoliko je T' = [0,00) (3to znaci da sistem X
posmatramo u neprekidnom vremenu), tada imamo slu¢ajni proces sa neprekid-
nim vremenom ili krac¢e slucajni proces.

Za procese Markova posebno su znacajne tzv. verovatnoce prelaza
pij(tO + t,to) = P(Xt0+t =5; | Xto = SZ‘), 1,j € {172, - 7m},

tj. verovatnoce da ce sistem iz stanja s; u momentu o prec¢i u stanje s; u
momentu tg + ¢.

*§(7) je Dirakova § funkcija ako je [ 8(T)¢(7) dr = $(0), gde je ¢(7) bilo koja funkcija
neprekidna u tacki 7 = 0.



6.5. Homogeni procesi Markova 105

Kazemo da je proces Markova homogen ako verovatnocée prelaza ne zavise
od pocetnog momenta tg, nego zavise samo od razlike argumenata (to+t) —tg =
t. Ovaj uslov podseca na uslov slabe stacionarnosti, medutim, videéemo (primer
6.8.a) da je slabiji od njega, $to znaci da stacionaran proces Markova jeste
homogen, ali homogen proces Markova ne mora biti stacionaran. U ovom
poglavlju razmatraéemo samo homogene procese Markova i to neéemo
svaki put naglasavati.

6.5.1. Homogeni lanci Markova

Razmotri¢éemo prvo slucaj homogenog procesa Markova kada je skup mo-
menata u kojima posmatramo stanje sistema, diskretan skup. Takav proces
nazivamo homogenim lancem Markova.

Lanac Markova X,,, n € Ny je niz slu¢ajnih promenljivih Xq, X1,..., X, ...
¢iji je skup vrednosti (stanja) konacan, tj. S = {s1, sa, ..., Sy, }. Osobina Marko-
va se u ovom slucaju iskazuje sa : za sve prirodne brojeve kg < k1 < ... <k <n
isve si,,8i,...,8:,5; €5, vazi

P(Xn:5j|Xko :Sionkl :Sil,...,Xk:Si):

:P(XnZSJ‘Xk:SZ)

U momentu n sistem X, moze biti u nekom od stanja s,
i € {1,...,m} sa verovatnotom P(X, = s;) = pi(n). Verovatnoée p;(n),
i € {1,...,m},n € Ny nazivamo verovatnoéama stanja sistema X, u mo-
mentu 7 i Cesto ih zapisujemo u matricnom obliku

p(n) = [p1(n) p2(n) ... pm(n)], n € No.

Ako je fiksiran momenat n, stanje sistema X,, predstavlja slu¢ajnu promenljivu
diskretnog tipa sa zakonom raspodele

X, - ( S1 S9 e Sm ) -
" pi(n) pa2(n) ... pm(n)
Niz vrsta-matrica p(0), p(1),...,p(n).... predstavlja raspodele prvog reda lan-

ca X,, n € Ny.

Naredni vazan element u definisanju lanca Markova su verovatnoce prelaza
pij(n), 4,7 € {1,2,...,m}, n € Nyg. Naime, kako razmatramo samo homogene
lance, za sve n, k € Ny

pij(n) = P(Xiin = 55 | X = 5;) = P(Xn = 55 | Xo = 55).
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Verovatnoce p;;(n) nazivamo verovatnoéama prelaza iz stanja s; u stanje s;
za n koraka. Obicno ih zapisujemo u obliku kvadratne matrice

pllgn; Plzgng e p1mgn§
P(n) _ P21: p22: cee P2m: _ [pz'j (n)]mxm.
pml(n) Pm2 (n) cor Pmm (TL)

i tu matricu nazivamo matricom prelaza za n koraka.

Raspodele drugog reda odredene su verovatnoé¢ama stanja (raspodelama pr-
vog reda) i verovatnotama prelaza. Zaista, kako se radi o slu¢ajnom nizu (tj.
svaki zasek je slucajna promenljiva diskretnog tipa), to ¢e raspodele drugog reda
biti odredene zakonima raspodele dvodimenzionalnih zaseka X, i X, n, k € Np.
Tada je

P(Xn:Sj,Xk :SZ) :P(Xn:Sj | Xk :SZ)P(X]C :Si) =

= Dij (n — k)pi(k)

za svako i,j € {1,2,...,m}, n,k € Ng, n > k, te vidimo da se zajednicka
raspodela za X, i X} dobija mnozenjem verovatnoca prelaza verovatnocama
stanja.

Analogno se pokazuje da se raspodele treceg i viSeg reda dobijaju mnozenjem
odgovarajuc¢ih verovatnoca prelaza i verovatnoca stanja.

Na kraju zakljuéujemo da je homogen lanac Markova X,, n € Ny, u pot-
punosti odreden

- verovatno¢ama stanja p;(n), i€ {1,...,m}, n € Ny i
- verovatno¢ama prelaza p;;(n), i,j € {1,...,m}, n € Npy.

Dalje ¢emo pokazati, u tri koraka, da je dovoljno poznavati verovatnoce sta-
nja u pocetnom momentu 0, tj. p(0) = [p1(0)...,pm(0)] i verovatnoce prelaza
za jedan korak, tj. P(1) = [p;j(1)]mxm 1 da one u potpunosti odreduju sve
ostale karakteristike homogenog lanca Markova.

Korak 1. Za svako i,j € {1,2,...,m} i svako n, k € Ny vazi

pij(n+k) = pr n)prj(k

Poslednja jednakost zapisana u matricnom obliku glasi

[P(n+k) = P(n)P(k). |
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Ovu relaciju, koja vazi za verovatnoce prelaza, nazivamo jednac¢inama Cep-
man-Kolmogorova.

Dokaz. Primenom uopstene formule totalne verovatnoce (teorema 1.6.b) i oso-
bine Markova, imamo

pi](n+k) = P(X7L+k =85 ‘ Xo = 51) =

3

= P(Xn+k28j |Xn:ST,X0:Si)P(Xn:ST‘XOZSi):

m
=Y P(Xpix =55 | Xp=5)P(Xp =5, | Xo=s5;) =

m

= Z pzr pm

Korak 2. Za svako n € Ny vazi P(n) = P"(1).

Matricu prelaza P(1) za jedan korak obelezavatemo ubuduée sa P i nazi-
vacemo je kra¢e matricom prelaza, a njene elemente - verovatno¢ama prelaza
i oznacavac¢emo ih sa p;;. Poslednju jednakost, dakle, zapisujemo sa

’P(n) =P"  zasvako n € Ny. ‘

Dokaz. Na osnovu Koraaka 1. je
P(n)=P(n—1)P=P(n—-2P*=...=P"

i P(0) =I=P° gde je I jedini¢na matrica. O
Korak 3. Za svako j € {1,2,...,m} i svako n,k € Ny je

j(n+ k) = Zpr n)prj (k

ili u matri¢nom obliku

p(n + k) = p(n)P(k). | (6.3)

Dokaz. Primenom formule totalne verovatnoce (teorema 1.6.a) imamo

pi(n+k)=P(Xptr=5;) =
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[
NE

P(Xnqr = Sj | X = 8,)P(Xy, = 5,) = Zpr(n)prj(k)-
r=1

r=1

O

Za obelezavanje verovatnoéa stanja u momentu 0 (pocetnom momentu) umesto
oznake p(0) = [p1(0) p2(0) ... pn(0)] koristimo krac¢u oznaku

P=[p1Dp2...Dm]
i nazivamo ih pocetnim verovatnocama.

Ako u relaciji (6.3) stavimo n = 0, dobijamo

tj.
p(k) = pP*.

Sada kona¢no mozemo zakljuciti sledece:

Homogen lanac Markova X,,, n € Ny, u potpunosti je odreden ako su poznati
njegova

- matrica prelaza P = [p;;]mxm 1

- poCetne verovatnoce p = [p1 pa ... Pm).

Iz tih elemenata, na osnovu gore izlozenog, mozemo izra¢unati verovatnoce sta-
nja u svakom momentu k, verovatnoce prelaza za svaki korak n, $to, dalje, u
potpunosti odreduje sve raspodele procesa.

Ako je p(n) = p za svako n € N, homogen lanac Markova je stacionaran.
Ocigledno, radi se o strogoj stacionarnosti jer su verovatnoce prelaza neosetljive
na translaciju vremena (zbog homogenosti lanca), te ako su i verovatnoée stan-
ja nezavisne od vremena, sledi da su sve raspodele neosetljive na translaciju
vremena. Proces ¢e biti stacionaran ako vazi

m
p:pP7 t.] pizzprpri7 1'21,2,...,m.
r=1

U slede¢em primeru navodimo jedan homogen lanac Markova koji u zavis-
nosti od izbora pocetnih verovatnoéa ima osobinu stacionarnosti ili je nema.

Primer 6.8.a. Dete svakog jutra za dorucak pije ili mleko ili ¢aj. Ako je jednog
dana pilo ¢aj, slede¢eg dana sa istom verovatnoc¢om pije ¢aj ili mleko, a ako je
jednog dana pilo mleko, onda sledeéeg dana sigurno pije ¢aj. Nac¢i matricu
prelaza. Ispitati stacionarnost ovog procesa ako je pocetna verovatnoca



6.5. Homogeni procesi Markova 109

gde je si-dete pije ¢aj, so-dete pije mleko.

11
~ . _ § §
Resenje. P = [ 10 ] .

Da bismo ispitali stacionarnost, resi¢cemo jednacinu p = pP, tj.

[zl—x]z[m_x]H é]

~ . . _ 2
Resenje je x = 3.

1. Ako su pocetne verovatnoce p = [Z 1], tada je
p(n) = pP" =pPP" ! = ... =pP = p,
Sto znaci da je proces stacionaran.

2. Zap =[5 1], proces nije stacionaran jer je [2 1] jedino resenje jednacine
p =pP a.

Klasifikacija stanja lanaca Markova

e Dostizno stanje. Stanje s; je dostizno iz stanja s; ako za neko n € Ny,
pij(n) > 01 to zapisujemo sa s; — s;. Ako je s; — s; 1 s; — s;, kazemo
da su s; i s; medusobno dostiZzna stanja i to zapisujemo sa s; < s;.
Relacija < je relacija ekvivalencije i deli skup stanja S na disjunktne klase
ekvivalencije.

e Apsorbujuée stanje. Stanje s; je apsorbujuée ako je p; = 1. Ako
sistem ude u apsorbujuce stanje, nikad ne izlazi iz njega.

e Povratno i nepovratno stanje. Oznacimo sa ¢;;(n) verovatnocu da
lanac Markova iz stanja s; kraz ta¢no n koraka prvi put dode u stanje
sj. Qij = Yoo qij(n) je verovatnoca da sistem iz stanja s; bar jednom
prode kroz stanje s;. Stanje s; nazivamo povratnim ako je @;; = 1, a
nepovratnim ako je @Q; < 1. Stanje s; je povratno ako i samo ako je
>0 pii(n) divergentan red, a nepovratno ako i samo ako je Y| pii(n)
konvergentan red.

Finalne verovatnoce

Do sada smo razmotrili dve osobine koje lanci Markova mogu da pose-
duju: homogenost i stacionarnost. Oni lanci Markova koji poseduju ove osobine
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imaju znatno jednostavniju formu. Stacionarnost predstavlja invarijantnost ra-
spodele prvog i drugog reda u odnosu na translaciju vremena (podseéamo da
raspodele prvog i drugog reda u potpunosti odreduju lanac Markova), dok ho-
mogenost znaci invarijantnost verovatnoéa prelaza (znaci, uslovnih raspodela) u
odnosu na translaciju vremena. Homogen proces ne mora da bude stacionaran.

U ovom odeljku razmotri¢emo one (nestacionarne) homogene lance Marko-
va koji, kad n — oo, teze ka stacionarnom procesu. To znac¢i da kad je n
dovoljno veliko (kad sistem dugo "radi”) tada verovatnoce stanja p;(n), j €
{1,2,...,m}, teze konstanti p; koja ne zavisi od n, a verovatnoce prelaza pij(n),
i,j7 €{1,2,...,m}, ne zavise od 7 i od n, tj.
Jlim p;(n) =pj,  lim pi;(n) = pj.

Drugacije receno, uslovna verovatnoca da sistem bude u stanju s; ako je u
dalekoj proslosti bio u stanju s;, ne zavisi od s;, tj. na evoluciju lanaca Markova
daleka proslost nema uticaja.

Bez dokaza navodimo slede¢u teoremu u kojoj su dati dovoljni uslovi da
homogen lanac Markova poseduje ovu osobinu. Ova teorema je jedna od mnogih
teorema koje se bave opisanom problematikom i odabrana je zbog jednostavne
formulacije i primene.

Teorema 6.8.a. Neka za lanac Markova postoji ng €N takvo da P(ng) > 0,
tj. pij(no) >0 za svei,j € {1,2,...,m}. Tada za svako j € {1,2,...,m}

Jim_ pi; (n) = pj,
gde granicne vrednosti p;, j € {1,2,...,m}, ne zavise od i, i € {1,2,...,m}.

Verovatnoce pj, j € {1,2,...,m}, nazivamo finalnim verovatnocéama i
interpretiramo ih kao verovatnoce stanja sistema u dalekoj buduénosti, tj.

S1 S99 ... Sm
X : * * * :
> ( b1 P2 - Pm )

Matri¢ni zapis finalnih verovatnodéa je p* = [p} p5 ... p% ]

Navodimo neke elementarne posledice ove teoreme koje opisuju osobine fi-
nalnih verovatnoéa pod uslovom da finalne verovatnoée postoje.

e Finalne verovatnoce mogu se izraCunati iz sistema jednacina

m
=1

> op=1
j=1
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e lim P" =P*  gde je P* matrica ¢ije su sve vrste jednake p*.
n—oo

e Akojeq=1[q1¢2-..qm]), gde je ¢; >0, > " ¢; =1, onda

lim qP"™ = p*.

n—oo

e Ako je p(0) = p*, onda je lanac Markova stacionaran, tj. p(n) = p* za
svako n € N.

Primer 6.8.b. Pokazati da lanac Markova opisan u primeru 6.8.a. ima finalne
verovatnoce i nadi ih.

Resenje. Kako je P? > 0, zadovoljeni su uslovi teoreme 6.8.a. te postoje

finalne verovatnode p* = [p} p3]. Nalazimo ih iz sistema jednacina

1 1
Pl = gpi +p3, Dy = ipi,

(M

pajep; =32, p5=

6.5.2. Homogeni procesi Markova

U odeljku o lancima Markova razmatrali smo razvoj sistema X,,, n € Ny,
u diskretnim momentima 0,1,2,.... Cesto se u praksi sreéemo sa sistemima
Markova koje je vazno pratiti tokom neprekidnog vremenskog intervala [0, c0).
Matematicki model koji opisuje tu vrstu sitema je proces Markova X; sa nepre-
kidnim parametrom (vremenom) ¢ € [0, 00).

U ovoj knjizi baviéemo se jednostavnijom formom ovih procesa. Pretpostavicemo
da je
e skup stanja S = {s1, $2,. .., 8m} konacan skup,
e proces Markova homogen (verovatnoée prelaza su neosetljive na translaciju
vremena).
Svojstvo Markova je tada iskazano sa:

Proces X;, t € [0,00), je (homogen) proces Markova ako za sve realne
0<ty<t1 <...<t<hisve s;,si,...,5,5; €S vazi

P(XhZSj ‘Xto :Sio,th ZSZ‘17...7Xt:Si):
:P(Xh:Sj ‘Xt:Si)ZP(Xh,t:Sj|X0:Si).
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Verovatnoée P(X; = s;), da se sistem u momentu ¢ nalazi u stanju s;,
nazivamo verovatno¢ama stanja i oznacavamo ih sa p;(¢),7 € {1,2,...,m},
ili u matriénom obliku sa p(t) = [p1(t) p2(t) ... pm(t)].

Verovatnoée P(Xp4te = s; | X = s;), da sistem iz stanja s; u momentu
h prede u stanje s; u momentu h + ¢, nazivamo verovatnoc¢ama prelaza i
oznacavamo ih sa p;;(t), 4,7 € {1,2,...,m}, ili u matricnom obliku

P(t) = [pij(t)]mxm'
Analogno kao u sluc¢aju lanca Markova, izvodimo slede¢a pravila

e Proces Markova je u potpunosti odreden
- pocetnim verovatnoéama p(0) = [p1(0) p2(0) ... pm,(0)],
- verovatno¢ama prelaza P(t) = [pij(t)]mxm, t € [0,00).

1, i=5 B o .
e p;;(0) { 0, itj tj. P(0) =1, gde je I jedini¢na matrica.

e Vaze jednacine Cepman-Kolmogorova: za svako ¢, h € [0, 00) i svako
1,7 €41,2,...,m}

pii(t+h) = pi(hpr;(h) ili |P(t+h) = P)P(h)]
k=1

e Za svako t,h € [0,00) isvako j € {1,2,...,m}

m

pi(t+h) =Y pe®pr;(h), ili |p(t+h)=pt)P(h) |
k=1

e Ako postoji ty € [0, 00) takvo da je P(tg) > 0 (5to znaci da p;;(to) > 0 za
sve i,7 € {1,2,...,m} ), tada za svako j € {1,2,...,m}

t—o0

m
lim p;;(t) = p; € (0,1), Zp;k =1
j=1
Verovatnoce p* = [p} p} . ..pk ] nazivamo finalnim verovatnoéama.

Uz pretpostavku da su funkcije p;;(t) neprekidne za t € [0,00), uvodimo
nove elemente koji ¢e blize odrediti proces Markova. Oznac¢imo sa A;;, %,j €
{1,2,...,m}, desni izvod u tacki 0 funkcije p;;(t), tj.

dpi; )| _ o, Pu(0+ At —pi(0)

Aij = ———= = 1 .
“ dt |,_, At—0t At
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Matri¢ni zapis koeficijenata \;; je

dP(t
A =Njlmxm, A=P(0)= *) .
dt |,
Ako A;; € R za sve i,j € {1,2,...,m}, tada proces Markova nazivamo

konzervativnim i ubuduée se bavimo samo ovom vrstom procesa.

Osobine koeficijenata \;;, i,7 € {1,2,...,m}

e Zasvako i,j € {1,2,...,m}, i # j, za male At > 0,
(kad At — 0), vazi

pij(At) = \ijAt, ’pu(At) ~ Nt + 1. ‘

Dokaz.
LJ At 3 .
£ a Pi(AD) =i (0) _ { Pl i
g~ T AL
At i=1
odakle je za

(6.4)

e Zasvei,j€{l1,2,...,m}, i+#j, vaz

’/\u‘SQ AijZO-‘

Svi elementi van glavne dijagonale matrice A su nenegativni, a na glavnoj
dijagonali su nepozitivni.

Dokaz. Kako je At > 0, 0 < p;;(At) < 1, na osnovu prethodne osobine,
vazi da je >\ii < 0, )\” > O, 1 75 ]

e zasvei€ {1,2,...,m} je

m

Z )\ij = 07
j=1

zbir elemenata bilo koje vrste matrice A jednak je 0.

Dokaz. Znamo da je Z;n:l pi;(t) = 1. Nalazenjem izvoda u ¢t = 07 leve i
desne strane jednakosti, dobijamo

d Z;ﬂzl pi; (t)

di =0 = Z)\w:o

t=0+ j=1
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e Uz neke uslove regularnosti vaze sistemi diferencijalnih jednacina Kol-

mogorova (obrnuti i direktni), tj. za sve 4,5 € {1,2,...,m} i svako
t € [0, 00) vazi

P =Y P 1 Pl = D iy (0):
k=1 k=1

Matri¢ni zapis je dat sa

P'()=P@H)A,| |P'(t)=AP() |

U oba slucaja imamo pocetni uslov P(0) = I, gde je I jedini¢na matrica.
Dokaz. 1z jednacina Cepman Kolmogorova, nalazenjem izvoda po h za
h = 0, dobijamo

d

= P (t)P(h)

P'(t) = P(t)P'(0) = P(¢)A.
Analogno, nalazenjem izvoda po t za t = 0, imamo
d d

ZP(t+h)| = PP

d
—P(t+h

h=0

t=0
P'(h) = P'(0)P(h) = AP(h).

t=0

Za svako j € {1,2,...,m} isvako t € [0, 00)

m
Pi(t) =Y prt)Aj, ili | P/(t) = p(t)A. (6.5)

k=1
Ako su p* = |[p} pi...p;] finalne verovatnoée, tada za sve
je€{1,2,...,m}, uz pretpostavke o izmenljivosti grani¢nih procesa, imamo

m
S =0 o)
k=1

Dokaz. Kad u diferencijalnim jedna¢inama Kolmogorova t — oo, dobijamo

lim pj;(t) = lim > pik() Mg,
k=1

t—o00

m

;) =0=>_piA;-

k=1

Ako su pocetne verovatnoce p(0) = [p1(0) p2(0) ... pm,(0)] jednake finalnim
verovatnotama p* = [pi p; ...pk ], tada je proces Markova stacionaran.
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6.5.3. Lanci i procesi Markova sa prebrojivim brojem stanja

U odeljcima 6.8.1. i 6.8.3. bavili smo se lancima i procesima Markova sa
kona¢nim brojem stanja S = {s1, $2, ..., $m }. Koristimo istu tehniku i izvodimo
analogne zakljucke u sluc¢aju procesa Markova sa prebrojivim brojem stanja, S =
{s1,82,...,8m,...}. Netemo detaljno obrazlagati ovaj slucaj, nego navodimo
dva primera kao ilustraciju obrade takvih procesa.

Proces radanja i umiranja

Proces radanja i umiranja sluzi kao model za opisivanje raznih prirodnih,
tehnickih, drustvenih sistema, a ime ovih procesa je ostalo od prvobitne primene
u opisu bioloske populacije. Naime, zamislimo bioloski sistem kod kojeg stanjem
sistema X; u momentu ¢ smatramo broj jedinki u momentu ¢t. Skup stanja
sistema je S = {0,1,2,...}. Neka, dalje, X; bude homogen proces Markova sa
sledeé¢im osobinama

e Ako je sistem u stanju n u momentu ¢, verovatnoca prelaza u stanje n + 1
u momentu ¢t + At, za malo At > 0, priblizno je jednaka A, At. Brojeve
An nazivamo brzinama radanja.

e Ako je sistem u stanju n u momentu ¢, verovatnoca prelaza u stanje n — 1
u momentu ¢t + At, za malo At > 0, priblizno je jednaka p,At. Brojeve
L, Nazivamo brzinama umiranja.

e Ako je sistem u stanju n u momentu ¢, verovatnoca da Ce ostati u istom
stanju m» u momentu t + At, za malo At > 0, priblizno je jednaka
1 — (A + pn)At.

e Sve ostale verovatnoce prelaza priblizno su jednake 0 (znac¢ajno su manje
od gore navedenih verovatnoca, tj. predstavljaju beskonac¢no male veli¢ine
u odnosu na At kad At — 0).

Navedene uslove zapisujemo sa:

poo(At) = 1 — AgAt,
Drn(At) = 1 — (A + pin) AL, ne{l,2,...},

Pront+1(AL) = A\, AL, n e {0,1,...},
DPnon—1(AL) & ppAt, ne{l,2,...},
Pk (AL) = 0, n,ke{l,2,...}, In—k| > 1.

Na osnovu relacije (6.4) dobijamo

-0 Ao 0 0
w1 =L — A1 0
A= 0 o —A2 — 2 A2

0 0 H3 —A3 — 13
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a na osnovu relacije (6.6) dobijamo sistem algebarskih jednacina
—Aopp + papy = 0,

/\n—lp:z—l - (/\n + :un)p;i + :un-‘rlp:z—i-l =0, ne {17 2,.. } )
po+pi+...=1,

iz kojeg nalazimo finalne verovatnocée. Iz rekurzivnog sistema jednacina, sve p,
n € {1,2,...}, izrazimo pomocu pg,

AOAL - A1
pl=———"pi mne{l2,...},
" Hip2 - - - tn 0 { )

i to zamenimo u poslednju jednacinu,

Ocigledno, poslednji izraz ima smisla jedino u slucaju kad red

Mo Ao AoAs - An
Ao Aod L AoAL A

1+ + - (6.7)
H1o pap2 B2 - - fn
konvergira. Ako je njegova suma jednaka A, tada
o _ AoAL A 1

po = (6.8)

b pn .
B2« by A

o | =

Ukoliko je g, =0, n € {1,2,...}, dobijamo proces Cistog radanja, a ako je
An =0, n€{0,1,2,...}, imamo proces €istog umiranja.

Poasonov proces (primer 6.4.a) je proces Cistog radanja (Sto znaci da je
proces Markova) kod kojeg je A, =X >0, n € {0,1,2,...}, i matrica A je

A A 0
0 A A 0
A=1 0 0 -2 A

U slucaju da je u procesu radanja i umiranja populacija bioloskog sistema
ogranic¢ena na k jedinki, matrica A ima oblik

—Xo Ao 0 0o ... 0 0 0
125} —>\1 — K1 )\1 0 e 0 0 0
0 2 —)\2 — M2 )\2 e 0 0 0
A= : : : :
0 0 0 0 [ Mk—1 7)\1@_1 — k-1 Ak—l

0 0 0 0 0 M — Uk
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i finalne verovatnocée uvek postoje,

* 1 *7)‘0 -)\n—l]-
pO* B’ pnf L i B; (69)
gde je
A Ao Ak
B=1+204 42001 (6.10)
M1 H1 Mk

Sistemi masovnog usluzivanja ili redovi ¢ekanja

Jednostavan sistem masovnog usluzivanja je prikazan Sematski na donjoj
slici

dolazak . : —_. | odlazak
—— | red cekanja‘ — ’usluzwanje —

Klijenti dolaze slu¢ajno i bivaju usluzeni odmah ako u sistemu postoji slobodno
mesto za usluzivanje, a staju u red ako su sva mesta zauzeta. Po zavrsetku
usluzivanja odlaze iz sistema. Postoje razni sistemi usluzivanja u zavisnosti od

e procesa koji opisuje dolazak,
e mehanizma servisiranja (broj mesta za usluzivanje, duzina usluzivanja,. . . ),

e duzina reda (0-sistemi sa otkazom, k-sistemi sa kona¢nim redom ¢ekanja,
oo-sistemi sa beskona¢nim redom ¢ekanja).

Sistem M|M|1|oo

Kao prvo, detaljno opisujemo sistem sa jednim mestom za usluzivanje, beskona¢nim
redom cekanja, Poasonovim potokom trebovanja i eksponencijalnom duzinom
usluzivanja (u oznaci M|M|1|o0).

Kako je za odredivanje karakteristika ovog procesa bitno njegovo ponasanje
u vremenskim intervalima (¢,t 4+ At) male duzine (kad At — 0), razmotriéemo
prvo §ta se dogada sa novim trebovanjima i usluzivanjem kad je At malo.

e Pretpostavimo da je potok trebovanja Poasonov proces. Tada su bitne
navedene tri ¢injenuce:

1. Sluéajni proces Ya; koji predstavlja broj novih klijenata (trebovanja)
u intervalu (¢,¢ + At), ¢t > 0, At > 0, ima Poasonovu P(AA?)
raspodelu, tj.

k
P(YAt _ k) _ (AAt) efAAt

= . ke{0,1,2,...}.
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2. Videli smo (primer 6.4.a) da je tada

P(Ya; = 0) ~ 1 — AAt,
P(Ya, = 1) & AAt,
P(Yar=k) =o(At) ~0, ke{2,3,...}

§to znaci da tokom kratkog vremenskog intervala vrlo verovatno nece
biti nijednog novog trebovanja, jedno trebovanje ¢e se dogoditi sa
malom verovatno¢om, a viSe od jednog ¢e se dogoditi sa zanemarljivo
malom verovatno¢om u odnosu na prethodna dva slucaja.

3. Vreme izmedju dva uzastopna trebovanja (izmedju dolaska dva uza-
stopna klijenta) ima eksponencijalnu £(\) raspodelu ($to je pokazano
u primeru 6.4.b). To znaci da je A~! jednako ocekivanoj (srednjoj)
vrednosti vremena koje protekne izmedju dva uzastopna trebova-
nja (izmedju dolaska dva uzastopna klijenta). Jasno da A mozemo
interpretirati kao ocekivanu (srednju) brzinu pristizanja trebovanja,
odnosno kao ocekivani (srednji) broj novih trebovanja u jedinici vre-
mena.

e Pretpostavimo da duzina usluzivanja T na mestu za usluzivanje ima ek-
sponencijalnu &(u) raspodelu. Za dalji postupak bitne su navedene tri
Cinjenice:

1. ako usluzivanje nije zavrseno do momenta t, verovatnoc¢u da ¢e biti
zavrseno do momenta t + At, nalazimo iz

Pt <T<t+At)

P(T<t+At|T>t)= BT 0 =

bt nltt D)
= =1—e " x uAt,

2. ako usluzivanje nije zavrseno do momenta ¢, verovatnoc¢u da neée biti
zavrSeno do momenta t + At, nalazimo iz

P(T>t+At,T >t)

PT>t+At|T>t) = PT>1) =

1— (1 — e nt+an)

= e MO 1 — AL
1-(1—enty °© a

3. Kako slu¢ajna promenljiva koja predstavlja vreme usluzivanja ima
eksponencijalnu €(u) raspodelu, ocekivana (srednja) vrednost vre-
mena usluzivanja jednaka je p~!. Analogno kao za A, parametar p
jednak je ocekivanoj (srednjoj) brzini usluzivanja na jednom mes-
tu za usluzivanje, odnosno ocekivanom (srednjem) broju usluzenih
klijenata na jednom mestu za usluzivanje u jedinici vremena.
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Neka je X;, t € [0, 00) sluc¢ajni proces ¢ija je vrednost u momentu ¢ jednaka
broju trebovanja (klijenata) u sistemu (zbiru trebovanja ili klijenata u redu
¢ekanja i na mestu za usluzivanje). To znaéi da je skup stanja sistema X; skup
§=1{0,1,2,...}.

Na osnovu gore izlozenog, mozemo izvesti verovatnoce prelaza p;;(At).

pQO(At) = P(Xt+At = OlXt = O) ~1— M\At.
Ako jei € {1,2,...}, tada

pi,ifl(At) = P(XtJrAt =1— 1|Xt = ’L) ~ /JAt(l — )\At) ~ MAt

Ako je i € {0,1,...}, tada
Diit1(A) = P(Xpynr =1+ 1| X, = 1) = (1 — pAt)AAL = NAL,
a ako je 4,7 € {0,1,...}, |i—j| > 1, tada
pij(At) = P(Xiyar = j|X¢ = 1) = o(Al) ~ 0.
Kako je

poo(At) ~1-— )\At,
pii(At) = 1 — (A + p)At, ie{l,2,...},

Pii+1(At) = AAL, i€{0,1,...},
pii—1(At) &~ pAt, ie{1,2,...},
pz,](At) %O(At)7 Zaje {Oala"'}’ |Z_]| > 1a

primenom formule (6.4), dobijamo matricu A

“A A 0 0
Lo=A—p A 0

Aol O o A—p A
0 0

Vidimo da ovaj proces predstavlja proces radanja i umiranja gde je A\, = A,
tn = p, n € {0,1,...}. Iz (6.7) dobijamo da je egzistencija finalnih verovatnodéa
p* uslovljena konvergencijom geometrijskog reda

A A2 ‘X’()\)k
I+=+5+...= Z) .
Lt >

k=0 H
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Ako je %L < 1 (tj. ako je A < u, Sto znaci da je brzina pristizanja trebovanja

manja nego brzina usluzivanja), tada je suma reda Jednaka , te je na osnovu
(6.8)
A AF A
pp=1——, pZ:(l—), ke{1,2,...}.

0 u ik u
To znaci da ako sistem dugo radi, verovatnoca da je sistem besposlen jednaka
jepy =1— %, ada Ce biti k-1 klijenata u redu ¢ekanja plus jedan na mestu za
usluzivanje, Jednaka jepr = 2—’,: (1 — %) , ke{l,2,...}.

Sistem M|M |k|oco

Ako sistem za usluzivanje ima k mesta za usluzivanje, a svi ostali uslovi su
isti kao u prethodno opisanom sistemu, tada takav sistem skrac¢eno obelezavamo
sa M|M|k|oo i matrica A ima oblik

-2 A 0 0o ... 0 0 0
L o—A—p A 0 ... 0 0 0
0 2u “A—=2p A ... O 0 0
A . . . . : . : 7
0 0 0 0 kp —XA—ku A
0 0 0 0 ... 0 ku —A—ku

§to pokazuje da se i u ovom slucaju radi o sistemu radanja i umiranja, gde je

A=A, ne{0,1,...},
Hn = T, n€{1727"'7k}7
n =ku, nel{k+1,k+2,...}.

1z (6.7) zaklju¢ujemo da postojanje finalnih verovatnoca zavisi od konvergencije

reda ) . . )
A1 /A 1 /A LAY =/ AY)
1 Z —_ | Z —_(Z AN
+u+2'<u>+ +k'(>+k!<u) ;(’W)
Poslednji red konvergira samo ako je ,% < 1. U tom slucaju njegovu sumu
oznac¢imo sa A. Kako se radi o geometrijskom redu, dobijamo

Iz (6.8) izratunavamo finalne verovatnoce

Po = 7 (6.11)

o |
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Pn =y <u> po, n€{l,... Kk}, (6.12)
. 1 A\ "™ .
P = e ) P nel{k+1,k+2,.. .} (6.13)

Sistem M|M |k|r

Ako sistem za usluzivanje ima k mesta za usluzivanje i r mesta u redu ¢ekan-
ja, a svi ostali uslovi su isti kao u prethodno opisanim sistemima, tada takav
sistem skrac¢eno obelezavamo sa M |M|k|r. Matrica A je formata k4+r+1 i ima
oblik

- A 0 0 ... 0 0 0
nwo=A—p A 0 ... 0 0 0
0 2u —“A—=2p A ... 0 0 0

A= : : : : : : : ;
0 0 0 0 ... ku —XAX—ku X

| 0 0 0 0 ... 0 ku —kp |

Sto pokazuje da se i u ovom slucaju radi o sistemu radanja i umiranja gde je

A=A, ne{01,...;k+r}
tn =np, ne{l,2,...,k},
n =kp, ne{k+1L,k+2,...;k+r}

Finalne verovatnoée uvek postoje i koristeéi formule (6.9) i (6.10), dobijamo

M" 1
pn:() ﬁ’ n6{0,17...,k}7

y2
_ (A ' ! k+1,k+2 k
Pn = ; ane{ + ) + sty +T}7

gde je
i .
=0 2 SRS 3 ki
Primer 6.8.c. Telefonskom vezom izmedju mesta A i B moze se obavljati 3 rez-
govora istovremeno. Prose¢no trajanje razgovora je 2.5 minuta. Ima prosecno 48
zahteva za uspostavljanjem veze na sat. Uz pretpostavku da se radi o M|M|3|0
procesu usluzivanja naéi
1. finalne verovatnoce,

2. verovatnocéu da su sve veze slobodne,
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3. verovatnoéu da su sve veze zauzete,

4. ocekivani broj neusluzenih zahteva u toku jednog dana.

Resenje. 1. Uz pretpostavku da se radi o M|M]|3|0 procesu usluzivanja,
parametar A\ jednak je prosecnom broju novih zahteva u jedinici vremena a p
proseénom broju razgovora koji se obave na jednoj liniji u jedinici vremena.
Ocito da A i u zavise od jedinice vremena koju proizvoljno definiSemo. Ako je,
recimo, jedinica vremena jednaka 1 sat, tada je A = 481 y = 24. Ako je jedinica
vremena jednaka 2.5 minuta, tada je A = 2 i p = 1. Parametri A i p ocigledno
direktno zavise od izbora vremenske jedinice, ali njihov odnos (koli¢nik ﬁ) ne
zavisi. Izbor vremenske jedinice ne uti¢e na rezultat ispitivanja. Ukoliko je
vremenska jedinica 2.5 minuta, dobijamo matricu A

-2 2 0 0
1 -3 2 0
A= 0o 2 -4 2
0 0 3 -3
1. ResSavanjem sistema jednacina
4 =0
2p5 —3pi +2p5 =0

2p7  —4ps; +3p; =
2p5 —3p; =0
Py  +pi +p3 +p3 =1,

gde je p* = [p p} p3 p3] dobijamo p* = [ & 5 15].
* 3
2. pO = 19°
3. p3 = 1%.

4. Ocekivani broj trebovanja tokom jednog sata je 48, a tokom 24 sata je
48-24 = 1152 , te je ocekivani broj neusluzenih zahteva jednak p3-1152 ~
242.

Primer 6.8.d. U zdravstvenu ustanovu koja ima samo jednog lekara dolazi
prosecno jedan pacijent svakog sata

1. Koliko se vremena prose¢no sme lekar baviti jednim pacijentom ako zeli
da verovatnoca da u redu ¢eka vise od 4 pacijenta bude manja od 0.057

2. Koliko je u tom slucaju ocekivano vreme koje ¢e lekar provesti bez paci-
jenata tokom 10-Casovnog radnog vremena?

3. Koliko je ocekivani broj pacijenata u ustanovi?
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Resenje. Ocito da se radi o sistemu M|M|1|oo gde je A = 1, a u je nepoznato.
Tada je

-1 1 0 0
v —1—p 1 0
A= 0 I —1—pn 1 ’

0 0 n —1—pu

1 1 1
pp=1——, p*:(l—),k’e 1,2,...}.
0 L k /ﬂ“ L { }

1. Podsetimo da pj predstavlja verovatno¢u da u sistemu (u ordinaciji + u
¢ekaonici) ima k pacijenata. Iz uslova

pr < 0.05 = — <1> <0.05 =

oo

1 1 1\" 1 .
< 1==) (=) <0,05 = — <0,056 = u®>1,64
w w) =\ p

dobijamo da je pu ~ 1.64. Tada je prosec¢na duzina usluzivanja jednaka
i ~ 0.61 sata.

2. Tokom 10-¢asovnog vremena lekar ¢e provesti proseéno 10 - p§ = 10- (1 —
0.61) = 3.9 sati bez pacijenata (besposlen).

3. Pacijenti u ustanovi su pacijenti u ¢ekaonici plus pacijent u ordinaciji.
Kako je pj, verovatnoc¢a da u ustanovi ima proseéno k pacijenata, to je
ocekivani broj pacijenata u ustanovi jednak

o0 oo

1 1
> k—(1- ;) ~ 1.55.

k=0 k=0 H

(]
)
I

Primer 6.8.e. U jednoj fabrici postoji veliki broj istovrsnih uredjaja. Njih
odrzavaju tri majstora. Ustanovljeno je da se uredjaji kvare prose¢cnom brzinom
dva uredjaja na sat. Majstor popravi uredjaj za prosecno jedan sat rada. Uz
pretpostavku da se radi o M|M|3|oco sistemu usluzivanja, naéi verovatnoéu da

1. su svi majstori slobodni ,
2. su svi majstori zaposleni,

3. na poravak ¢eka viSe od jednog uredjaja.
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Resenje. Navodimo odgovarajuéu matricu A i sistem jednacina

-2 2 0 0
1 -3 2 0
0 2 -4 2 .-

A=l 0 0 3 5 2 ’
0 0 0 3 -5 2

—2p5  +pi =0

2p5  —3pT 423 =
2p7  —4p5  +3p3 =
2p;  —dp3 +3py =0
Py +PT APy =1
Iz (6.12) i (6.13) dobijamo A =9, te je
L p5 =3,

2. 1-p—pi-p=l-5-3-3=3

3. 1—p§—pi—ps—ps—ps =25
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Prilog 1

Matematicke formule

I Sume

Naveséemo neke sume redova koriséene u ovom kursu. Po definiciji, za sve
keN, aeR\{0,1,---,k—1}

- (84) . (2) _ a(a—1).-l-€!(a—k+1)_

U slucaju beskonac¢nih suma naznacena je oblast konvergencije.

1. Zkfniﬂ n € N.

1)(2 1
B EEES

3. iy = (x4 9y)", neN, x#0, 0.
kz(]<k> y (x+y)" #0, y#

1

e (_1)kx2k+1

6. ———— =yi R.
,;J (2k+1)! sinx, I E€
> (—l)kx%
7. ~——— =cosz, z€R.
> G
8. Z <Z>xk =(1+2z) aeR\Np, -l<z<l
k=0
= xF
9. ) (~1 k“ =In(l+z), -1<z<l.

k=1
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IT Gama funkcija

Gama funkcija, I'(a), a > 0, je definisana sa
I'(a) :/ 2 e "dx, a>0.
0
Osobine gama funkcije:
1. T(a+1) =al(a)
2. (1) =1
3. T(1/2) = /7
4 T'(n+1)=nl, neN

IIT Beta funkcija

Beta funkcija se obelezava sa B(a,b), a > 0,b > 0 i definisana je sa
1
B(a,b) = / 2711 —2)" Yz, a>0,b>0.
0

Ona je povezana sa gama funkcijom na sledeéi nacin

_ I(a)l'(b)
Bla.b) = vy
IV Kombinatorne formule

1. Broj permutacija od n elemenata P(n) = nl.

2. Broj varijacija od n elemenata klase & Vi (n) =

(n—k)!
3. Broj varijacija sa ponavljanjem od n elemenata klase k& Vj(n) = n*.

4. Broj kombinacija od n elemenata klase k. Ci(n) = (7).
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ljive, 56
dogadaj, 12
elementarni, 12
nemoguc, 12
siguran, 12
skoro nemogué, 16
skoro siguran, 16
suprotan, 12
dvodimenzionalna slu¢ajna promenlji-
va, 33
diskretnog tipa, 43
neprekidnog tipa, 69

elementarni dogadaj, 12

formula totalne verovatnoce, 23
funkcija raspodele, 29, 34
n-tog reda, 92
drugog reda, 92

dvodimenzionalne slu¢ajne promen-
ljive, 34

marginalna, 34

prvog reda, 92

uslovna, 45, 72

gama funkcija, 127
gustina, 62
dvodimenzionalne slu¢ajne promen-
ljive, 69
marginalna, 70
uslovna, 73
gustina raspodele verovatnoca, 62

hipoteze, 22

indeksni skup, 92
inverzna slika, 28

jednacine @epman—Kolmogorova, 107
jednacine Cepman-Kolmogorova, 112

k-ta statistika poretka, 79
koeficijent korelacije, 56
konvolucija, 77
korelaciona funkcija, 93
kovarijansa, 56
kovarijansna funkcija, 93

lanac, 92
Markova, 104

maksimum uzorka, 78
marginalna funkcija raspodele, 34
marginalne gustine, 70
marginalne verovatnoce, 44
marginalni zakon raspodele, 44
matematicko ocekivanje, 51, 80
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pocetnih verovatnoca, 108
prelaza, 106
meSoviti moment, 56
medijana, 52, 80
minimum uzorka, 78
modus, 52, 80
moment
centralni, 54
meSoviti, 56
reda k, 54

nejednakost Cebiseva, 85

nekorelirane slucajne promenljive, 51
neprekidna slucajna promenljiva, 62
nezavisne slu¢ajne promenljive, 47, 73
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ocekivanje, 51, 80
obi¢ni moment reda k, 54

parametarski skup, 92
potpun sistem dogadaja, 22
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proces
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sa nezavisnim prirastajima, 95
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stanje
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dostizno, 109
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stacionaran, 96
Markova, 108
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teorema Moavr-Laplasa, 89
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unija dogadaja, 12
uslovna funkcija raspodele, 45, 72
uslovna gustina, 73
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uslovna verovatnoca, 19, 45
uslovni zakon raspodele, 45
uslovno matematicko ocekivanje, 58

verovatnoca
marginalna, 44

verovatnoca, 14
uslovna, 45

verovatnoce
finalne , 110
pocetne, 108, 112
prelaza, 104, 112
stanja, 105

zakon raspodele
marginalni, 44
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dvodimenzionalne slucajne promen-

ljive, 43

uslovni, 45
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Cebiseva, 88
Bernulijev, 87
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