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1 Trodimenzionalni prostor

1.1 Osnovni pojmovi - 3D prostor, neke osnovne funkcije dve promenljive

Grafik funkcije y = f(z) je skup tacaka (x,y) € R? koje zadovoljavaju dato pravilo preslikavanja. To znaéi da
smo grafik funkcije jedne promenljive predstavljali u dvodimenzionalnom (pravouglom, Dekartovom) koordinatnom
sistemu. Ovaj sistem odreden je dvema uzajamno ortogonalnim koordinatnim osama.

Grafik funkcije z = f(z,y) je, analogno, skup tacaka (z,y, z) € R3 koje zadovoljavaju dato pravilo preslikavanja.
Grafik funkcije dve nezavisne realne promenljive naziva se povrs i prikazuje se u trodimenzionalnom (3D) pravou-
glom koordinatnom sistemu. Ovakav koordinatni sistem, sa tri uzajamno ortogonalne koordinatne ose, prikazan je
na Slici 1.
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Slika 1:

Tacka P(x,y, z) je proizvoljna tacka 3D prostora, a x, ¥, z su njene koordinate i odgovaraju, redom, projekcijama
tacke P na koordinatne ose x, y i z. Takode, tacke @, S, i R su, redom, projekcije tacke P na koordinatne ravni
xy, xz 1 yz. Uotimo da sve tacke zy-ravni imaju koordinate oblika (x,y,0), da sve tacke zz-ravni imaju koordinate
oblika (z,0, z), i da sve tacke yz-ravni imaju koordinate oblika (0, y, z). Karakteristika tacaka x-ose je da su oblika
(2,0,0), tacke y-ose su oblika (0, y,0), a tacke z-ose su oblika (0, 0, z). Koordinatni pocetak se uobi¢ajeno obelezava
sa 0(0,0,0).

Rastojanje izmedu tacaka P;(x1,y1,21) 1 Pa(x2,ys, 22) racuna se pomocu formule

d(P1, Py) = /(2 — 1)? + (y2 — y1) + (22 — 21)2 .
Prikazacemo graficki neke skupove tacaka. Naglasavamo da nismo u mogucnosti da predstavimo prostor R" za
n > 3, pa Ce se, u skladu sa tim, i nasi naredni primeri odnositi na jedno-, dvo- i trodimenzionalne prostore.
Primer 1.1. Prikazati graficki skup tacaka koji zadovoljava uslov x =3, u R, v R? i u R3.

Resenje: Kao sto ¢emo se upravo uveriti, graficki prikazi skupova tacaka koji zadovoljavaju navedeni uslov
x = 3 se znacajno razlikuju u zavisnosti od toga u kom prosturu ih posmatramo.
U R trazeni skup sadrzi samo jednu tacku, kao $to je prikazano na Slici 2(levo).



U prostoru R? trazeni skup tacaka ima koordinate oblika (3,%) i obrazuje pravu normalnu na z-osu, kao §to je
prikazano na Slici 2(sredina).

Konaéno, u prostoru R® datom jednaéinom je odredena ravan paralelna sa yz-ravni, kao §to je prikazano na
Slici 2(desno). Ove tacke imaju koordinate oblika (3,y, z), odnosno proizvoljnu vrednost druge i treée koordinate.
Na taj nacin opisuju prikazanu ravan.
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Slika 2: Skup tacaka koji zadovoljava jednac¢inu = 3 u R (levo); u R? (sredina); u R?® (desno).

Primer 1.2. Prikazati graficki skup tacaka koji zadovoljava uslov z* +y?> =4, u R? i u R3.

Resenje: Ovim primerom samo jo§ jednom naglasavamo ono $to smo prikazali prethodnim primerom. Ovde
ujedno mozemo uociti i da trazeni skup tacaka, definisan uslovom koji uklju¢uje dve promenljive, ne mozemo
prikazati u R.

Skup koji u R? zadovoljava uslov 22 + 3% = 4 predstavlja centralnu kruznicu polupreénika 2. Ovo je prikazano
na Slici 3(levo).

Za tacke prostora R3 koje ispunjavaju navedeni uslov karakteristi¢no je da njihova z-koordinata moze imati
proizvoljnu vrednost (nikakva ograni¢enja nisu postavljena). To dovodi do zakljucka da trazene tacke pripadaju
povrsi koja u preseku sa (svim) ravnima normalnim na z-osu generiSe koncentri¢ne kruznice poluprecnika 2. Ovaj
“stek” kruznica formira cilindri¢énu povrs prikazanu na Slici 3(desno).
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Slika 3: Skup tacaka koji zadovoljava jednacinu 2% + y* = 4 u R? (levo); u R? (desno).

Napomenimo jo§ i da iz prethodnog ne treba zakljuéiti da u prostoru R® ne mozemo definisati kruznicu (ili
neku drugu krivu), veé samo povrsi. Na primer, skup tacaka koji u R3 zadovoljava uslove 2 4+y>=4iz=5je
kruznica sa centrom na z-osi (u tacki (0,0, 5)), poluprec¢nika 2.

U nastavku ¢emo navesti jednacine nekih povrsi koje se veoma cesto pojavljuju u praksi i sa kojima ¢emo se
Cesto sretati. Prikaza¢emo ih graficki. Naglasavamo da je crtanje grafika funkcija dve promenljive daleko slozeniji
postupak nego onaj koji koristimo za crtanje grafika funkcija jedne promenljive (a uz to grafike funkcija sa vise
od dve promenljive uopste ne mozemo da predstavimo). Zbog toga praktiéno nikad neéemo ni pokusavati da
graficki predstavimo neku opstu funkciju dve promenljive; uglavnom éemo se, bar kad je o graficima re¢, zadovoljiti
koriséenjem manjeg skupa “poznatih” povrsi (grafika). Ovu grupu ¢ine tzv. pouvrsi drugog reda, i to samo jedan
uzi izbor ovih povrs§i. Prikaza¢emo ih u nastavku.



Napomenimo jo§ samo da je opsti oblik povrsi drugog reda
Az + By* + C22 + Day+ FExz + Fyz + G+ Hy+ Iz +J =0, (1)

pri ¢cemu su A, B, C, D, E, F, G, H, I, J konstante. Za razne vrednosti konstanti dobijaju se razliciti tipovi
povrsi.

Ravan: Prva povrs koju navodimo nije u pravom smislu povrs drugog reda, jer se dobija (samo) kada su svi

koeficijenti uz nelinearne ¢lanove u jednacini (1) jednaki nuli. Dakle, opSta jednaéina ravni je ax + by + cz +d = 0,

A z
pri ¢emu je 71 = (a, b, ¢) vektor normale na tu ravan. Segmentni oblik jednacine ravni, — + Y + — =1 omogucava

l
direktno “¢itanje” koordinata tacaka preseka ravni sa koordinatnim osama: tacke (I,0,0), (0,p,0) i (0,0,q) su,
redom, taCke preseka ravni sa z-, y-, i z-osom. Primer je prikazan na Slici 4. Ravan je data jednacinom z =

12 — 3x — 4y. Segmentni oblik, % + 3 + % = 1, pokazuje da su tacke preseka ravni i koordinatnih osa, redom,
(4,0,0), (0,3,0) i (0,0,12).

Slika 4: Grafik funkcije z = 12 — 3z — 4y; ovo je jednacina ravni.

Nivo linije povrsi: Jedan od nacina da steknemo neku ideju o tome kako povrs izgleda je da posmatramo
njene nivo-linije. Dobijamo ih kada fiksiramo vrednosti funkcije z, odnosno posmatramo krive oblika

F(z,y) =C, CeR.

Na ovaj na¢in generiSemo familiju krivih koje predstavljaju preseke posmatrane povrsi sa horizontalnim ravnima
z = C. “Stek” ovih krivih predstavlja posmatranu povrs. Za z = 0, specijalno, dobijamo presek povrsi xy-ravni.

Primer je prikazan na Slici 5, gde su naznacene nivo-linije povrsi z = v/x2 + y2. Na levoj strani Slike 5 nivo
linije su prikazane u 3D prostoru, a na desnoj strani su nivo-linije prikazane kao krive u xy-ravni; tacnije, prikazane
su projekcije nivo-linija na xy-ravan. Uz malo dodatne analize (u opStem slucaju, posmatranjem projekcija povrsi
na preostale dve koordinatne ravni, odnosno fiksiranjem vrednosti promenljivih z = 01y = 0, i/ili posmatranjem
nivo linija za koje je z = C'ili y = C), mozemo formirati kompletnu sliku o datoj povrsi. U ovom slu¢aju nije tesko
zakljuciti da je posmatrana povrs konus.

Paraboloid: Opsti oblik jednacine paraboloida je
z—c=A(r —a)® + By —b)?, za A-B>0.

Ovako je prikazan paraboloid sa osom koja je paralelna z-osi i prodire zy-ravan u tacki (a,b,0). U zavisnosti od
vrednosti koeficijenata, paraboloid moze biti elipti¢an ili kruzni (5to je odredeno oblikom nivo-linija), sa temenom
u tacki (a,b,c) koje je lokalni minimum ili lokalni maksimum. Neki primeri su dati na Slici 6. Zamenom uloga
promenljivih dobijaju se paraboloidi ¢ije su ose paralelne sa bilo kojom od koordinatnih osa.

Konus: Jednacina (dvostranog) konusa (sa osom paralelnom z-osi) je karakteristi¢nog oblika

(z =)= A%z —a)* + B*(y - b)?,



Slika 6: Grafik funkcije z = 222 + 2y — 4; ovo je jednacina kruznog paraboloida éije je teme lokalni minimum.
Jednagina z = —z% — 2y* + 6 odgovara kruznom paraboloidu koji je otvoren nadole. Jednacina z = A? z® + B? 3?
je opsta jednacina elipti¢nog paraboloida sa temenom (minimumom) u koordinatnom pocetku.

odakle se dobijaju jednacine

z=c+/A(x —a)2+ By — b)? i z=c—/A(x —a)2+ By —b)?.

Vrh konusa je tacka (a,b,c). Nivo-linije konusne povrsi mogu biti kruznice (A = B) ili elipse (A # B). Primer
dvostranog konusa sa temenom u koordinatnom poéetku je prikazan na Slici 7(levo).

Cilindar: Jednacina cilindri¢ne povrsi se prepoznaje po odsustvu jedne promenljive: opsti oblik joj je
A%(x —a)®> + B*(y—b)? =C?.
Osa ove cilindri¢ne povrsi je paralelna sa z-osom i prodire xy-ravan u tacki (a, b,0). Zamenom uloga promenljivih
mogu se generisati cilindri ¢ije su ose paralelne drugim koordinatnim osama. Ovo je elipti¢na cilindri¢na povrs ako

je A # B (nivo-linije su elipse). Kruzni cilindar se dobija za A = B (nivo-linije su kruznice). Primer elipti¢nog
cilindra ¢ija je osa z-osa je prikazan na Slici 7(desno).

Elipsoid: Opsti oblik jednaéine elipsoida je

-0 =1 (=cp
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Centar ovog elipsoida je u tacki (a,b, ), a poluose (odsecci koje formira na koordinatnim osama) su mu A, B, i
C. Ukoliko je A = B = C, jednacina odgovara sferi poluprecika A. Primer elipsoida sa centrom u koordinatnom
pocetku prikazan je na Slici 8.



Slika 7: Konusna povrs kojoj odgovara jednacina z? = A? z? + B? y? (levo). Cilindriéna povrs data jedna¢inom
r? = A% 22 + B? y? (desno).

2 2 2
Slika 8: Elipsoid sa centrom u koordinatnom pocetku i poluosama A, B, i C, dat je jednacinom % + % + % =1.

2 Visestruki integrali

2.1 Uvod: Odredeni integral funkcije jedne promenljive

Uopsti¢emo pojam odredenog integrala (skalarne) funkcije jedne promenljive, koji smo definisali i izrac¢unavali na
zatvorenom intervalu koji je podskup domena posmatrane funkcije.

Posmatrademo, prvo, skalarne funkcije vise (dve i tri) promenljivih i definisati viSestruke (dvostruke i trostruke)
integrale ovih funkcija, uzimajuéi za domen integracije neki podskup domena posmatrane funkcije. Dalje, defin-
isa¢emo integral skalarne i vektorske funkcije vise promenljivih uzimajuéi za domen integracije neku krivu koja
je podskup domena posmatrane funkcije. Tako ¢emo doéi do pojma krivolinijskog integrala (skalarne i vektorske
funkcije). Konaéno, definisa¢emo integrale skalarnih i vektorskih funkcija vise promenljivih nad domenom inte-
gracije koji je neka povrs koja je podskup domena posmatranih funkcija; na ovaj nacin definisa¢emo povrsinske



integrale (skalarnih i vektorskih funkcija).

Korisno je imati na umu definiciju odredenog integrala. I nac¢in definisanja, i na¢in izrac¢unavanja svih ostalih
inregrala ¢e se, u velikoj meri, oslanjati na ovaj osnovni slucaj. Za datu funkciju f : D C R — R, i podelu

P = {zg,x1,...,2,} (konacnog) intervala [a,b] odredenu tackama z;, i = 1,...,n, takvim da je a = z¢ < 71 <
<+ < Tpoq < T, = b, odredeni integral ove funkcije na intervalu I = [a,b] C D je definisan kao

max Ax; —0

b n
/ flayde = lim " f(a7) pa, (2)
a i=1

pri ¢emu je Ax; = x; —x;—1, 1 ¢} € [x;_1, 2], pod uslovom da navedena grani¢na vrednost postoji za svaku podelu
P, nezavisno od izbora tacaka x; i z}.
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Slika 9: Geometrijska interpretacija odredenog integrala: Rimanova integralna suma kao zbir povrsina
pravougaonika

n
Suma I(f,P)= Z f(z}) Ax; naziva se integralna (Rimanova) suma funkcije f. Geometrijska interpretacija
i=1

Rimanove sume prikazana je na Slici 9. Odredeni integral funkcije jednak je, dakle, grani¢noj vrednosti niza
integralnih suma te funkcije. Ovo ¢e, u osnovi, vaziti za sve vrste integrala koje ¢emo definisati. Postojanje integrala

(postojanje grani¢ne vrednosti) obezbedeno je uslovom da je funkcija f (podintegralna funkcija) ogranicena na
intervalu integracije I, i da na tom intervalu ima najvise kona¢no mnogo tacaka prekida. Uoc¢imo da odredeni
integral svakako postoji ako je f neprekidna funkcija na posmatranom (zatvorenom) intervalu I.

Geometrijski, odredeni integral funkcije y = f(z) na intervalu [a, b], pod uslovom da je f(z) > 0 za x € [a,b], je
jednak povrsini koju ogranicavaju grafik funkcije y = f(z) i 2-osa, izmedu pravih = a i & = b. Ukoliko je funkcija
negativna na posmatranom intervalu, povrsina izmedu krive i z-ose jednaka je negativnoj vrednosti odgovarajuceg
odredenog integrala. Ovo je ilustrovano na Slici 10.
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Slika 10: Aproksimacija povrsine izmedu grafika funkcije i z-ose, u slucaju kada je funkcija na posmatranom
intervalu negativna (levo) i u sluéaju kada funkcija na posmatranom intervalu menja znak (desno).



Uocimo da se izracunavanje navedene povrSine svodi na odredivanje zbira povr§ina n pravougaonika, ¢ije su
stranice Az; 1 f(xf), zai=1,2,...,n. Ovi pravougaonici aproksimiraju posmatranu povrsinu i intuitivno je jasno
da, sto je Ax; manje, a samim tim i $to je pravougaonika viSe, aproksimacija je sve bolja, odnosno sve manje
odstupa od stvarne vrednosti povrsine. Posmatranjem grani¢nog procesa, kada stranice Ax; pravougaonika teze
nuli (Az; — 0) (pri ¢emu broj pravougaonika neograni¢eno raste (n — o0)), dolazimo do definicije odredenog
integrala, a sa druge strane, do ta¢ne vrednosti posmatrane povrsine. Ovaj pristup primeni¢emo mnogo puta
prilikom uopstavanja integrala.

2.2 Dvostruki integral

2.2.1 Definicija, osnovne osobine i geometrijska interpretacija

Dvostruki integral ¢emo, ba$ kao i odredeni, definisati kao grani¢nu vrednost odgovaraju¢e Rimanove integralne
sume. Posmatrac¢emo ga, i izracunavati, za funkcije dve promenljive.

Neka je realna funkcija z = f(z,y) definisana nad skupom G' C R?. Neka je izvriena podela P = {G1, G, ..., G}
skupa G na n disjunktnih podskupova G;, i = 1,...,n, takvih da je G = (J!__; G;, 1 neka je u svakom od skupova
G, izabrana tacka (zF,y;) = &. Ova situacija je ilustrovana na Slici 11, za oblast G koja je pravougaona, i za jedan

odreden nacin podele. Posmatra¢emo vrednosti f(&;) = f(zf,yf),zai=1,...,n.
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Slika 11: Pravougaona oblast G i njena podela na pod-oblasti G;. U ovom specijalnom sluc¢aju oblasti G; su
kvadrati. U svakoj podoblasti bira se jedna tacka (z},y}) = &

n
Oznac¢imo sa AG; povrsinu skupa (oblasti) G;. Formirajmo sumu I(f, P) = Z f(&) AG;, a zatim posmatrajmo
i=1
grani¢nu vrednost ove sume, kada broj podskupova G; neograniceno raste, pri ¢emu povrsina svakog od njih tezi nuli.
Ukoliko ova grani¢na vrednost postoji za svaku podelu P, nezavisno od izbora skupova G; i tacaka (z*,y*) = &; € Gj,
onda je njom definisan dvostruki integral funkcije z = f(z,y) nad oblaséu (skupom) G-

//G flz,y)dA = Agng;f(fi) NG = Alcifgoiz:;f(xivyi) G (3)

Veli¢ina dA, koja se pojavljuje pod dvostrukim integralom, naziva se element povrine (“area element”) i
predstavlja meru povrine beskonaéno male oblasti u R2.

Pre svega, uoc¢imo analogiju sa definicijom odredenog integrala; jedina formalna izmena je u tome $to je f sada
funkcija dve promenljive, sa ¢im je u skladu i domen integracije, skup G, kao i njegova podela na skupove G;.



Geometrijski smisao dvostrukog integrala je uopstenje geometrijske interpretacije odredenog integrala: proizvod
f(zf, yl) AG; jednak je, za funkciju f koja je nenegativna nad skupom G, zapremini cilindri¢nog skupa tacaka (tela)
Cija je baza oblast G;, povrsina baze je AG;, izvodnica je paralelna z-osi, a visina jednaka f(z},y]). Suma ovakvih
zapremina, za ¢ = 1,...,n, aproksimira zapreminu (cilindri¢ne) 3D oblasti izmedu grafika funkcije z = f(z,y) i
xy-ravni, za (z,y) € G. Ova situacija je ilustrovana na Slici 12, za praougaonu oblast G.

Slika 12: Aproksimacija zapremine integralnom sumom.

Ukoliko se podela oblasti G na podoblasti G; vrsi tako da broj oblasti neograni¢eno raste, pri ¢emu povrsina
svake od podoblasti tezi nuli, onda dobijena suma zapremina sve manje odstupa od tac¢ne vrednosti posmatrane
zapremine. Konac¢no, u grani¢nom slucaju vazi jednakost.

Dalje, napomenimo da dvostruki integral funkcije f : D € R? — R nad oblaséu G C D, postoji ako je rub
oblasti G zatvorena, po delovima glatka kriva, a f je neprekidna funkcija nad G. Ovi uslovi obezbeduju postojanje
grani¢ne vrednosti niza integralnih suma I(f, P) i bife ispunjeni u svim primerima na koje budemo nailazili u
okviru kursa.

Vazne osobine dvostrukog integrala, koje ¢emo intenzivno koristiti u radu, su:

. //G af(x,y)dA = a/Gf(x,y)dA, za o € R;
o [ e zainaa= [[ jepaaz [[ g ia

//fxydA / fmydA—I—/ flz,y)dA, za G = G1UGs i Gy NGy =0 (izuzev, eventualno,
G2

zajednickih rubnih tacaka

(Pretpostavili smo da vazi sve §to je potrebno da prethodni integrali budu definisani.)
Uocimo da vazi: ako je f(z,y) <0 za (z,y) € G, onda je / f(z,y)dA < 0. Ovo se lako uocava posmatranjem
G

odgovarajuce integralne sume, ¢iji su svi sabirci u navedenom slu¢aju nepozitivni, pa isto mora vaziti i za grani¢nu
vrednost (odnosno, za integral). Ovu osobinu dvostrukog integrala treba imati na umu pri izra¢unavanju zapremine
oblasti: ukoliko je posmatrana oblast (delom) ispod zy-ravni, odgovarajuéi integral treba uzeti sa negativnim
predznakom!

Konag¢no, ilustrujmo navedeno jednostavnim primerom.

Primer 2.1. Koristeéi dvostruki integral izracunati povrsinu oblasti R u xy-ravni.

Resenje: Povrsina oblasti R se moze izra¢unati kao suma povrsina (beskona¢no mnogo beskona¢no malih
podoblasti) A; koje ¢ine particiju oblasti R. Ovo je prikazano na Slici 13. To znadi da je

P= lim imiz/RdA. (4)

AAT—0 4
=1
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Slika 13: Izracunavanje povrsine oblasti R koriséenjem integralne sume, odnosno dvostrukog integrala.

Dakle, dvostruki integral nad oblaséu G podintegralne funkcije f(z,y) = 1 koristi se za izracunavanje povrsine
skupa G u ravni.

Primer 2.2. Koristedi dvostruki integral odrediti zapreminu oblasti ispod grafika funkcije (povrsi) z = f(x,y) =
2 —0.5(z +y) i iznad jedinicnog kvadrata u xy-ravni.

Resenje: Jedinicni kvadrat u xy-ravni mozemo opisati kao skup tacaka
K={(z,y) eR?*|0<x <1, 0<y<1}.
Ovaj skup tacaka, kao i povrs z = f(x,y) = 2 — 0.5(x + y), prikazani su na Slici 14.

Yy
(2. y;), area = AA;

Slika 14: Oblast ispod grafika funkcije (povrsi) z = f(x,y) = 2—0.5(x +y) i iznad jedini¢nog kvadrata u zy-ravni,
Primer 2.2. Naznacen je i jedan element podele P.

Nije uvek jednostavno graficki prikazati oblast ¢iju zapreminu izra¢unavamo, ali to u mnogim jednostavnim
slu¢ajevima nije ni neophodno. Dovoljno je odrediti znak funkcije nad posmatranim domenom. U ovom primeru
lako je analiticki utvrditi da je data funkcija pozitivna nad skupom K: kako je z = 2 —0.5(x + y) linearna funkcija
dve promenljive koja predstavlja jednacinu ravni, dovoljno je utvrditi da su vrednosti funkcije u svim temenima
kvadrata pozitivne. Tada znamo da to vazi i za sve unutrasnje tacke kvadrata, odnosno da je povrs iznad xy-ravni
nad ¢itavim domenom K.

Trazena zapremina je, dakle, jednaka vrednosti dvostrukog integrala date funkcije, pri ¢emu je skup K oblast

integracije:
V= // (2—0.5(x +y))dA .
K

Izracunavanje (ovog) dvostrukog integrala, odnosno trazene zapremine, je sledeca tema kojom se bavimo.
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2.2.2 Izracunavanje dvostrukog integrala, odredivanje granica integracije

Postupak za izracunavanje dvostrukog integrala izveséemo polazeéi od jednostavnijeg, specijalnog slucaja, kada je
oblast integracije pravougaonik u xy-ravni, a zatim uopstavajuéi razmatranje na slucaj kada je oblast integracije
proizvoljan skup u zy-ravni.

1. Oblast integracije G je pravougaona oblast u xy-ravni.

Dakle, neka je
G =a,b x [c,d] = {(z,y) ER?* | a<x<b, c<y<d}.

Vrsedi podelu intervala [a, b] i intervala [c, d] kao pri izra¢unavanju odredenog integrala na intervalu, dobijamo
dva niza deobnih tacaka,

a=x0 <X < < Tp1<xp=b0 1 c=yo<yy1 < <Yn-1<Ym=4d.
Oznac¢imo
Axy =2 —ZTi—1, AY; =Yj; —Yj—1,
i odaberimo proizvoljno tacke
ri € [zicn, i), Y € [Yi-1,Y5]

Ovom podelom, pravougaonik G je podeljen na n - m disjunktnih podskupova, koji su takode pravougaonici.
Ovakva podela pravougaone oblasti G je prikazana na Slici 11. Povrsina svakog podskupa AG; jednaka je
NG =075 My;. Sada je:

[ rewia = gim S5 pag) oo,

ay;—0 j=1 j=1

n

m

= 1l li T AT WY

Az 30 4 - Ayﬂrgo;f(xwyj) vi ‘
i= j=

b=Tmax
= / h(z)dx
a

=Zmin

/ab </Cdf(x,y)dy> da

d m
h(t) =/ f(ty)dy = A?IJiIgOZf(t,y}) Ay;
c j i=1

Ovde smo koristili oznaku

da bismo lakse uo¢ili i bolje naglasili pojavu (integralne sume i) odredenog integrala funkcije jedne promenljive.

Zaklju¢ujemo, dakle, da se dvostruki integral funkcije nad pravougaonom oblaséu G izracunava uzastopnim
izracunavanjem dva integrala funkcije jedne promenljive, od kojih je svaki u konstantnim granicama. Lako
je uociti da redosled izracunavanja ovih integrala ne uti¢e na rezultat. Redosled moze, medutim, da utic¢e na
slozenost izra¢unavanja, pa je dobro uociti koji poredak integracije zahteva jednostavniji racun.

Na Slici 15 grafi¢ki je interpretiran opisani postupak izracunavanja dvostrukog integrala uzastopnim izra¢unavanjem
odredenog integrala po jednoj, a zatim po drugoj promenljivoj.

Dalje, uo¢imo i da je podela oblasti G u zy-ravni, opisana u ovom odeljku, prirodna podela u pravouglom
koordinatnom sistemu. Odatle za element povrsine dA (koji dobijamo kada AG; — 0, odnosno kada Az;,
Ay; — 0) u pravouglom koordinatnom sistemu dobijamo:

dA = dx dy = dy dx .
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Slika 15: Izra¢unavanje dvostrukog integrala nad pravougaonom oblasti integracije. Pri uzastopnom izracunavanju
odredenih integrala, prvo je fiksirana promenljiva  (levo); promenljiva y (desno).

Uzimajudi sve navedeno u obzir, zakljuéujemo da je za pravougaonu oblast G = [a,b] X [c, d]

flz,y)dA= [ f(z,y)dzdy = b df(x,y)dy dz = ' bf(xvy)dw dy . (5)
Il Il Iav av

Primer 2.3. Izracunati // (vy +y®)dA, akoje G={(z,y) eR?*|1<2<3, 0<y<l1}.
G

Resenje: Oblast integracije je pravougaona. Primenjujuéi prethodno opisani postupak, dobijamo:

//C:(wy+y3) dA //G(xy—i—y?’)dxdy
[ ([erema)as [ (Ze8) [ am [ (5] a=]
[ ([ewswac)ans [ (o)L= [ ()=

Dakle, zadatak smo resili uzastopnom primenom odredenih integrala funkcije jedne promenljive. Pri tome,
ilustrovali smo i moguénost promene redosleda integrala.

2. Oblast integracije G je proizvoljna oblast u xy-ravni.

Slucaj da je oblast integracije razlic¢ita od pravougaone je u praksi mnogo ¢eséi. Jedina razlika, medutim,
izmedu postupaka za izraéunavanje integrala za sluéaj kada je G pravougaona i kada je G opsta oblast u R?
je u odredivanju granica integracije. Odmah treba napomenuti da je za dobro odredivanje granica integracije
od velike pomodi i znacaja graficko predstavljanje oblasti integracije.

Posmatrajmo oblast G u xy-ravni, u pravouglom koordinatnom sistemu. Pretpostavimo da je
G={(z.y) R | a<ae<b, gi(z) Sy<ga(2)},

Dakle, na posmatranom intervalu [a, b] z-ose je G oblast ograni¢ena odozgo grafikom funkeije go, a odozdo
grafikom funkcije g;. U tackama x = a i x = b funkcije ¢g; i go mogu, a ne moraju, imati jednake vrednosti.
Primer ovakve oblasti G prikazan je na Slici 16.

Nas zadatak je da izracunamo // f(x,y) dx dy, za neku funkciju z = f(z,y) koja je definisana nad skupom
G

G. Ovo, kao sto je veé ranije rec¢eno, odgovara izra¢unavanju zapremine oblasti izmedu zy-ravni i grafika
funkcije f, nad skupom G. Uo¢imo da odmah mozemo da koristimo da je dA = dxdy = dydzx, s obzirom
na pretpostavku o pravouglom koordinatnom sistemu. Podelimo posmatranu zapreminu ravnima koje su

paralelne sa yz-ravni, postavljenim u tackama a = ¢ < x1 < -+ < Tp_1 < &, = b intervala [a,b] na x-osi.
Za svako fiksirano z; y-koordinate tacaka oblasti G pripadaju intervalu [g1 (2;), g2(x;)]-
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Slika 16: Oblast integracije G = {(z,y) € R? | a <z <b, gi(z) <y < go(z)}

Posmatrana zapremina je zbir zapremina dobijenih podskupova; svaki podskup je (uspravna) “prizma” ¢ija
je jedna bo¢na stranica deo povrsi z = f(z,y), a osnove pripadaju dvema uzastopnim konstruisanim ravnima.
Zapremina (V;) svake takve prizme se moze aproksimirati zapreminom “malo pravilnije prizme” (¢ije su obe
osnovice jednaki krivolinijski trapezi). Takva zapremina se izraCunava mnoZenjem povrsine osnove (B;) i
visine (H;):
g2(x4)
Vi~ H; - B; ZMi'/ f(zi,y)dy . (6)
g1 (@)

Prethodno vazi jer je baza B; svake prizme 2D oblast u ravni z = x;, izmedu krive z = f(x;,y) 1 xy-
ravni, za y € [91(2;), g2(x;)]. Pri tome, z = f(x;,y) je restrikcija funkcije z = f(x,y) za * = z; odnosno
kriva koja se dobija u preseku povrsi z = f(x,y) i ravni = x;. Kako je ravan x = x; paralelna sa yz-ravni,
povrsina posmatrane 2D oblasti je jednaka povrsini projekcije te oblasti na yz-ravan. Ova povrsina je jednaka
odredenom integralu u (6). Takode, visina H; svake prizme je jednaka rastojanju dve uzastopne tacke podele
intervala [a, b] (dve uzastopne deobne ravni), odnosno, H; = x; — 2;,_1 =Ax;.
Sada je

n n g2(w;)

VZZVi%ZA%’i'/ f(zi,y)dy,
i=1 i=1 g

1(z4)

g2(wi)
Sto je integralna suma funkcije F, (y) = / f(x;,y) dy. Dakle, za podelu intervala [a, b], za koju vazi da
g

) 1(x4)
Ar; — 0, je

n

V= // flz,y)dedy = lim F..(y) Ax;
a Ax;—0 i1

/ab Fy(y) da

[ rema)ar

Napomenimo odmah da, ukoliko je oblast integracije G pogodno opisati kao

G={(z,y) | hi(y) <z < hs(y), c<y<d},

$to odgovara oblasti prikazanoj na Slici 17, mozemo analogno izvesti formulu

V://Gf(%y)dxdy:/cd (/}::?)f(x,y)dx> dy .

Izbor formule zavisi od oblasti G; biramo onaj poredak promenljivih koji vodi ka jednostavnijem postavljanju
granica integracije i jednostavnijoj evaluaciji odredenih integrala. Cesto su oba poretka integracije pogodna.
Bitno je uociti da je spoljasnji integral (onaj integral koji poslednji racunamo) uvek u konstantnim granicama.
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Slika 17: Oblast integracije G = {(z,y) | h1(y) <z < ha(y), c¢<y <d}.

Konacno, uo¢imo da oblast G moze biti takva da je nije moguce opisati ni na jedan od navedenih nacina,
odnosno, da ne postoje dve krive za koje vazi da je G u celini ispod (levo od) jedne od njih, a iznad (desno od)
druge od njih. U tom slu¢aju je uvek moguée podeliti G na disjunktne podskupove tako da za svaki od podskupova
navedeni uslov vazi i opisani postupci se mogu primeniti. Integral nad G je tada jednak zbiru integrala nad
(disjunktnim) podskupovima od G. U narednim primerima ilustrova¢emo neke od opisanih postupaka.

Primer 2.4. Izracunati // zy dxdy, ako je G oblast ogranicena x-osom i grafictima funkcijay = x+1 za x < 0
G
i y=1-22z2a2>0.

Resengje: Oblast G je prikazana na Slici 18.

15

05

0
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Slika 18: Oblast integracije G u Primeru 2.4.

Vidimo da oblast G odozgo ogranic¢avaju grafici dve razli¢ite funkcije: funkcija y = « + 1 na intervalu [—1,0] i
funkcija y = 1 — 22 na intervalu [0, 1]. Oblast je odozdo ograni¢ena z-osom, odnosno pravom y = 0. Ovo znaéi da
treba da podelimo oblast vertikalnom pravom, u ovom sluc¢aju = = 0, da bi oblast integracije mogla da se posmatra
kao unija dve oblasti oblika kao na Slici 16. Tako dobijamo:

G=GiUGy={(z,y) eR?*| —1<x<0, O<y<az+1}U{(r,y) eR?|0<z<1, 0<y<l-2?}
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pa je trazeni integral

0 r+1 1 1—22
// zy dedy = / (/ :cydy) dx—i—/ (/ zydy) dz
G -1 \Jo 0 0

I
H:;
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/N
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Uocimo da je oblast G moguce jednostavnije predstaviti na sledeéi nacin:

G={(z,y) |ly—1<zxz<y1—-y, 0<y<l},

1 11—y
// zy dedy = / / rzydz | dy
G 0 y—1

odakle je trazeni integral

sin
Y
Resenje: Na osnovu navedenih granica integracije, vidimo da je oblast integracije

Y dy dx menjajuci poredak integracije.

T I3
Primer 2.5. Izracunati I :/ /
0 T

™ ™
G:{(m,y)eRz|0<;zc<§7 x<y<§},
§to smo prikazali na Slici 19 sa koje, zatim, vidimo da je G moguce opisati i kao

G={(z,y) eR2|0<z<y, 0<y<g}.

Slika 19: Oblast integracije G u Primeru 2.5.

Tada je

jus y .
I = /2(/ Smydm)dy
0 0 Yy
- [
0 Yy 0




Primer 2.6. Odrediti zapreminu oblasti ispod paraboloida z = 1 — z? — 32, u prvom oktantu.

Resengje: Nije tesko zakljuciti da je data povrs paraboloid sa temenom (maksimumom) u tacki (0,0,1), koji sece
ry-ravan (Gija je jednacina z = 0) po kruznici 2 + y? = 1. Tacke koje se nalaze u prvom oktantu zadovoljavaju
uslov da su im koordinate nenegativne, pa je oblast G nad kojom posmatramo paraboloid i trazenu zapreminu
Cetvrtina jedini¢nog kruga u (prvom kvadrantu) xy-ravni. Ova oblast prikazana je na Slici 20.

Slika 20: Oblast integracije G u Primeru 2.6.

Trazena zapremina je tada

1 V1—z?
14 //(1—x2—y2)dxdy:/ / (1—22—y?)dy | dx
el 0 0
1

3 1—2z2 2 1 9 jus
= /((ywzyy)‘ )dx/(1x2)\/1x2dx3/2cos4tdt.
0 0 0 0

3 3

Poslednji integral dobili smo uvodenjem smene x = sint. On se reSava rastavljanjem stepena trigonometrijske
funkcije na zbir trigonometrijskih funkcija vigestrukih uglova (jedan nacin je koriséenje Ojlerovih formula). Kako
je

1/3 1
cos*t = 1 <2+26052t+2c054t> ,

trazena zapremina je

™
V—g.

2.2.3 Uvodenje polarnih koordinata

Resavanje integrala kojim smo izracunali zapreminu u prethodnom primeru (Primer 2.6) nije bas sasvim jed-
nostavno, mada se ¢ini da ni funkcija, a ni oblast integracije nisu preterano komplikovani. Uocavamo da su i
podintegralna funkcija i oblast integracije rotaciono simetri¢ni. To nas navodi da, umesto pravouglih, koristimo
polarne koordinate; u polarnom koordinatnom sistemu (polarnoj ravni) polozaj tacke je, umesto projekcijama x i y
na (ortogonalne) koordinatne ose, odreden rastojanjem r tacke od koordinatnog pocetka i uglom 6 koji poluprava
odredena posmatranom tackom i koordinatnim pocetkom obrazuje sa polarnom polupravom (polarnom osom).
Dakle, uspostavljamo vezu izmedu dva zapisa tacke P u ravni:

P(z,y) < P(r,0) r >0, 6 € [0,27].

Lako je uociti, posmatrajuéi trigonometrijske funkcije ostrog ugla u pravouglom trouglu, da vazi da je
z=rcosf, y=rsinb, r=+/22+ 192, 9:arctgg.
x
Na Slici 21 prikazana je oblast integracije G koja se jednostavno i prirodno opisuje korisénjem polarnih koor-
dinata; opisivanje ove oblasti u pravouglom koordinatnom sistemu zahtevalo bi mnogo vise truda. Dakle, mozemo
napisati da je
G={(r6)|a<o<p, hi(0) <r < hs(0)}.
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r=h(8) é=a

Slika 21: Oblast G prikazana u polarnim koordinatama: G = {(r,6) | o < 0 < §3, hi(0) <r < ho(6)} .

Za oblast integracije G u polarnom koordinatnom sistemu, prirodna podela na podoblasti je ona koja se dobija
za male promene vrednosti promenljivih. Oblast G; u takvoj podeli dobijamo fiksirajuéi 6, a zatim menjajuéi r za
Ar, pa onda posmatrajuéi novu vrednost ugla, 64+ Af, i menjajuéi r ponovo za Ar. Ovakvu oblast opisujemo kao
[r,r+ &r] x [0, 0+ A9] u polarnoj ravni. Podela oblasti G i izgled oblasti G; prikazani su na Slici 22.

r, AG

nig

Ar

Slika 22: Podela oblasti G u polarnim koordinatama i jedan element takve podele.

Potrebno je da odredimo povrsinu AG; ovog “krivolinijskog ¢etvorougla” - uotavamo da duzina luka koja
odgovara datom uglu A6 zavisi od polupre¢nika, kao i da lukovi nisu delovi prave, nego krive. Ipak, za male
promene promenljivih (odnosno, za malo Ar i Af), G; se moze dovoljno dobro aproksimirati pravougaonikom. Zato
¢emo i povrsinu AG; aproksimirati povrsinom pravougaonika; jedan par stranica tog pravougaonika je duzine Ar.
Smatramo da je duzina druge dve stranice priblizno medusobno jednaka, i jednaka duzini luka koji odgovara uglu
A9 (radijana) i polupreéniku r: | = r Ad. Sada je AG; =~ r A Ar, a grani¢na vrednost, kada podela postaje finija i
AG; — 0 daje element povrsine u polarnim koordinatama:

dA =rdrdf .

Ovo je veoma vazan zakljuc¢ak (formula) koji ¢emo ¢esto koristiti. Pokazali smo, dakle, da u polarnim koordi-
natama vazi dA = rdr df, odnosno da pri prelasku sa pravouglih na polarne koordinate koristimo da je

dA =dxdy =rdrdf .

Ovim smo odredili vezu izmedu elemenata povrsine u dva razli¢ita koordinatna sistema.

Uocavamo da podela oblasti G koju vrsimo u polarnim koordinatama generSe podoblasti G; ¢ija povrsina zavisi
od polozaja u G (postoji zavisnost elementa povrsine od 7, a ne samo od koraka dr i df. To nije bio sluc¢aj kod
pravouglih koordinata, gde element povrsSine zavisi samo od koraka dx i dy.

Ostaje jos da ilustrujemo primenu polarnih koordinata; reSi¢emo problem postavljen u Primeru 2.6 na drugi
nacin.
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Primer 2.7. Koristeéi polarne koordinate, odrediti zapreminu oblasti ispod paraboloida z = 1 — z? — 32, u prvom
oktantu.

Resenge: Uvodenje polarnih koordinata podrazumeva da oblast integracije i podintegralnu funkciju izrazimo
preko novouvedenih promenljivih. Tada je

z

G

1—a2?—y*=1—(rcosf)? — (rsinf)*=1—-1r2,
s

{o)[0<r<1, 0<0<7}.

Oblast integracije G, koja je u pravouglim koordinatama cetvrtina jedini¢ne kruznice, u polarnim koordinatama
se svodi na pravougaonu oblast; opisujemo je konstantnim granicama. Ovo pojednostavljenje je posledica toga sto
su polarne koordinate posebno pogodne za opisivanje kruznica i njihovih delova. Kako je i podintegralna funkcija
rotaciono simetri¢na, i ona postaje jednostavnija uvodenjem polarnih koordinata. Problem se sada svodi na

vV = //G(lg:2y2)d:1:dy_/0g (/01(1r2)rdr>d9
31

1 1 =
= /0 G-P¥=7173

Ovde smo koristili da za element povrsine vazi dA = dzdy = rdrdé.
Uocavamo da je prelaskom na polarne koordinate reSavanje dvostrukog integrala postalo mnogo jednostavnije.

2.2.4 Uvodenje smene kod dvostrukog integrala

Jedna od osnovnih metoda za resavanje odredenih integrala funkcija jedne promenljive je metoda uvodenja smene.
b

Integral / f(x) dz resavamo tako sto uvedemo pogodno izabranu smenu x = @(t), zahtevajuéi da funkcija ¢
a

ima neke dobre osobine, izmedu ostalih i to da je bijekcija, odnosno da se moze izraziti t = ¢~ '(x). Dalje je
dx = ¢/(t) dt, a granice integracije, umesto a i b, redom postaju ¢ ~!(a) =t; i ¢~ !(b) = t5. Konaéno,

b to
/ f(z) dz = / Fo() - (1) dt

Potpuno ista ideja moze biti veoma korisna za izra¢unavanje dvostrukog integrala / / f(z,y)dx dy. Uvodenje
G

pogodno izabrane smene u tom slu¢aju podrazumeva definisanje dve funkcije, x = z(u,v), y = y(u,v), ¢ije “dobre”
osobine omogucéavaju da mozemo izraziti i funkcije u = u(z,y), v = v(z,y).
Transformacija koordinatnog sistema (prelazak na nove promenljive u i v) zahteva da:

e transformiSemo oblast integracije G, ¢ije smo granice opisivali u funkciji promenljivih « i y, u novu oblast
G*, ¢ije granice opisujemo u funkciji promenljivih w i v;

e izrazimo podintegralnu funkciju f(z,y) kao funkciju promenljivih w i v, f(z(u,v),y(u,v));

e odredimo kako se transformise element povrsine pri prelasku na nove koodinate, odnosno, kako da izrazimo
dA = dx dy.

Pre nego §to se ovim poslom pozabavimo za opsti sluc¢aj smene, ilustrova¢emo navedeni postupak na primeru
u kom posmatramo specijalni slucaj.

Primer 2.8. Izracunati povrsinu elipse sa poluosama a i b, a,b > 0.

Resenje: Povrsinu elipse mozemo izrac¢unati primenom dvostrukog integrala:

P://dxdy,
G
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gde je G posmatrana elipsa, odnosno

G ={(z,y) € R?| (2>2+ (3;)2 <1}.

Medutim, ra¢unanje ovog integrala, u pravouglim koordinatama, neée biti bas privlacan zadatak (sa slicnim prob-
lemom smo se ve¢ sreli, i nije nam se dopao). Zato ¢emo uvesti pogodnu smenu i pokusati da ovaj integral resimo
jednostavnije.

Sta je pogodna smena nije moguée reéi u opstem slucéaju. Pri izboru se uglavnom oslanjamo na iskustvo. U
ovom slucaju se ispostavlja da je dobar izbor uvesti dve nove promenljive, u i v, tako da je

Tada je nova oblast integracije
G* = {(u,v) e R? |u? +22 <1},

§to je, uotavamo, jedini¢ni centralni krug u uv-koordinatnom sistemu.
Kako je dz =adu i dy = bdv, zakljucujemo da je

dr dy = ab du dv,

¢ime smo odredili ¢emu je jednak element povrsine u novom koordinatnom sistemu.

Sada je
P:// abdudv:ab// dudv = abr .

U poslednjem koraku iskoristili smo da je trazeni integral jednak povrsini oblasti G*. Kako je G* jedini¢ni krug, ta
povrsina je jednaka m. Konac¢no, povrsina elipse sa poluosama a i b je, prema oc¢ekivanjima (ovo je poznat rezultat)
jednaka abr.

Moramo, medutim, naglasiti da je uvodenje smene, a pre svega odredivanje elementa povrsine u novom koor-
dinatnom sistemu, u opstem slu¢aju malo kompleksnije nego u gornjem primeru. Specificnost prethodnog primera
je u tome Sto je smena takva da je svaka od promenljivih x i y izrazena kao funkcija samo jedne od dve novouve-
dene promenljive u i v. U opstem slucaju, da bismo odredili vezu izmedu elemenata povrsine pri transformaciji
koordinatnog sistema (pri prelasku na nove promenljive), posmatramo funkcije

r=xz(u,v), y=yluv),

pri ¢emu zahevamo da je moguce izraziti i

u=u(z,y), v=o(z,y) .

Pri podeli oblasti G na podoblasti G; u (polaznom) pravouglom koordinatnom sistemu, koristimo da su G;
pravougaonici, pa je njihova povrsina AG; =Ax;- Ay;. Promenljive novog koordinatnog sistema, u i v, za svaku
konkretnu vrednost definiSu u starom koordinatnom sistemu krive. Posmatramo krive w; i u;41 = u;+ Awug,
odnosno, v; i vj41 = v+ Aw;, koje se seku u ¢etiri tacke, recimo P, @, R, S, i ogranicavaju element povrsine. Ovaj
element povrsine je u uv-koordinatnom sistemu pravougaonik. Nama je, medutim potrebno da odredimo kako taj
element povrsine izgleda u polaznom xy-koordinatnom sistemu - to je nacin da odredimo kako se element povrsine
transformise pri prelasku na nove koordinate.

Uopstem slucaju, tacke P, @), R i S obrazuju u xy-ravni krivolinijski ¢etvorougao, koji zavisi od definisane
transformacije koordinatnog sistema. Jedan takav krivolinijski ¢etvorougao je prikazan na Slici 23.

Krivolinijski ¢etvorougao se, za dovoljno male vrednosti Au; i Avj, moze aproksimirati paralelogramom ¢ije su
stranice odredene vektorima PQ i PR. Znamo da je povrSina tog paralelograma, koja je ujedno i aproksimacija
elementa povrsine novog koordinatnog sistema, data sa

AG; ~ |PQ x PR| .
Znamo koordinate originala tacaka P, @ i R u (polaznom) wv-koordinatnom sistemu:

P*(Ui,’()j) ) Q*(UZ—F Auiavj) ) R*(ul7v]+ AU]) )
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Vv=vg+Ay
S
=y,
0" wu=ug+Au
'S )
X

Slika 23: Smena promenljivih. Element povrSine Au Av prikazan u xy-koordinatnom sistemu.

ali nam za odredivanje veze medu elementima povrsina u dva koordinatna sistema trebaju koordinate ovih tacaka
(vektora), izrazene u xy-koordinatnom sistemu.
Vazi da je . = .
PQ =Ar;1+ ijj,
gde Az; i Ay; odgovaraju, redom, promenama u pravcu x, odnosno y, ose dok se za fiksirano v = v;, promenljiva
u menja od u; do u;+ Au; (odnosno, dok se kre¢emo od tacke P do tacke Q). Drugim re¢ima,

Axy = x(ui+ Mg, vj) — x(ug, vj)
pa mozemo, koristeéi definiciju parcijalnog izvoda, napisati da je
AT; = x; Au;
a analogno, i da je
Ny =~y N
Konacno,
PQ =~ 2, Mu;i+yl, Mg g, PR~ tvji+y, MvjJ.

Trazenu povrsinu paralelograma odredenog ovim vektorima odredujemo kao intenzitet vektorskog proizvoda
ovih vektora. Kako su vektori u xy-ravni, njihova treéa koordinata (uz k) je jednaka nuli. Tada je, koristeéi razvoj
determinante po elementima treée kolone, ¢injenicu da je |k| = 1, i osobinu determinante da je jednaka svojoj
transponovanoj determinanti,

AR LI A
NGy = |PQXPR|~|| o, Mu; yl, su; 0]
x, My Yy, vy 0
_ |’xLAul Yl A |
zl, ;YL Mj
/ /
‘Tu x'U
|’y’u "

Uvodeéi oznaku za determinantu parcijalnih izvoda, i posmatrajuéi situaciju kad Awu;, Av; — 0, kona¢no
dobijamo:

dA = dedy = ‘g(m,y) dudv .

(u,v)

!/ /
Determinanta | "} 77 , pa je formula koju koristimo

se naziva Jakobijan i oznacava sa J. Dakle, J = ’

9L, Y)
A(u,v)

u v
pri uvodenju smene u dvostruki integral

J[ semarar= [[ sewosoiaa.

Da bi sve prethodno navedeno moglo biti realizovano, potrebno je da uvedena smena ispunjava neke uslove (njih
smo u prethodnom tekstu nazvali “dobrim osobinama”):
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e Pri uvodenju smene, potrebno je da preslikavanje (u,v) — (2(u,v), y(u,v)) bude obostrano jednoznacno i da
preslikava zatvorenu ograni¢enu oblast G* u zatvorenu ograni¢enu oblast G (u dva posmatrana koordinatna
sistema). Ovim se obezbeduje da (bar teoretski) raspolazemo i jedna¢inama x = z(u,v), y = y(u,v) i
inverznim jednac¢inama u = u(x,y), v = v(z,y). Naravno, nece uvek biti jednostavno izraziti jedne polazeéi
od drugih, ali je njihova egzistencija navedenom pretpostavkom obezbedena.

e Vazno je uociti da Jakobijan moze da bude i negativan, ali da uzimanjem njegove apsolutne vrednosti
obezbedujemo da pri transformaciji koordinata ocuvavamo fizicko svojstvo povrsine da nije negativna. Zato
obavezno koristimo apsolutnu vrednost u formuli do dy = |J| dudv.

e Uslov koji smena treba da zadovoljava je da su uvedene funkcije neprekidne, i da njihovi parcijalni izvodi
koje koristimo pri definisanju Jakobijana postoje i da budu neprekidni. Ovaj uslov obezbeduje da posmatrani
integral postoji.

e Uslov |J| # 0 obezbeduje da se definisanom transformacijom rub oblasti G preslikava na rub oblasti G*, a
unutrasnjost na unutrasnjost.

O(z,y)| |0(u,v)
O(u,v)| |0(z,y)
izraz za element povrSine pri uvodenju novih promenljivih, bez obzira da li imamo direktne, ili inverzne funkcije
kojima se uspostavlja veza medu promenljivima.

Jos jedna veoma vazna napomena je da vazi da je = 1. Koristeéi ovu vezu, mozemo dobiti

Tlustrova¢emo opisani postupak za uvodenje smene nekim primerima.

Oz, y)| _
o(r,0)
Resenje: Vrednost Jakobijana pri uvodenju polarnih koordinata, gde su nove promenljive r i 6, nam je poznata;

geometrijski smo izveli izraz za element povrsine, dx dy = r dr dé, odakle je jasno da je |J| = r. Ovo moZemo i
potvrditi, koriste¢i definiciju Jakobijana. Kako je transformacija definisana jedna¢nama

Primer 2.9. Pokazati da je Jakobijan transformacije pri wvodenju polarnih koordinata J = ’

r=rcosf, y=rsind,

bice
cosf —rsinf
sin 0 rcos

/
Ly

f = r(cos? § +sin §) = r.
Yr Yo

Primer 2.10. Izracunati // (x +y)*(x — y)?dady, dako je G oblast ogranicena pravama x +y =1, x +y =3,
G
r—y=1z—-—y=-1

Resenje: Oblast G je kvadrat stranice v/2 ¢ije su dijagonale paralelne koordinatnim osama. Temena ovog
kvadrata su tacke (0,1), (1,0), (2,1), i (1,2). Ovu oblast nije bas sasvim zgodno koristiti kao domen integracije,
jer zahteva podelu na pod-oblasti. Uvedimo zato smenu

u=xr+y, v=x—Y.

S obzirom da se smena uvodi da bi se pojednostavio zapis oblasti integracije, ili podintegralna funkcija, u ovom
sluc¢aju je predlozena smena intuitivna - njom se pojednostavljuje i oblast integracije, i podintegralna funkcija.
Oblast integracije G*, izrazena u funkciji novih promenljivih u i v sada se lako zapisuje:

G ={(u,v) eR?*|1<u<3 —1<v<l1}.

Za podintegralnu funkciju vazi da je

(z+9)*(z —y)* = v’v

Kona¢no, Jakobijan transformacije izra¢una¢emo u obliku

O(u,v)| | ul, uy | |1 1] 9
a(xvy) B ’U/m U; 01 =1 ’
§to znaci da vazi da je
1
dudv =|—2|dedy, odnosno, dady= 5 dudv .
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Sada je
AN 1 ? ! 20
//(x—l—y)?’(x—y)dedy:f/ / udv? dv du:f/ u3du~/ vidv = = .
G 2 ~1 2 1 3

Sporedni komentar je da je pri izracunavanju integrala iskoriséena “separabilnost” podintegralne funkcije - ona
se moze izraziti kao proizvod dve funkcije od kojih svaka zavisi od samo jedne promenljive. Tada se dvostruki
integral moze izraziti kao proizvod dva (nezavisna) integrala funkcija jedne promenljive.

2.2.5 Primena dvostrukog integrala

Dvostruki integral se moze primeniti u brojnim situacijama kada je od znacaja izracunati neka geometrijska svojstva
objekata u ravni ili prostoru. Naveséemo samo neke najcesée primene.

1. Izracunavanje zapremine oblasti u 3D
Ovo je “intuitivna” primena dvostrukog integrala, koju smo koristili kao motivaciju pri definisanju integrala
funkcije nad nekom oblaséu. U opstem slucaju, zapremina tela (u 3D) koje je ograniceno graficima funkcija
(povrsima) z = f(z,y) i z = g(z,y) nad nekom oblagéu G koja pripada domenu svake od ovih funkcija, pri
cemu je f(xz,y) > g(x,y) za (z,y) € G, izracunva se po formuli

V= //G(f(ff,y) —g(z,y))dzdy .

Naravno, moguce je zameniti uloge promenljivih i na taj nacin generisati joS dve analogne formule za
izraCunavanje zapremine tela u 3D.

2. Izracunavange povrsine oblasti u 2D
I ova primena je ve¢ pomenuta. Posmatrajuéi funkciju f(x,y) = 1 za (z,y) € G, mozemo izracunati povrsinu

oblasti G kao
P = // dzdy,
G

jer je navedeni integral jednak zapremini tela osnove G i visine H = 1, normalne na ravan (paralelnih) osnova
ovog tela. Kako je zapremina ovakvog tela jednaka proizvodu povrsine osnove i visine, u konkretnom slucaju
je povrsina osnove G jednaka zapremini, odnosno vrednosti navedenog dvostrukog integrala.

3. Izracunavanje mase ravnog objekta G, sa datom funkcijom gustine p
Ukoliko je objekat homogene gustine, njegova masa se izra¢unava kao proizvod gustine i povrsine (pret-
postavlja se da je objekat ravan, “ dvodimenzionalan”). Ukoliko gustina materijala (objekta) nije homogena,
veé je, u svakoj tacki skupa G, definisana funkcijom gustine p = p(z,y), onda je, intuitivno, masa objekta
jednaka sumi masa svih tacaka objekta. Ovakva suma se izracunava kao granicna vrednost integralne sume
i dovodi do dvostrukog integrala. (Podela tela na delove ¢iju gustinu smatramo homogenom, i posmatranje
situacije kada povrsina delova tezi nuli.) Konaéno, zaklju¢ujemo da je

Masa(G) = / /G p(z,y) dz dy

Uocavamo da ¢e, za konstantnu funkciju gustine, masa objekta biti jednaka proizvodu konstante (gustine) i
integrala kojim se ra¢una povrsina skupa G, ba§ kao $to smo i ocekivali.

4. Izracunavanje srednje vrednosti funkcije dve promenljive nad nekom oblaséu G C R?
Izracunavanje srednje vrednosti nekog skupa vrednosti, za kona¢ne diskretne skupove, podrazumeva sabiranje
svih datih vrednosti, a zatim deljenje sa veli¢inom skupa (brojem sabiraka). U sluc¢aju kada je skup tacaka
oblast G C R?, moramo prilagoditi postupak situaciji u kojoj nemamo ni konacan ni diskretan skup. Veé je
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jasno da, u situaciji kada sabiramo beskona¢no mnogo beskonaé¢no bliskih (kona¢nih) sabiraka koji pripadaju
ograni¢enom skupu, koristimo integral, kao uopstenje sume. Kako se dobijeni “zbir”, odnosno vrednost
integrala funkcije, deli veli¢inom skupa, $to je, u slucaju dvodimenzionalnog objekta G, povrsina skupa G
koju ovde oznacavamo sa P(G), formula za izra¢unavanje srednje vrednosti funkcije f(x,y) nad oblaséu G je

F= ﬂGf(x,y)dxdy _ ﬂG x,y)dzdy
P(G) I dzdy

Ova vrednost odgovara visini cilindri¢nog tela ¢ija je generatrisa rub skupa G, koji ima istu zapreminu kao
cilindriéno telo sa istom generatrisom, ali sa gornjom osnovom koja je odredena grafikom funkcije (povrsi)

f(z,y).

5. Izracunavanje centra mase planarnog (ravnog) objekta G sa poznatom funkcijom gustine p = p(x,y)
Centar mase je tacka koja odgovara srednjoj vrednosti polozaja mase, raspored’ene po objektu G u skladu sa
funkcijom gustine p. Ako su koordinate centra mase oznacene sa (Z, %), onda je

_ 1 _
w—m//cw-p(x,y)dwdy, y—Masa //y p(r,y)dzdy .

Napominjemo da se geometrijski centar (za razliku od ovde definisanog centra mase) izracunava uzimajuéi
da je gustina jednaka jedinici, odnosno uzimajuéi u obzir samo oblik skupa G.

Primer 2.11. Odrediti centar mase (teziste) polukruzne ploce éija je gustina u svakoj tacki jednaka rastojanju te
tacke od centra kruga.

Resenje: Postavimo koordinatni sistem tako da centar posmatranog kruga bude u koordinatnom pocetku. Neka je
poluprecnik kruga jednak a. Rastojanje svake tacke ravni od koordinatnog pocetka, a po uslovu zadatka i funkcija
gustine u ovom slucaju, izracunava se po formuli

p(x,y) = Va* +y*.

S obzirom na polukruzni oblik skupa G, kao i na oblik podintegralne funkcije (gustine), ovde je pogodno koristiti
polarne koordinate. Tada je

x=rcosf, y=rsing, rel0a, 6€[0,n], dedy=rdrdd, p=+22+y>=r.

Masa(G) // ;Uydxdy—/ d9/ r- rdr——w;
3
= Ml //zp xz,y dxdyf—/ d9/ rcos@-r- rdrf——oO:O;
asa(G
= // z,y)dxd —/ d@/ rsinf-r-rdr = ——4 —3—a
N Masa yp(@,y) v= adm 4 _27r'

Trazeni centar mase polukruzne ploce je, dakle, tacka sa koordinatama
o 3a

Primer 2.12. Odrediti prose¢no rastojanje tacke unutar centralnog kvadrata stranice 2a, a > 0, od koordinatnog
pocetka.

Dalje,

8l

|

Resenje: Postavimo kvadrat K tako da mu je centar (simetrije) u koordinatnom pocetku, a stranice paralelne sa
koordinatnim osama. Povr$ina ovog kvadrata (stranice 2a) je 4a®. Rastojanje tacke od koordinatnog pocetka je
dato funkcijom d(z,y) = v/x? + y?. To znaci da se srednja vrednost rastojanja tacaka kvadrata od koordinatnog

pocetka moze izracunati po formuli
- 1
d= 7// Va4 y?dedy .
P(K) JJk

DY}



I u ovom slucaju koristi¢emo polarne koordinate, a takode i simetriju oblasti K. Trazena vrednost je osam puta
prosecna vrednost rastojanja za tacke iz oblasti K’, koja je trougaona oblast jednaka jednoj osmini kvadrata K, a
nalazi se u prvom kvadrantu, ispod simetrale ovog kvadranta. Kako je K ograni¢ena pravom z = a, ona u polarnim

koordinatama ima oblik r = CO‘; 7 Dakle

Tada je

S
|

1 9 [T [oso
8—// r-TdrdOZ—/ / r2dr dé
4@2 ’ a2 0 0

2 [T d®
= = de
a? /0 3cos?

= %(\/ﬂ (V2 +1)).

Integral trigonometrijske funkcije moze se resiti bilo smenom, bilo parcijalnom integracijom, uz malo truda.

2.3 Trostruki integral
2.3.1 Definicija, osnovne osobine i fizicka interpretacija

Do sada smo uopstili pojam odredenog integrala i definisali dvostruki integral, tako Sto smo
1. umesto funkcije jedne promenljive posmatrali funkciju dve promenljive;

2. umesto domena integracije koji je zatvoreni interval (zatvoren i ograni¢en skup) u R posmatrali zatvorenu i
ograniéenu oblast u R?;

a zatim smo formirali odgovaraju¢u Rimanovu integralnu sumu i posmatrali grani¢nu vrednost niza ovakvih suma,
za, razlicite podele oblasti integracije, kada mera svake podoblasti tezi nuli. Navedena grani¢na vrednost postoji
ukoliko i oblast integracije i posmatrana funkcija zadovoljavaju odredene uslove, a na taj nac¢in je definisan dvostruki
integral posmatrane funkcije nad datom oblaséu.

Sasvim je jasno da nas niSta ne sprecava da ovaj postupak uopstavanja nastavimo i da posmatramo funkciju tri
promenljive nad nekom oblagéu koja je podskup domena te funkcije, sada u R3. Analognim postupkom kao kod
dvostrukog integrala ¢emo doéi do pojma trostrukog integrala.

Dakle, neka je funkcija u = f(x,y, 2) definisana nad skupom D C R?, i neka u : D — R. Neka je D zatvorena i
ogranicena oblast, a u neprekidna funkcija (nad D).

Posmatrajmo podelu oblasti D na n disjunktnih podoblasti, D = D; U Dy U --- U D, i ozna¢imo sa AD;
zapreminu (meru) oblasti D;, za i = 1,2,...,n, a sa (z%,9%, 2%) € D; proizvoljnu tacku iz oblasti D;. Definigimo,
na uobi¢ajeni na¢in, Rimanovu integralnu sumu funkcije u nad oblaséu D, za posmatranu podelu:

n
Zf(mi,yi,zi) AD; .
i=1

Uocavamo potpunu analogiju sa integralnom sumom koju smo formirali pri definisanju odredenog i dvostrukog
integrala; jedina razlika je dimenzija prostora u kom se nalazimo. Ipak, s obzirom da graficko prikazivanje funkcije
tri promenljive nije trivijalno (potreban nam je ¢etvorodimenzionalan prostor), ovde ne¢emo ilustrovati formiranu
Rimanovu sumu. Dovoljno je da formalno pratimo postupak sproveden pri definisanju dvostrukog integrala.

Posmatrajuéi niz podela oblasti D na podoblasti D;, tako da vazi da za sve podele u nizu broj podoblasti u
podeli (n) neogranic¢eno raste i da, istovremeno, zapremina AD; tezi nuli, dolazimo do pojma trostrukog integrala,
kao grani¢ne vrednosti odgovaraju¢eg niza Rimanovih integralnih suma:

/ / / f(x,y,2) dV = A})igoif(xi,yi,zi) AD;. -
D i=

1=



Navedena grani¢na vrednost postoji, nezavisno od nacina podele skupa D na podoblasti D; i nezavisno od izbora
tacaka (z°, 3%, 2*) € D;, ukoliko je oblast D ograni¢ena i zatvorena, sa rubom koji je po delovima glatka i zatvorena
povrs, a funkcija u neprekidna nad D. Za takvu oblast D i takvu funkciju u postoji i trostruki integral.

Sa dV je oznalen element zapremine; on odgovara zapremini podoblasti D; u grani¢nom slucaju kada ta
zapremina tezi nuli. Za razli¢ite nacine formiranja podele skupa D, odnosno oblika skupova D; (u zavisnosti od
izabranog koordinatnog sistema), element zapremine dV izrazava¢emo na razli¢ite nacine.

Osobine trostrukog integrala su analogne osobinama dvostrukog integrala. Nave§éemo najvaznije:

. ///ozf(x,y,z)dvza///f(x,y,z)dv, za a € R;
D D

o [[[ e tow ey = [[[ senav = [[[ o,
D D D

° ///f(ac,y,z)dV:///f(aa,y,z)dV—l—///f(x,y,z)dV, za D =D1UDy; i DiN Dy =0 (izuzev,
D Dy Ds

eventualno, zajednickih rubnih tacaka).

(Kao i do sad, pretpostavljamo da vazi sve §to je potrebno da prethodni integrali budu definisani.)
T ovde mozemo napomenuti da za f(z,y,z) < 0 za (x,y,2) € D, vazi da je /// f(z,y,z)dV < 0. Ovo se lako
D

uocava posmatranjem odgovarajuce integralne sume, ¢iji su svi sabirci u navedenom slu¢aju nepozitivni, pa isto
mora vaziti 1 za grani¢nu vrednost (odnosno, za integral). Ovu osobinu trostrukog integrala treba imati na umu
kada ga koristimo za izraCunavanje razlic¢itih fizickih svojstava objekata realnog okruzenja.

U vezi sa interpretacijom trostrukog integrala mozemo napomenuti sledece:

e Ukoliko je funkcijom w = f(z,y,2) definisana gustina tela D u svakoj tacki (x,y,z), onda je integral

/// f(z,y,2)dV jednak ukupnoj masi tela D.
D

e U specijalnom slucaju, kada je funkcija gustine tela u = f(x,y,2z) = 1 (odnosno, kada je telo homogeno),
masa tela D jednaka je njegovoj zapremini. Drugim rec¢ima,

/[[/ dV = V(D)

(gde je sa V(D) oznacena zapremina tela D).

2.3.2 Izracunavanje trostrukog integrala

Izracunavanje trostrukog integrala ne zahteva nista novo u odnosu na ono §to smo veé¢ definisali i koristili za
izracunavanje dvostrukog; uopstenje je direktno.
Razlikovacemo dva osnovna sluc¢aja, u zavisnosti od oblika skupa D:

a) Oblast integracije D je kvadar u R3, odnosno D = [a, b] x [c, d] x [g, k], gde su [a, b], [c, d] i [g, h] redom, intervali
na x—, y— i z-osi. U pravouglom koordinatnom sistemu prirodno je da pravimo podelu na podoblasti D;
ravnima paralelnim sa koordinatnim ravnima, tako da su ivice podoblasti paralelne koordinatnim osama,
sa duzinama Ax;, Ay; i Az;. Tada je AD; =Ax; Ay; Az;, a u grani¢nom procesu (kada broj podoblasti
neograni¢eno raste, a duzina njihovih ivica tezi nuli) dobijamo da je element zapremine dV = dxdydz.
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Konacno je

/D/ f(,y,2) AV

/D/ f(z,y,2)dedydz
/ab /cd (/ghf(x,y,z)dz> dy dwz/abdx/cddy/ghf(x’y,z)dz

Ovim se izracunavanje trostrukog integrala svodi na izracunavanje tri uzastopna odredena integrala, u kon-
stantnim granicama.

b) Oblast integracije D mozemo izraziti u obliku
D={(x,y,z)|(x7y)EG, ui(z,y) < 2 §u2($7y)}7

pri éemu je G C R? projekcija oblasti D na zy-ravan:
G=A{(zy) |z €lab], gi(z)<y<ga(a)}.

Ovakva oblast D prikazana je na Slici 24. Tada je

///fxy Jdv = // </uu:y:) (%y,z)dz)d:cdy.

2 =u;(x.9):

z = (xy)

Slika 24: Oblast integracije D i njena projekcija na xy-ravan.

Na Slici 25 prikazane su i dve druge moguénosti za odredivanje redosleda izracunavanja uzastopnih integrala:
oblast D moze biti projektovana na ravan yz, ili na ravan zz. U svakom od slucajeva (za koje se opredeljujemo
u zavisnosti od problema koji resavamo, odnosno od oblika oblasti D) dalje izracunavanje je analogno prethodno
opisanom.

Dakle, ukoliko je
D:{(x,y,z) | (y»Z)EG7 (y7 )S §u2(y72)}7

pri éemu je G C R? projekcija oblasti D na yz-ravan, tj.

G:{(yvz) ‘ZG[C,d], gl(Z)gySQQ(Z)}a

kao §to je prikazano na Slici 25(levo), onda je

u2(y,2)
// flz,y,2)dV = // (/ xy,z)d;v)dydz.
u1(y,2)
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x=u1(y,z) z

N 3 J"Hl(xz)
G G
x=u2(_y,z) y=n2(x,z:l
__————_—_—_—__ _—_—_—_—————__
Y \}, x/ F

Slika 25: Oblast integracije D i njena projekcija na yz-ravan (levo), odnosno na xz-ravan (desno).

Konag¢no, ukoliko je
D= {(z,y,2) | (x,2) € G, ui(z,2) <y <uz(z,2)},

pri éemu je G C R? projekcija oblasti D na zz-ravan, tj.

G={(z,2) |z €a,b], gi(x)<z<ga()},

kao sto je prikazano na Slici 25(desno), onda je

// fz,y,2)dV = // </::w:) flz,y,2) dy) drdz .

Tlustrova¢emo postupak izrac¢unavanja trostrukog integrala primerima.

dx dy d
Primer 2.13. Izracunati /// e R 39 gde je D ogranicena koordinatnim ravnima i ravni r+y—+z =
Q+z+y+2)3

1.

Resenje: Osnovni zadatak nam je da odredimo granice integracije. Oblast D mozemo opisati na sledeéi nacin:
D={(z,y,2) | (z,y) €eG A0 <z<l-z-y}
pri ¢emu je G projekcija skupa D na xy-ravan:
G={(z,y)|0<z<1 AN 0<y<l-—2zu}.

Oblasti D i G prikazane su na Slici 26.
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X 1 X

Slika 26: (Levo) Oblast D ogranicena koordinatnim ravnima i ravni 2 +y + z = 1, Primer 2.13. (Desno) Projekcija
G oblasti D na xy-koordinatnu ravnan.

Dalje je

; /1 d /1$ q /1my dz 1 /1 /11 d 1 ‘liz,y
= x _— e _— X - —_—
o o Yo Uxztryrer 2)o )y Y Uraryrorl
1 1 1—x 1 1
= —= dx — — | d
2/0 /o (22 (1+x+y)2> Y
1 1t 1-a
,,/ g+¥ ‘ dx
2Jo \4 14+z+4+y/) lo

1/1 1—33+1 1 d
= - —— | dx
2 Jo 4 2 1+4ax

[N

1(3 x?
SR B N L I
2\4 8 16 2

Primer 2.14. Izracunati /// V322 4 322dV, gde je D oblast koju ogranicavaju povrsiy = 2x%+22% i y = 8.
D
Resenje: Oblast D je unutrasnjost paraboloida ¢ija je osa y-osa, a teme u koordinatnom pocetku, izmedu ravni
y = 01ravni y = 8. Graficki je prikazana na Slici 27. Presek paraboloida i ravni y = 8 odredujemo iz uslova
2024222 =8 = 22422 =4

Sto je jednacina kruznice poliprecnika 2, sa centrom na y-osi (u ravni y = 8).
Oblast D mozemo, dakle, zapisati u obliku

D={(z,y,2) | (x,2) €G A 22" 42" <y <8}
pri ¢emu je G projekcija skupa D na zz-ravan (centralna kruZnica poluprecnika 2):

G={(z,2)|2?+2*><4}.
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Slika 27: Oblast D, odredena paraboloidom y = 222 + 222 i ravni y = 8, Primer 2.14.

Sada je

8
I:///\/3x2+322dV //dxdz/ V3x2 4322 dy
G 2124222
D

// V307 322 (8 — (207 + 22%) ) dedz
G
2m 2
= / d9/ V3r2 (8 — 2r%)rdr
0 0
2
= 47r\/§/ (4r% —rt)dr = 477\/3(% - 35—2) = % .
0

Kod resavanja dvostrukog integrala, i oblast G i podintegralna funkcija su bile pogodne za uvodenje polarnih
koordinata, z = rcosf, y =rsinf, J =r, pa smo upravo tako i resili zadatak.

2.3.3 Uvodenje smene kod trostrukog integrala

Na isti nacin kao i kod dvostrukog integrala, ponekad zelimo da uvedemo smenu u trostruki integral i time pojed-
nostavimo nacin opisivanja podintegralne funkcije, ili oblasti integracije, ili i jednog i drugog. S obzirom da sada
posmatramo funkcije tri promenljive, smena podrazumeva uvodenje tri nove pomenljive i definisanje preslikavanja

x = x(u,v,w) , y =y(u,v,w) , z = z(u, v, w)

pri ¢emu (z,y, z) € D dok (u,v,w) € D*.
Pretpostavljamo da je ovako definisano preslikavanje

(u, v, w) — (x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w))

obostrano jednoznacno iz D* u D, i da su sve tri funkcije (komponente) neprekidne i imaju neprekidne parcijalne
izvode.

Definisanim preslikavanjem direktno transformisemo podintegralnu funkciju, kao i oblast integracije. Ono §to
preostaje je da odredimo kako da transformisemo element zapremine dV. Prakti¢no ¢emo ponoviti ono §to smo
uradili kod izra¢unavanja elementa povrsine (dakle, u 2D) pri prelasku na nove koordinate, ali zbog analogije
postupak neéemo detaljno opisati.
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U pravouglom koordinatnom sistemu element zapremine je kvadar sa ivicama dx, dy i dz. Dobijamo ga posma-
trajuéi zapreminu koja se opisuje pri maloj promeni vrednosti promenljivih, od (z,y, z) do (z+ Az, y+ Ay, 2+ Az).
Tada je odgovarajuca zapremina

AD; =Ax; Ay; Az

a posmatrajuci grani¢ni slucaj kada Ax;, Ay;, Az; — 0, dobijamo da je dV = dx dy dz.

U uvw-koordinatnom sistemu, element zapremine je takode kvadar (D}), i nastaje pri maloj promeni promenljivih,
Au, Av, Aw. U tom koordinatnom sistemu je element zapremine AD] =Au; Av; Aw; .

Ono $to nam je potrebno je da izrazimo zapreminu oblasti A D; koja se dobija transformacijom A D u zyz-
koordinatni sistem. Ovo telo je ograni¢eno sa tri para povrsi koje se medusobno seku duz krivih. Za jako male
promene promenljivih mozemo smatrati da su generisane povrsi priblizno paralelne, i da posmatrano telo mozemo
aproksimirati paralelepipedom (odnosno da njegove ivice mozemo aproksimirati delovima pravih).

Vektori P_Q, PRi PS koji odreduju ivice uoc¢enog aproksimirajuceg paralelepipeda D; se mogu izraziti kao

PQ
PR i’
PS =~ () Aw,yl, Aw, 2 Aw)

(z!, A,y Au, 2l Au)

Q

(x), Av, Yl Av, 2l Av)

Q

a zapremina ovog paralelepipeda, €ije su ivice PQ, PR i PS (u zyz-koordinatnom sistemu) izracunava se
koriséenjem mesSovitog proizvoda:

!/ / /
xu x'U xw
AD;~ |y, vy, Y, | Au v Aw.
! /! !
Z’u, Z’U ZU}

Prepoznajuéi Jakobijan transformacije (determinantu parcijalnih izvoda), i posmatrajuéi grani¢éni slucaj (beskonacéno
malu promenu vrednosti promenljivih), konaéno zakljuc¢ujemo da je

A(z,y, 2)

dV =dzdydz = ’

Jakobijan transformacije odreduje na koji nacin se menja element zapremine pri posmatranoj transformaciji,
u svakoj tacki posmatrane oblasti (odreduje vezu izmedu elemenata zapremine u dva razli¢ita koordinatna sistema).

S obzirom na pretpostavku da je preslikavanje kojim smo definisali smenu promeljivih obostrano jednoznaé¢no,
znamo da je moguce izraziti promenljive u, v, w kao funkcije promenljivih x,y, z. Ovako definisana smena ¢e nekad
biti pogodnija za rad i izracunavanje integrala. Vazno je imati na umu da je tada zadovoljeno da je

O(u,v,w)

dzrdydz .
Oy, 2) |V

dudvdw = ‘

2.3.4 Cilindriéne koordinate

Uvodenje smene u trostruki integral ilustrova¢emo na primeru uvodenja cilindri¢nih koordinata. One predstavljaju
uopstenje polarnih koordinata u trodimenzionalnom prostoru i pogodne su za opisivanje oblasti koje imaju osu
simetrije paralelnu nekoj od koordinatnih osa.

Tacku T'(x,y, z) zadatu u pravouglom koordinatnom sistemu opisa¢emo koristeéi tri nove promenljive: r, kojom
¢emo opisati rastojanje tacke T' od ose simetrije; #, kojom ¢emo opisati ugao rotacije tacke T' oko ose simetrije; i z,
kojom éemo opisati rastojanje tacke T od nule, duz ose simetije. Ovo je ilustrovano na Slici 28 (Levo). Nije tesko
uocCiti da se veza izmedu pravouglih i cilindri¢nih koordinata moze izraziti kao:

r=rcost, y=rsinf, z==z.
Pri tome, r > 0,0 € [0,27] i z € R.

Da bismo uveli smenu u trostruki integral, potrebno je i da izrazimo element zapremine dV = dzdydz
koristeci novouvedene koordinate. Na Slici 28 (Desno) je ilustrovan element zapremine u cilindriénim koordinatama
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(odnosno, zapremina koja se opisuje pri maloj promeni vrednosti (r,6,z) u (r+ Ar,0+ A6,z4+ Az). Na osnovu
onoga $to ve¢ znamo u vezi sa polarnim koordinatama, uoc¢avamo da je element zapremine, koji aproksimiramo
pravouglim paralelepipedom stranica dr, »df i dz, jednak

dV =dedydz =dr-rdf-dz.

Dakle, vrednost Jakobijana transformacije, odnosno faktora promene zapremine pri prelasku na cilindri¢ne
koordinate je J =r (jer je dadydz =|J|drdfdz). Jakobijan smo, naravno, mogli izrac¢unati i po definiciji:

:LJ xl xl
P T I B
8(7"7 97 Z) Z; Zle Z/Z
cos) —rsinf 0
= sinf rcosf O
0 0 1
| cosf —rsinf
B sinf@ rcosé
= rcos’0+rsin?6=r.
=1
- = " . h
E= (=X axis) ’
(r.9,2) 1 d:z
dr rd®
’ |, 0=m/2

(v axis) /

~® v=rcosB
y=rsin0

0 =0 (v axis)

Slika 28: (Levo) Cilindri¢ne koordinate tacke u prostoru. (Sredina) Polu-cilindar, oblast integracije u Pimeru 2.15.
(Desno) Element zapremine u cilindri¢nim koordinatama.

Primer 2.15. Izracunati zapreminu polu-cilindra poluprecnika osnove 1 i visine 3, koji je prikazan na Slici 28

(Sredina).

Resenje: Cilindri¢ne koordinate su veoma pogodne za opisivanje datog polu-cilindra, pa ¢emo ih koristiti kao
smenu promenljivih. Jasno je da je oblast D nakon transformacije moguce opisati kao

D*={(r,0,2)|rel0,1], 0€[0,7], z€]0,3]}.

S obzirom da se zapremina tela D moze izracunati koris¢enjem trostrukog integrala kao

m 3 1
V:// dV:///rdrdez:/ d9/ dz/ rdr,
D D+ 0 0 0

trazena zapremina je



Uocavamo da smo navedenom smenom postigli da se promenljive u oblasti integracije D* kreé¢u u konstantnim
granicama, sto uvek znacajno olaksava izracunavanje integrala.

Primer 2.16. Izracunati zapreminu konusa z = 1 — \/ 22 + y2, iznad xy-ravni.

Resenge: Konus ¢iju zapreminu treba da izracunamo prikazan je na Slici 29. Lako uoc¢avamo da je vrh konusa
tacka (x,7,2) = (0,0,1), a da je presek konusa sa xy-ravni (z = 0) centralna kruznica polupreénika 1 (22 +y? = 1).
I u ovom slucaju pogodno je uvesti cilindri¢ne koordinate za izracunavanje integrala, jer je posmatrana konusna
povrs osno simetricna u odnosu na z-osu. Jasno je, medutim, da nisu sve promenljive u konstantnim granicama.

Slika 29: Konus definisan jednac¢inom z =1—+/z2+y2, za z > 0.

Za
xr=rcosf, y=rsinf, z==z,

dobjamo da je konusna povrs

z:l—\/1"2<30829+r2si1r19:1—1"7 za 6 €0,27].
Jedan od nacina da opiSemo oblast D* je

D*={(r0,2) |0<r<1-z 0<6<2m, 0<z<1}.

1 2 1—=z 1 _ 2
V:///rdrdﬁdz:/ dz/ d6/ rdr=27r/ A=z -7
D 0 0 0 0 2 3

Tada je

2.3.5 Sferne koordinate

Jos jedan karakteristican primer uvodenja smene u trostruki integral je prelazak na sferne koordinate. Definisemo
ih koriste¢i parametre analogne onima kojima opisujemo polozaj tacke na Zemlji - posmatramo “geografsku duzinu
i §irinu”. Uz to, posmatramo i rastojanje tacke od koordinatnog pocetka, i oznacavamo ga sa p. Razlikujemo ga od
r, koje kod cilindriénih koordinata predstavla rastojanje tacke od ose. Dakle, p = x? 4+ 4% + 22, dok je r = 22 +32.
Ugao 6 opisuje rotaciju posmatrane tacke u xy-ravni, bas kao i kod cilindriénih (i polarnih) koordinata. Jasno je
da 6 € [0,27]. Ugao ¢ je ugao izmedu vektora polozaja tacke i pozitivnog smera z-ose. Vazi da je ¢ € [0,7]. Ovo
je prikazano na Slici 30 (Levo i sredina).

Za proizvoljnu tacku T'(x, y, z) u prostoru, prikazanu u pravouglim koordinatama, veza sa sfernim koordinatama
moze se izvesti posmatrajuéi prvo projekciju tacke T na xy-ravan, a zatim i rastojanje te projekcije od koordinatnog
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pocetka. Kao i do sad, ovo rastojanje oznacavamo sa r. U zr-ravni uocavamo da, za tacku T ¢iji je vektor polozaja
odreden intenzitetom p i uglom ¢, vazi

z=pcos¢p, T =psing.

U zy-ravni, koriste¢i polarne koordinate, mozemo zapisati:
x =rcosf, y=rsind.
Konaé¢no, kombinujuéi ove rezultate, dobijamo da za tacku T'(p, 8, ¢) vazi:
T = psin¢cosb , y = psingsing | Z = pcos ¢.
Pri tome, kao $to smo veé naveli, vazi:
p>0, belo,2nr] i ¢e0,7].

Ovim je izrazena veza izmedu sfernih i pravouglih koordinata tacke T

North Pole ¢ =0

P, 9.8

¥

"o x=psinficos§

y=psindsind

SouthPole ¢=n

Slika 30: (Levo i sredina) Sferne koordinate tacke u prostoru. (Desno) Element zapremine u sfernim koordinatama.

Element zapremine izra¢unavamo posmatrajuéi zapreminu koja se dobija za malu promenu koordinata: (p, 6, ¢)
u (p+ Ap, 0+ 26,0+ Ap). Ova zapremina je prikazana na Slici 30 (Desno)). Ona se moze priblizno odrediti
kao zapremina kvadra sa ivicama Ap, p A0, i r A¢p = psing A¢. Na osnovu formule za zapreminu kvadra, i
posmatrajuéi grani¢ni sluc¢aj kada su promene koordinata bliske nuli, dobijamo da je

dV =dzdydz = p?sin¢ dpdbde.

Dakle, vrednost Jakobijana transformacije, odnosno faktora promene zapremine pri prelasku na sferne koordi-
nate je J = p?sin¢ (jer je drdydz = |J|dpdf de). Jakobijan smo, naravno, mogli izra¢unati i po definiciji:

oz,
- - P 0 ¢
8(/)7 0, ¢) z:, zé Z:b

cosfsing —psinfsing pcosbcoso
= sinfsing pcosfsing psinfcos
cos ¢ 0 —psin ¢

9 —sinfsin¢ cosf cos ¢ o 2
= °f (COS(’b’ cosfsing  sinfcos ¢ sin ¢ - sin” ¢

cosf —sinf
sinf  cos6
= p*(—cos? ¢sing — sin® ¢) = —p®sin ¢(cos? ¢ + sin? p) = —p? sin .

Tlustrova¢emo koriséenje sfernih koordinata primerima.
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Primer 2.17. Napisati jednacine sledeéih skupova tacaka u sfernim koordinatama: (1) centralna sfera polupreénika
a, (2) konus sa osom koja se poklapa sa z-osom, (3) xy-ravan, (4) poluravan ortogonalna na xy-ravan, ¢iji je rub
2-08a.

Resenge:

1. Sve tacke centralne sfere poluprecnika a zadovoljavaju uslov da im je rastojanje p od koordinatnog pocetka
jednako a. Dakle, p = a predstavlja trazenu jednacinu sfere u sfernim koordinatama.

2. Za konus je karakteristicno da su mu sve izvodnice pod istim uglom u odnosu na njegovu osu simetrije, koja
. .. . C s . ™
je u ovom slucaju z-osa. Dakle, za sve tacke konusa karakteristican konstantan ugao ¢. Recimo ¢ = 1 pred-
stavlja, u sfernim koordinatama, jedna¢inu konusne povrsi sa vrhom u koordinatnom pocetku i izvodnicama

koje su pod uglom 7 u odnosu na z osu.

3. xy-ravan mozemo posmatrati kao specijalni slucaj konusne povrsi, onaj za koji je ¢ = g Dakle, skup tacaka

D*={(p,0,¢) | p>0, 6€][0,2n7], ¢:g}

predstavlja xy-ravan u sfernim koordinatama.

4. Vertikalna poluravan kojoj je rub z-osa je okarakterisana time Sto je ugao 6 za sve njene tacke konstantan. To
znaci da je jednacina ovakve poluravni upravo # = const, ili, preciznije, da je skup tacaka ovakve poluravni
moguce opisati kao

D*={(p,0,9) | p>0, 60=const, ¢c|0,n]}.

Primer 2.18. Koriséenjem sfernih koordinata izracunati zapreminu dela jediniéne sfere koji se nalazi iznad ravni

z=—.
2

%

Resenje: Trazenu zapreminu izra¢unacemo kao V' = / / dV, gde je D deo jedini¢ne sfere iznad ravni z =
D

Q‘I\J

S obzirom da je sugerisano da zadatak resimo koris¢enjem sfernih koordinata, jedini pravi zadatak nam je
odredimo granice integracije.
Uoc¢imo da je u pravouglim koordinatama potrebno izra¢unati

sfera
V:// dV://dxdy/ dz .
D G ravan

Prelaskom na sferne koordinate éemo pojednostaviti problem opisivanja domena integracije (odredivanja granica).
Na osnovu prethodno izvedenih formula u vezi sa sfernim koordinatama, znamo da je

V://DdV:///*pQSingbdpdd)dG,

gde je D* oblast u pf¢-koordinatnom sistemu koja odgovara posmatranoj oblasti u pravouglim (zyz) koordinatama.
Iskoristili smo izracunati Jakobijan transformacije, odnosno element zapremine.
Odredujuéi granice integracije za promenljive p, 6 i ¢, uocavamo da dati odsecak sfere opisujemo uzimajuci

a

2
vrednosti ugla 6 € [0, 27]. Dalje, ravan z = - u sfernim koordinatama ima oblik
V2 V2
7= peose 2 p 2 cos ¢
A . . .. . . . 2 .
Odavde zaklju¢ujemo i da poluprava koja polazi iz koordinatnog pocetka prodire ravan z = > na rastojanju

P=3 3 i tada ulazi u oblast V*, a iz nje izlazi nakon §to prode kroz jedini¢nu sferu, odnosno za p = 1. Ovim
cos
smo odredili granice u kojima se krece promenljiva p, za svaki ugao ¢:

V2

— . 1].
2cos ¢’ ]

pE|
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Konaéno, posmatrajuéi projekciju u zz (ili yz-) koordinatnoj ravni, uocavamo da je vrednost ugla ¢ u tacki u

kojoj se seku sfera i ravan ona za koju vazi da je

sing = g

<
Il
N

Ovim smo odredili i granice u kojima se krec¢e promenljiva ¢:

o0, 7]

Sada je, konacno

<
I

J[Lav= ][] rsnoapasas
/()ZWdG/OW/4d¢/1ﬁ pPsingdp=...

2cos ¢

2R



3 Kirivolinijski integrali

3.1 Krive. Parametrizacija krivih

Intuitivno, kriva je putanja koju, pri kretanju kroz prostor, opisuje neka tacka (objekat). Formalno, krivu C
posmatramo kao (vektorsku) funkciju jednog parametra:

7 (a,b) €R — R

Tada je domen funkcije interval I = (a,b) realnih brojeva (koji moze biti i interval (—oo, 00)), a kodomen preslika-
vanja je podskup prostora R3. Uzimajuéi u obzir da su elementi prostora R? tacke odredene koordinatama (z,y, 2),
imamo da je

C:  F(t) = (2(t),y(t), 2(t)).

Kriva je, dakle, definisana kao vektorska funkcija (jedne promenljive), gde se skalarne funkcije x(t), y(t), z(t) I €
R +— R nazivaju parametarske jednacine krive C, a t je parametar. Parametar ¢ Cesto interpretiramo kao vreme, pa
svaka tacka (x(t),y(¢), z(t)) krive predstavlja polozaj (koordinate) u prostoru u kom se nalazi posmatrani objekat
(tacka) ¢ije kretanje posmatramo, nakon vremena t.

Vektorska jednacina krive je

C:7(t) = (x(t),y@),  tel,
a njena vektorska jednacina je tada

C: 7t)=z@)i+y(t); tel

Kriva je prosta ukoliko je 7 = 7(t) injektivno preslikavanje, odnosno, ukoliko vazi t1 # to = 7(t1) # 7(t2). Za
prostu krivu vazi da nema tac¢aka samopreseka.

Kriva C je zatvorena ukoliko za preslikavanje 7, definisano na intervalu [a,b], vazi da je ¥(a) = #(b). U tom
sluéaju, pocetna tacka krive, A = 7(a), i krajnja tacka krive, B = 7(b), se poklapaju.
Primer 3.1. Odrediti parametarske reprezentacije za:

a) duZ &ija je pocetna tacka A(ay,as,as), a krajnja tacka B(by,ba, b3);

b) centralnu elipsu sa poluosama a i b, u xy-ravni;

¢) centralnu kruinicu polupreénika ro u horizontalnoj ravni z = zy;

d) centralni jediniéni kruzni heliks, ¢ija je osa z-osa;

e) krivu koja je grafik funkcije y = f(x) za x € I;

f) krivu koja je presek povrsi x®> +y?> =9 iz =1—y>.
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Resenje:

a) S obzirom da je vektor pravca posmatranog pravolinijskog segmenta odreden kao AB = (by —ay,ba —ag, bs —
a3), jedna parametarska reprezentacija posmatrane duzi je odredena parametarskim jednacinama

x(t) = ar +t(b1 — a1), y(t) = az + t(by — az), z(t) = as + t(bs — as), t € [0,1],
ili, u vektorskom obliku
F(t) = (a1 + t(b1 — a1))i + (ag + t(be — a2))j + (as + t(by — az))k .
Uocimo da su pocetna i krajnja tacka duzi odredene kao 7#(0) = A1 7(1) = B.

b) S obzirom da je posmatrana elipsa u zy-ravni, zaklju¢ujemo da je za sve njene tacke z = 0. Koristeéi poznatu
parametarsku reprezentaciju elipse u ravni, z(t) = acost, y(t) = bsint, dobijamo vektorsku reprezentaciju
posmatrane (prostorne) krive u obliku

7(t) = (acost,bsint, 0), t €0, 27].

¢) Jedna parametarska reprezentacija ove krive je

7(t) = (ro cost,rosint, zp), t €0, 27].

d) Posmatrani heliks je kriva ¢ija je projekcija na xy-ravan jediniéna centralna kruznica, $to znaci da su dve
parametarske jedna¢ine ove krive x(t) = cost, y(t) = sint. Treca koordinata linearno zavisi od ¢. Recimo,
uzimajuéu da je z(t) = t, i ¢ € [0, 27], definisa¢emo heliks koji je visine 2, i koji se sastoji od samo jednog

“navoja”. Drugaciji izbor linearne funkcije z rezultovao bi krivom koja pravi drugaciji broj obrta oko ose,
i/ili je drugacije visine.

e) S obzirom da je re¢ o krivoj koja pripada zy-ravni, mozemo je parametrizovati kao prostornu krivu uzimajuéi
da je z(t) = 0 za sve vrednosti parametra, ili mozemo posmatrati vektorsku funkciju 7 : R — R2. U drugom
slucaju (sa kojim éemo se Cesto susretati), parametrizaciju posmatrane krive mogude je jednostavno napisati
u obliku:

F(t) = (t, f(t)) =ti + f(t)] = (t, f(t)), tel.

f) Kriva koja predstavlja presek datih povrsi sadrzi tacke koje zadovoljavaju obe navedene jednaéine. Koristeéi
poznatu parametrizaciju cilindriéne povrsi, i direktno uvrstavajuéi dobijene vrednosti u jednacinu druge
povrsi, dobijamo da je

7(t) = (3cost,3sint, 1 — 9sin?¢), te0,2n].

(Napomena: Povrsima i njihovim parametrizacijama ¢emo se uskoro detaljnije pozabaviti. U prethodnom
primeru smo, pre svega se oslanjajué¢i na znanje o cilindri¢nim koordinatama, intuitivnho parametrizovali
cilindriénu povrs.)

Parametarska reprezentacija krive C nije jedinstvena. Svako injektivno preslikavanje intervala (¢, d) na interval
(a,b) tako da s — t(s) za elemente s € (¢, d), definiSe reparametrizaciju krive C. Dakle, ako je C : 7(t) =
(z(t),y(t), z(t)), onda je 7(s) = (x(t(s)),y(t(s)), 2(t(s))) reparametrizacija krive C'. Vazno je imati na umu da se
reparametrizovanjem ne menja graficki prikaz krive; opisana putanja Cestice izgleda isto, ali se, u opstem slucaju,
menja brzina kretanja cestice duz te putanje.

Tako, na primer, umesto parametrizacije jedini¢ne centralne kruznice u xy-ravni date jednac¢inama

x(t) = cost, y(t) = sint, z(t) =0, t € [0, 2m)

mozemo posmatrati reparametrizaciju definisanu preslikavanjem
t
s=35 kada s € [0, ],
a odgovarajuce parametarske jednacine su

x(s) = cos 2s, y(s) = sin2s, z(s) =0.
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Jasno je da Ce rezultujuca kriva biti ista centralna jedini¢na kruznica, ali ¢e se Cestica duz nje kretati dva puta
brze i opisace je dok se parametar s kreée duz dva puta kradeg (vremenskog) intervala nego $to je to bio slucaj sa
parametrom ¢t.

—

Posmatrajmo dva polozaja tacke koja se kreée duz krive C' : F(t) = x(t)i + y(t)] + 2(t)k, prvo za vrednost
parametra t, a zatim za vrednost (t+ At). To odgovara polozajima tacke u dva bliska vremenska trenutka. Tada je

NF(t) = TF(t+ at) — 7(t)
vektor promene polozaja koji je odreden ovim dvema tackama krive i vazi da je
AF(t) = (z(t+ M)+ y(t+ a8)] + 2(t+ k) — (z()i + y(£)] + 2(0)F) =azi+ ryj+ azk .

Za slucaj ravne krive, vektor A7(t) =Ari+ Ayj prikazan je na Slici 31.

—
Ar X
Ayj

- Azxi %

Slika 31: Vektor promene polozaja tacke i aproksimacija duzine segmenta krive.

Deljenjem sa At, i posmatranjem granicnog slucaja kada At — 0 (i uocavajuéi da tada i Ax — 0, Ay — 0 i
Az — 0), dolazimo do
NP (t
lim ®) =
a4—0 N A—0 At A—0 At A—0 At

$to je, po definiciji, izvod vektorske funkcije 7:

P = T )i 4y 07 + 2 0 = 00,50, 2 0)

Vektor (z/(t),4'(t), 2’ (t)) izvoda skalarnih funkcija koje predstavljaju parametarske jednacine krive C' odreduje
tangentni vektor na krivu u posmatranoj tacki ¢t. Primetimo da ovaj tangentni vektor nije obavezno jedini¢ni. Zbog
toga definiemo jediniéni tangentni vektor (normalizujuéi vektor 7):

Uocimo da slucaj kada At — 0 odgovara situaciji kada posmatramo promenu polozaja tacke za malu promenu
vremena. Na taj nacin je definisan vektor brzine posmatranog kretanja. Dakle, tangentni vektor 7/(¢) na krivu u
posmatranoj tacki ¢ interpretira se kao vektor brzine kretanja (vektor promene polozaja u jedinici vremena) duz
posmatrane krive u posmatranoj tacki.

Dalje, posmatrajmo veli¢inu As, koja oznacava duzinu puta predenog duz posmatrane putanje (krive), tokom
prelaska iz polozaja 7(t) u polozaj 7(t+ At). Kako putanja nije, u opstem sluc¢aju, pravolinijska, duzina predenog
puta se samo priblizno moze odrediti kao duzina vektora AF(t):

bs & | 47| =/ (8x)? + (8)? + (82)2 .

U slucaju kada At — 0, odnosno, kada su posmatrani polozaji dve bliske tacke krive, ovo je dovoljno dobra
aproksimacija duzine predenog puta. Dalje, deljenjem sa At i posmatranjem grani¢nog procesa, dobijamo

As(t)

' 20 () () + (5)
im ——= = lim — )+l = +{—=) ,
&80 At &—0 A £—0 Nt Nt N

lim = lim
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odnosno

V() () () o

Dakle, intenzitet |7”'(¢)| tangentnog vektora na krivu, odnosno vektora brzine kretanja, u svakoj tacki definise
brzinu kretanja (duzinu predenog puta u jedinici vremena). Uoc¢imo da je brzina skalarna veli¢ina, za razliku od
vektora brzine. Termini u engleskom jeziku za ove dve veli¢ine se razlikuju: “velocity” je brzina kao vektorska
velicina, a “speed” je odgovarajuca skalarna veli¢ina.

Navedimo jo$ jednom neke od vaznih relacija koje vaze za prethodno definisane veli¢ine i uvedene oznake:

L
0 = )

ds _

© -

) = TR =T

ds = [#0)]-dt = V@OR T GOR T @ORd

Vo)
—~~

~
~

/ ds = / #(t)]dt = / VO + O+ (@)t

Poslednja relacija je nama ve¢ dobro poznata formula za izrac¢unavanje duzine luka krive koja je zadata param-
etarskim jednacinama. Dakle, za datu vrednost parametra ¢t funkcija s = s(¢) odreduje duzinu luka (predenog puta
duz) krive, od pocetne tacke do tacke sa koordinatama (z(t), y(t), z(t)). Ukoliko reparametrizujemo krivu, koristedi
vezu

t
t=t(s) za  st)= / V(@' (6)% + (v (D)2 + (2'(1)2dt
dobi¢emo vaznu parametrizaciju posmatrane krive C': 7 = 7(s) koja ima osobinu da je za nju
() =T(s),

odnosno da su za ovu parametrizaciju tangentni vektori na krivu u svakoj tacki jedini¢ni. To interpretiramo kao
parametrizaciju koja obezbeduje kretanje po krivoj jediniénom brzinom. Ovakva parametrizacja je ¢esto pozeljna
i zove se prirodna parametrizacija krive ili parametrizacija duZinom luka.

Primer 3.2. Napisati prirodnu parametrizaciju duzi odredene tackama A(2,3,0) i B(3,2,5).

Resenje: U prethodnom primeru smo ve¢ naveli jednu parametrizaciju duzi koja spaja dve date tacke:
7(t) =(2+1t,3 —t,5t), telo,1].

Prirodna parametrizacija podrazumeva da kao parametar koristimo duzinu (luka) s(¢) posmatrane krive:

Z/t\/(w’(t))2+(y’(t))2+( ))?dt = /mdt \f/ dt = V27t .

Kako je tada
s

V2T’

zamenom dobijamo prirodnu parametrizaciju posmatrane krive

7(s)=(2+

S S 5
,3— D , s€0,v27].
V27 V27 \/27) [ ]

Birajué¢i vrednost parametra s iz navedenog intervala, definisemo (biramo) duzinu predenog puta Cestice duz
krive, od pocetne tacke. Tada 7(s) daje koordinate tacke koja pripada krivoj i nalazi se na zadatom (lu¢nom)
rastojanju od pocetne tacke krive.

Kao sto je ve¢ navedeno, tangentni vektor

1 1 5
V2T V2T V2T

7(s) = ( )
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je jedini¢éni, u svakoj tacki krive. On je, takode, i konstantnog pravca, sto je u skladu sa ¢injenicom da je posmatrana
kriva u stvari pravolinijski segment.

3.2 Krivolinijski integral skalarne funkcije

Odredeni integral funkcije jedne promenljive definisali smo posmatrajuéi (ograni¢enu i neprekidnu) skalarnu funkciju
y = f(x) definisanu nad nekim pravolinijskim segmentom - zatvorenim intervalom realne ose. Geometrijski, ovim
odredujemo povrsinu ravnog lika (krivolinijskog trapeza) koji je na datom intervalu izmedu krive i z-ose. Situaciju
mozemo interpretirati i tako Sto posmatramo pravolinijski segment (duz, interval) i na njemu neravnomerno ras-
poredenu neku masu - svakoj tacki duzi “dodeljena” je masa koja je odredena vrednoséu funkcije u toj tacki. Tada
odredeni integral daje ukupnu masu rasporedenu duz segmenta.

Uopstimo posmatrani problem tako $to posmatramo skalarnu funkciju f definisanu nad domenom koji sadrzi i
krivolinijski segment, u ravni ili prostoru. I u ovom slu¢aju mozemo smatrati da data funkcija odreduje raspodelu
neke mase duz krive, a da je nas zadatak da odredimo ukupnu masu rasporedenu duz krive. Ili, zelimo da odredimo
povrsinu povrsi koja se nalazi iznad krivolinijskog segmenta, a ispod krive koja je odredena vrednostima skalarne
funkcije f. Ovo je ilustrovano na Slici 32.

Slika 32: Skalarna funkcija z = f(x,y) definisana je nad ravnom krivom C. Oznaena povrsina povrsi odgovara
vrednosti krivolinijskog integrala funkcije f po krivoj C.

Uoc¢imo da ovaj opstiji problem intuitivno lako svodimo na problem koji smo posmatrali kod odredenog integrala:
dovoljno je da “ispravimo” krivu koja sada predstavlja domen integracije. Ovim ¢emo se rukovoditi i pri formalnom
definisanju, kao i izracunavanju opisanog krivolinijskog integrala.

Posmatrajmo, dakle, krivu C' definisanu parametarski:

-

C:Ft)y=a(t)i+ylt)], tel,

gde je I = [a,b] C R. Ovako definisana kriva je ravna kriva (nalazi se u ravni; u ovom slucaju re¢ je o koor-
dinatnoj ravni zy). Analogiju sa odredenim integralom ¢emo lakse uociti i graficki predstaviti ograni¢ivsi se na
dvodimenzionalni sluc¢aj. Uopstenje za sluc¢aj prostornih krivih sledi direktno.

Dalje, posmatrajmo skalarnu funkciju dve promenljive, z = f(z,y), za (z,y) € G C R2. Pretpostavimo da
kriva C pripada domenu G funkcije f, tj. da (z(t),y(t)) € G za ¢t € I. Analogno kao kod definisanja odredenog
integrala, podelimo krivu C' deobnim tatkama. U ovom sluc¢aju, to postizemo posmatrajuéi podelu intervala I,
odnosno posmatrajuéi tacke ¢;, za i = 0,...,n, i generisuéi tacke (z(t;),y(t;)) koje pripadaju krivoj i koje je dele
na pod-segmente. OznaCimo sa A s; duzinu i-tog pod-segmenta krive C. Izaberimo, zatim, na svakom takvom
pod-segmentu tacku (xf,yF) = (x(tf),y(tF)) za neko tf € [t;—1,t;]. Dakle, tacka (zF,y;) je na luku krive C,
izmedu tacaka (z(t;—1),y(ti—1)) i (z(t;),y(t;)). Odredimo vrednost funkcije f u uocenoj tacki svakog pod-segmenta:
Faup) = F@() u(E).

Kao i do sad, aproksimiramo vrednost funkcije f u tackama (celog) i-tog pod-segmenta vrednoséu f(x},y}) =
fx(tF), y(tF)). Tadase povrsina dela posmatrane povrsi nad uocenim pod-segmentom moze aproksimirati povrsinom
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pravougaonika ¢ije su stranice vrednost funkcije f(zF,y) = f(x(tF),y(t)) 1 duzina (krivolinijskog) pod-segmenta
As;. Povrsina cele povrsi bi¢e zatim priblizno jednaka zbiru povrsina svih aproksimirajuéih pravougaonika:

Zf t7)) As; .

U ovom izrazu prepoznajemo, jo§ jednom, uobic¢ajeni oblik integralne sume. Ako sada posmatramo podelu krive
C takvu da broj n deobnih ta¢aka neogranic¢eno raste, a duzina svakog podsegmenta max(As;) tezi nuli, dobijamo
sve ta¢niju aproksimaciju trazene povrsine povrsi. Grani¢na vrednost definisane integralne sume, ukoliko postoji
nezavisno od nag¢ina podele (izbora deobnih tacaka duz krive), kao i izbora tacaka (z},y}) = (x(t]),y(¢})), definise
krivolinijski integral skalarne funkcije f duz krive C"

/Cf(:my) ds = maxl(lgl)aoz f(z t1)) As; . (8)

Ovaj integral se jos naziva i krivolinijski integral po luku krive ili krivolinijski integral prve vrste. Sa ds oznacavamo
element luka, odnosno duzinu beskonac¢no malog pod-segmenta krive.

Napomene:

e Krivolinijski integral, odnosno grani¢na vrednost posmatrana u (8), postoji (za svaki izbor vrednosti ¢;,
odnosno svaku podelu luka krive, kao i za svaki izbor tacaka (z},y;)) ukoliko je funkcija f neprekidna, a
kriva C glatka, ili po delovima glatka.

e Osobine krivolinijskog integrala su analogne osobinama odredenog (i svih do sad posmatranih integrala).
Najvaznije su nam:

1. /Cozf(x,y)ds:a/f(x,y)ds, za a € R;
2. [ (@) gte)as= [ fa) dsi/ o(z,y) ds;

/ flz,y) ds-/ flz,y) dzfs—i—/ flz,y)d za C = C1UCy 1 CyNCy =0 (izuzev, eventualno,
zajednickih rubmh tacaka).

e Ako je kriva C zatvorena, uobic¢ajeno je za krivolinijski integral funkcije nad takvom krivom koristiti oznaku
j{ fz,y)ds.
c

e Ako vazi da je f(z,y) = 1, onda je / flz,y)ds z/ ds =As, odnosno, ovaj integral daje duzinu luka
c c

posmatrane krive C.

e Krivolinijski integral skalarne funkcije (po luku krive) ne zavisi od smera kretanja duz krive (orijentacije
krive), niti od parametrizacije krive.

3.2.1 Izracunavanje krivolinijskog integrala skalarne funkcije

Element luka ds predstavlja duzinu beskonaéno malog (kratkog) pod-segmenta krive. Znajuéi da je, za krivu
7 =7(t)
ds = |7 (t)] dt ,

direktno zaklju¢ujemo da je

/ f(e,y)ds = / F((t), y )7 ()] dt = / F@(), y O @ OP + O dt .
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Uocavamo da smo, bas kao i kod izracunavanja visestrukih integrala, i problem izra¢unavanja krivolinijskog

integrala sveli na izracunavanje odredenog integrala.

Uopstenje na slucaj skalarne funkcije tri promenljive i prostorne krive C' je direktno: za funkciju u = f(z,y, 2)

— —

definisanu nad D C R3 i parametarski zadatu krivu C : 7(t) = (Z(¢),%(t), 2(t)), gde t € [a,b] = I, i sve tacke krive
C pripadaju domenu D funkcije f, je

b
/f(x,y,z)ds:/ Flt), y(b), =(0))7 (1)) dt |
C a

pri cemu je

()] = /(@' (8)? + (v (1)) + (+/(1))2 -

Primer 3.3. Izracunati / xyzds, ako je C : 7(t) = (cost,sint,3t), za t € [0,4w]. Zatim izracunati duZinu krive
c
C.

ResSenje: Prostorna kriva C' po kojoj integralimo je data u parametarskom obliku, Sto zadatak ¢ini prilicno
lakim. Zadata kriva (heliks) je prikazana na Slici 33.

Slika 33: Kriva C : 7(t) = (cost,sint, 3t) za t € [0,4n], koja predstavlja domen integracije u Primeru 3.3

S obzirom da je
flz(t),y(t), 2(t)) = z(t)y(t)z(t) = 3tsintcost ,
ida je

ds = |7 (t)|dt = |(—sint,cost,3)|dt = Vsin?t + cos2t + 9dt = V10dt

dobijamo da je

4 4
V1 V10 (1 t 4m
/ ryzds = / 3tsintcostVv10dt = %/ tsin 2t dt = 3720 (4 sin 2t — 3 cos 2t> ‘ = —3v10m.
c 0 0 0

Uoc¢imo da je vrednost integrala negativna, i da je to u skladu sa ¢injenicom da je funkcija negativna nad
posmatranom krivom, ili nad nekim njenim delovima.

Dalje izrac¢unavamo duzinu posmatrane krive. Znamo da je to

47
/ds:/ V10dt = 4V/107 .
C 0

Uoc¢imo da duzina krive ne moze biti negativna.

Primer 3.4. Izracunati / yds, ako je C :y =2z, od x =3 do x = 24.
c
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Resenje: U ovom slucaju kriva je data u eksplicitnom obliku i potrebno je da je parametrizujemo. To mozemo
uraditi na vise nacina, a najjednostavnije je da za funkciju y = f(z) posmatramo parametrizaciju C : 7(t) = (¢, f(t)),
odnosno parametarske jednacine x = t,y = f(t), za t € [x1,x2] = [t1,L2].

Za ovakvu parametrizaciju izracunavamo element luka

ds = [7"(6)[dt = |(1, /()| dt = /1 + (f'(2))* dt

§to nam je takode poznat rezultat, iz price o izracunavanju duzine luka eksplicitno zadate krive, i moze se koristiti
kao obrazac za element luka eksplicitno date krive.

1
Kako je u posmatranom primeru C : 7(t) = (¢,2v/1), za t € [3,24], i ds = \/1+ n dt, dobijamo

24 24
/ 1
/de:/ 2/t 1+¥dt:2/ Vit+1dt =156 .
c 3 3

Primer 3.5. Izracunati ?{ xy ds, ako je C' rub oblasti ogranicene x-osom i graficima funkcijo y =z +1 za x <0
C
i y=1—22z2a2>0.

Resenje: Oblast ¢iji rub predstavlja kriva C prikazana je na Slici 34.

15
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Slika 34: Oblast G i njen rub C koji predstavlja domen integracije u Primeru 3.5.

Kriva C predstavlja uniju tri krive, pa ¢emo iskorititi jednu od osobina krivolinijskog integrala i trazeni integral
izracunati kao zbir tri krivolinijska integrala:

fzdeZ/ zyds+/ xyds+/ zy ds,
C Cl C2 C3

gde je Cy deo prave y = 0 za x € [—1,1]; Cy deo parabole y = 1 — 22 za z € [0,1] i C3 deo prave y = = + 1 za
z € [-1,0].

Pre svega, potrebno je odrediti parametrizacije krivih C7, Cs, C3. Kako je re¢ o eksplicitno zadatim krivim,
parametarske jednacine lako dobijamo

Cy: #(t) = (t,0), te[-1,1], #(t) = (1,0), ds = [#(t)|dt = /T + 0dt = dt .

Cy: #(t)=(t,1—-1?), te][0,1], #(t) = (1,-2t), ds = [#(t)|dt = V1 + 4¢2dt .

Csz: F(t) = (t,t+1), t € [-1,0], 7(t) = (1,1), ds = |7 (t)|dt = V1 + 1dt = /2dt .
Dalje je

%xyds = /acyds+/ xyd3—|—/ xy ds
C 1 Co Cs

1 1 0
= /t-O dt+/ t(1 — )1 + 42 dt+/ tt+1)V2dt
0 —1

-1
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3.3 Skalarna i vektorska polja. Elementi teorije polja

Posmatrajuéi funkcije f : R™ — R™, mozemo ih klasifikovati prema vrednostima prirodnih brojeva n i m na sledeéi
nacin:

e ako je n =1, f je funkcija jedne promenljive;
e ako jen > 1, f je funkcija vise promenljivih;
e ako je m =1, f je skalarna funkcija;

e ako je m > 1, f je vektorska funkcija.

U okviru kursa iz Matematicke analize 1 smo se prvenstveno bavili funkcijama za koje je n = m = 1, dakle
skalarnim funkcijama jedne promenljive. ViSestruke integrale smo definisali za skalarne funkcije vise promenljivih,
dakle, za slucaj kada je n > 1 i m = 1. Kada smo definisali krive u ravni i prostoru, posmatrali smo vektorske
funkcije jedne (skalarne) promenljive - dakle, slucajeve kada je n = 1, i m = 2 (ravna kriva) ili m = 3 (prostorna
kriva).

Kona¢no, dolazimo do slucaja kada dopustamo da je n > 11im > 1, i time definiSemo vektorsko polje. Dakle,
vektorsko polje je vektorska funkcija vise promenljivih. MozZemo reéi i da je vektorsko polje vektorska funkcija
vektorske promenljive.

Napominjemo da je u upotrebi i termin skalarno polje; oznacava skalarnu funkciju vise promenljivih, ili - skalarnu
funkciju vektorske promenljive, sa kojom smo se ve¢ susreli u mnogo situacija. Dakle, pojam polja vezujemo za
preslikavanja gde je argument vektor, odnosno gde je n > 1.

Dalje, naglasavamo i da ¢emo se u radu sa vektorskim poljima uglavnom sretati sa funkcijama za koje je n = 2
ilin=31im=2ilim=3. Ovo znadi da éemo tackama (vektorima) ravni opredeljivati vektore te iste ravni, ili
prostora, i da ¢emo tackama (vektorima) 3D prostora dodeljivati vektore istog tog prostora.

Intuitivan primer predstavlja domen preslikavanja koji ¢ine sve tactke Zemljine atmosfere, kao jedan podskup
prostora R3. Ako svakoj takvoj tacki dodelimo vrednost temperature u toj tacki, definisali smo skalarno polje.
Ako svakoj tacki domena (atmosfere) dodelimo “informaciju” o strujanju vazduha u toj tacki, sto podrazumeva
pravac, smer i intenzitet (tj, vektor brzine tog strujanja), definisali smo vektorsko polje.

Drugi klasi¢ni primeri vektorskih polja su polje brzine fluida, polje sile, gravitaciono polje, i sli¢no.

Vektorsko polje definisemo koristeéi skalarne funkcije. Tako, na primer, za skalarne funkcije (skalarna polja)
P,Q,R: D CR? - R, mozemo definisti vektorska polja

F(x,y) = P(z,y)i + Q(x,y)]

ili
H(z,y) = P(x,y)i + Q(z,y)] + Rz, y)k .

Osobine vektorskih polja sustinski zavise od osobina skalarnih funkcija-komponenata.

Prikazacemo graficki neka vektorska polja. Najcesce ih ne¢emo crtati u daljem radu, ali nije lose da, za pocetak,
steknemo $to jasniju sliku o ¢emu pricamo kada pricamo o vektorskim poljima.

Primer 3.6. Prikazati graficki sledeca vektorska polja:

Resenje:

a) Svakoj tacki domena, koji je u ovom slucaju xzy-ravan, pridruzen je vektor ¢ije su koordinate (2,1). Ovo je,
dakle, konstantno vektorsko polje, jer su svim tackama ravni (domena) dodeljene iste vrednosti. Vektorsko
polje je prikazano na Slici 35 za izbor tac¢aka domena.
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Slika 36: Vektorsko polje F(z,y) = i.

b) U ovom slucaju svakoj tacki ravni je dodeljen vektor koji je paralelan sa x-osom, a ¢ija duzina (intenzitet) i
smer zavise od tacke kojoj je dodeljen. Tackama y-ose dodeljen je nula-vektor. Vektorsko polje je prikazano
na Slici 36, za izbor tacaka domena.

¢) U svakoj tacki zy-ravni odgovarajuéi vektor je jednak vektoru polozaja posmatrane tacke. Svi vektori su
usmereni suprotno od koordinatnog pocetka, a intenzitet im je jednak rastojanju tacke od koordinatnog
pocetka. Vektorsko polje je prikazano na Slici 37 za izbor tacaka domena.
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Slika 37: Vektorsko polje F(z,y) = i + yj.

d) Ovo polje je prikazano na Slici 38 (sa dva razlicita izbora tacaka u kojima je vektor prikazan; treba imati
na umu ¢injenicu da se svakoj tacki ravni dodeljuje vektor, a da mi iz prakti¢nih razloga, prikazujemo samo
konacan podskup tog skupa vektora).
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Slika 38: Vektorsko polje F(x,y) = —yi + 2.

Ako uoc¢imo da je skalarni proizvod (—y,x) - (z,y) = —yz + zy = 0, zakljuCujemo da je dodeljeni vektor u
svakoj tacki ortogonalan na vektor polozaja te tacke, a da su intenziteti dodeljenog vektora i vektora polozaja
tacke jednaki. Ovo vektorsko polje prikazuje kretanje fluida ravnomernom brzinom oko koordinatnog pocetka.

Uocimo da se ovakvim poljima prikazuje dejstvo neke sile u svakoj tacki posmatranog skupa tacaka. Ako,
recimo, posmatramo krivu koja je trajektorija kretanja neke tacke, i ako je u svakoj tacki krive (trajektorije)
definisano dejstvo posmatrane sile, mozemo pokusati da odredimo ukupan rad te sile duz posmatrane trajektorije.

Ovo ¢e nas dovesti do jos jedne vrste integrala. Medutim, pre nego §to se pozabavimo ovim problemom, zadrzac¢emo
se na jo$ nekim vaznim pojmovima i osobinama vezanim za vektorska polja.

3.3.1 Gradijent, divergencija, rotor

Skalarna i vektorska polja su (skalarne i vektorske) funkcije vise promenljivih, pa svaka prica o diferenciranju

polja neminovno vodi do parcijalnih izvoda, bilo da je re¢ o parcijalnim izvodima skalarnog polja, ili da je re¢ o
parcijalnim izvodima skalarnih funkcija-komponenti kojima je definisano vektorsko polje.

Informaciju koju dobijamo poznavanjem parcijalnih izvoda skalarnog polja smo do sada “objedinjavali” definisuéi
totalni diferencijal funkcije. Sada navodimo jo$ jedan vazan pojam koji definiSemo koristec¢i parcijalne izvode.

Definicija 3.1. Za dato skalarno polje uw = f(x,y, z) za koje su definisani parcijalni izvodi

_(9f of of
grad f = (E);v’(’?y’az)

of of of

9r’ By’ 95 vektor

naziva se gradijent te funkcije (skalarnog polja).

Uocavamo da gradijent preslikava skalarno polje u vektorsko. Ovo polje se, za datu skalarnu funkciju, naziva
gradijentno polje.

Sa pojmom gradijenta funkcije vise promenljivih smo se veé susreli. Podsetimo se nekoliko vaznih osobina
gradijenta:

e Potreban uslov za postojanje ekstrema funkcije v = f(z,y,2) u nekoj tacki domena je da je u toj tacki
grad f = 0.

e Izvod funkcije u = f(z,y, z) u pravcu datom jedini¢nim vektorom lo = (I1,12,13) je definisan kao

af _ lim flz+l Aty +1a Atz + 13 At) — f(z,y, 2)
dly  24—0 At
a moze se lako izracunati koriséenjem gradijenta:
of -
— =grad f - lp.
dly

e Izvod (po pravcu) funkcije je najveéi u pravcu gradijenta funkcije. Dakle, pravac gradijenta je pravac najbrze
promene (rasta ili opadanja) funkcije. Promena je jednaka intenzitetu gradijenta, |grad f|.
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e U smeru gradijenta funkcija (najbrze) raste, a u smeru suprotnom od gradijenta funkcija najbrze opada.

e U svim pravcima razli¢itim od pravca gradijenta promena (skalarne) funkeije f je izmedu vrednosti (—| grad f|)
i|grad f|.

e U pravcu ortogonalnom na pravac gradijenta promena funkcije je beskona¢no mala.

Ilustrativan primer koriséenja gradijenta je

Primer 3.7. Funkcijom z(z,y) = 1000 — 0.01z2 — 0.02y* opisana je konfiguracija nekog terena. Ako se nalazimo
u tacki sa koordinatama (60,100), u kom pravcu je nagib terena najvedi? Kolika je najveéa visinska promena ako
se krecemo iz te tacke?

Resenje: Grafik date funkcija z je paraboloid ¢ije su nivo-krive (preseci sa horizontalnim ravnima) elipse ¢ije
su polu-ose paralelne sa z— i y—osama, a maksimum (teme) paraboloida je u tacki (0,0, 1000). Ovim paraboloidom
je prikazano brdo (konfiguracija nekog terena). Kako je z(60,100) = 764, tacka u kojoj stojimo nalazi se na visini
od 764m. Pravac najveceg rasta funkcije iz neke tacke je pravac gradijenta te funkcije u toj tacki. U ovom slucaju

e
! 0z 0z
Oz’ Oy

grad z = ( ) = (—0.02z, —0.04y) ,

a u posmatranoj tacki je
grad z(60, 100) = (—1.2,—4) .

Dakle, vektor pravca u kom funkcija (visina terena) najbrze raste (posmatrano iz tacke (60, 100) je vektor (—1.2, —4).
S obzirom na njegove (negativne) koordinate, jasno je da je pravac kretanja u kom e visina terena najbrze rasti
pravac ka koordinatnom pocetku, odnosno, temenu paraboloida, ili, ka vrhu ovog posmatranog brega.

Kako je

| grad z(60,100)] = v/1.22 + 42 = 4.176 ,

zaklju¢ujemo da ée se za 1m promene polozaja u horizontalnoj ravni visina na kojoj se nalazimo (u pravcu gradijenta
- najbrzeg rasta) povedati za 4.176m.

Dalje, posmatramo vektorsko polje
F‘(m, y,2) = P(x,y,2)i + Q(x,y,2)] + R(z,y, z)E .
Ukoliko postoje svi parcijalni izvodi skalarnih funkcija P, @, R, po promenljivim x, y, z, definiSemo jo§ dva pojma.
Definicija 3.2. Divergencija vektorskog polja ﬁ(gc,y,z) = (P(z,y,2),Q(z,y, 2), R(x,y, 2)) je

. = OP 0Q OR
d“’F_%JraTﬂ'E'

Uoc¢imo da divergencija preslikava vektorsko polje u skalarno.

Definicija 3.3. Rotor vektorskog polja F'(x,y,z) = (P(z,y,2),Q(x,y, 2), R(x,y,2)) je

- i j ki OR 0Q OP OR 0Q 0P
|9 o8 o |2 _T=)7 )T Yo _ Y2\ 2
rotk= an a;y %Z (8y 8z>l+ (82 830)] <8m 8y) i

Uoc¢imo da rotor preslikava vektorsko polje u vektorsko.

Praktican nacin zapisivanja ovih operatora omogucen je koris¢enjem Hamiltonovog diferencijalnog operatora,
koji se jos zove i operator nabla. Definisan je kao

vaZ‘Jra}JraE(

o 0 0
or oy 0z

oz’ dy’ 9z
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Ovaj operator moze da se posmatra i koristi i kao vektor, i kao operator parcijalnih izvoda. Sada mozemo
izraziti operacije gradijenta, divergenicije i rotora na slede¢i nacin

e grad f = V[ (ovde je nabla operator izvoda);

e divF =V -F (ovde primenjujemo skalarni proizvod izmedu dva vektora, a zatim i operator);

e 1ot F =V x F (ovde primenjujemo vektorski proizvod izmedu dva vektora, a zatim i operator).
2

Primer 3.8. a) Odrediti gradijent polja u = f(x,y) = I%er )

b) Odrediti divergenciju i rotor polja F= (22y, vyz, —2%y?).
Resenje:

af o

b) Za dato polje je P(z,y,z) = 2%y, Q(x,y,2) =zyz i R(z,y,z) = —2%y?. Onda je
- 0P 0Q OR

divE=V.-F=—+4—S4-"—=2
v 8x+8y+8z Ty + 2,
i
i k
rot F' = 2 6% 2 = —(22%y + xy)i + 209°] + (yz — 22k .
2 2.2

Na osnovu definisanih veli¢ina mozemo klasifikovati vektorska polja. Tako, na primer, kazemo da je

e vektorsko polje F' potencijalno (ili konzervativno) ukoliko postoji skalarno polje f takvo da je F' = Vf.

Polje f zove se potencijal polja F. Gradijentno polje skalarne funkcije je potencijalno. Ovo malo podseé¢a na
vezu funkcije i njene primitivne funkcije, ali sada posmatrajuci funkciju vise promenljivih i njene parcijalne
izvode.

e vektorsko polje F bezvrtlozno ako je rot F=0.

Rotor mozemo shvatiti kao meru tendencije polja za vrtlozno (rotaciono) kretanje.

e vektorsko polje solenoidno ako je div F=0.

Divergencija je operator kojim se meri intenzitet izvora, odnosno ponora polja, u svakoj tacki. Moze se
razumeti i kao mera promene gustine polja.

Moze se dokazati tvrdenje
Vektorsko polje je potencijalno ako i samo ako je bezvrtlozno.
Drugim rec¢ima, ako je rotor vektorskog polja jednak nuli, onda postoji potencijal tog polja (i obrnuto). Ova

teorema ¢e nam kasnije biti od velike koristi. Napominjemo da se tvrdenje da je rot(Vf) = 0 direktno proverava,
a tvrdenju u suprotnom smeru (da je polje F' gradijentno ukoliko je rot F' = 6) ¢emo se jos posvetiti malo kasnije.

Primer 3.9. Ispitati da li je polje F= 2:cy3z4z+ 3x2y2243+ 4x2y32312 gradijentno.
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Resenje: Za dato vektorsko polje je P(z,vy,2) = 2xy32%, Q(w,y,2) = 32%y?2* 1 R(z,y, z) = 42%y323. Dalje

je
rot F' = 6% 8% % = (122%9%2° — 122292 2°)i + (8ay°2° — 8xy®2%) ] + (639 2* — 62?2 )k = 0,
2ry32t 3x2y22t 4x?y38

a odatle sledi, na osnovu prethodno navedenog tvrdenja, da je posmatrano polje konzervativno (gradijentno).

3.4 Krivolinijski integral vektorske funkcije

Nakon $to smo definisali integral skalarne funkcije duz posmatrane krive, posmatra¢emo vektorsku funkciju F =
(P(x,y),Q(z,y)) koja je definisana nad nekim skupom G C R? i definisati njen integral duz posmatrane (ravne)
krive C' @ 7(t) = z(t)i+y(t)j , t € I, gde je I = [a,b] C R. Pretpostavljamo da sve tacke krive pripadaju skupu G.
Dakle, i pri definisanju krivolinijskog integrala vektorske funkcije ¢emo prvo posmatrati dvodimenzionalni slucaj,
a uopStenje na prostorne krive i odgovarajuca vektorska polja ¢emo na kraju lako izvesti.

Fizicka velicina (interpretacija) koju posmatramo u ovoj situaciji je rad sile. Sila je vektorska veli¢ina. Pos-
matramo njeno dejstvo na neku tacku koja se pod dejstvom te sile kreé¢e duz neke putanje. Ukoliko je putanja
pravolinijska, a sila konstantna duz te putanje, i pri tome deluje u pravcu kretanja (vektor sile i vektor putanje
su kolinearni i istog smera), rad sile je definisan kao proizvod intenziteta sile ¢ duzine predenog puta pod dejstvom
te sile. U praksi najceSe nastupa opstiji slucaj, kada sila nije konstantna, putanja nije pravolinijska, a pravac
kretanja i pravac sile nisu kolinearni. To znaci da jednostavno mnozenje intenziteta dva vektora nece biti dovoljno
da definiSe rad sile u opstem slucaju.

Pretpostavimo da sila F koja nije kolinearna sa pravcem kretanja 7 deluje na tacku i uzrokuje kretanje duz
pravolinijske putanje. Tada je potrebno razloziti silu na komponente, od kojih je jedna u pravcu kretanja, a druga
ortogonalna na taj pravac. Samo komponenta koja deluje u pravcu kretanja utice na kretanje i definise rad. Ta
komponenta jednaka je projekciji vektora sile F na posmatrani pravac 7, pa je rad sada:

A=|F|lcosL(F,7)|F|=F 7.

Dakle, rad (konstantne) sile duz pravolinijske putanje jednak je skalarnom proizvoda vektora sile i vektora putanje.
Dopustimo sada da je sila u svakoj posmatranoj tacki definisana vektorskim poljem F' = (P(z,y), Q(z,v))
(dakle, nije konstantna) i da kretanje koje se pod njenim dejstvom odvija nije pravolinijsko, nego krivolinijsko, duz

=

C : 7(t)=z(t)i+y(t)j, t € I. Ovo je ilustrovano na Slici 39.

Slika 39: Rad sile I duz krive C.

Rad te sile mozemo priblizno izra¢unati posmatrajuc¢i podelu krive na segmente, i aproksimirajuéi svaki segment
krive pravolinijskim segmentom A 7; = 7(¢;) — 7(t;—1) za neke vrednosti t;_1,t; € I, i posmatrajuéi silu F, =
(P(x(t;),y(t:)), Q(z(t;), y(t;)) na takvom segmentu (dakle, smatramo da duz ¢itavog segmenta, koji je aproksimiran
pravolinijskim segmentom, deluje konstantna sila, jednaka onoj koja deluje u tacki (z(¢;), y(t;)). Akosa A; oznac¢imo
rad na takvom jednom podsegmentu krive, dobijenom za ¢ € [t;_1,t;], onda je

Ai %ﬁi' ATT; .
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Sabirajuéi rad duz krive, za sve posmatrane pod-segmente, dobijamo integralnu sumu:

Posmatrajuci dalje podelu krive takvu da At; = t; — t;—1 tezi nuli, pri cemu i A?; — 0, dobijamo sve tacniju
aproksimaciju rada sile duz krive. Ukoliko tako definisana grani¢na vrednost posmatrane integralne sume postoji,
nezavisno od nacina podele krive na segmente, ona je jednaka krivolinijskom integralu vektorske funkcije F' duz
krive C":

n
lim > F- A= [ F-dit.
M%O.le ’ /c

1=

Uoc¢imo da vektor A7;, u slucaju kada At¢; — 0 ima poloza] tangentnog vektora na krivu u tacki 7(¢;—1) =
(z(ti-1), y(ti—1)).

Napomene:

e Posmatrana grani¢na vrednost integralne sume postoji (za svaku podelu krive) ukoliko je vektorsko polje F
neprekidno ($to znaéi da su neprekidne skalarne funkcije-komponente) i ukoliko je kriva C' (po delovima)
glatka.

e Sve osnovne osobine krivolinijskog integrala vektorske funkcije analogne su osobinama krivolinijskog integrala
skalarne funkcije.

e Orijentacija krive (smer kretanja duz krive) uti¢e na vrednost krivolinijskog integrala vektorske funkcije; vazi

da je
/F’-d?z—/ F.dr,
C —-C

pri ¢emu je —C' kriva suprotno orijentisana u odnosu na C.

Ovo je intuitivno jasno, s obzirom da se rad sile u jednom smeru kretanja po krivoj stvara, a u suprotnom
gubi. Promena smera krive povezana je sa smerom tangente na krivu, a projekcija vektora sile na vektore
istog pravca i intenziteta, a suprotnog smera (zbog promene ugla), menja predznak.

3.5 Izracunavanje krivolinijskog integrala vektorske funkcije

Zakriva C : 7(t) = z(t)i+y(t)] , t € I = [a,b] je
d7t = (dz,dy) = (2/(¢) dt,y'(t) dt) = 7(t) dt,
pa direktno dobijamo da je
b
/ Fedi = / Fla(t), y() - () dt .

C a

Ovo je osnovna formula za izracunavanje krivolinijskog integrala vektorske funkcije.
Dalje, ve¢ smo napomenuli da je 7(¢) tangentni vektor na krivu. Ovaj vektor nije obavezno jediniéni, pa

dobijamo da je
7 (t)

7 ()l

jedini¢ni tangentni vektor na krivu C. Podsetimo se i da je |7 (¢)|dt = ds. Sada moZzemo izvesti

=T(t)

=4

a7 =7(1)dt = 8 7 (#)] dt = T(t) ds .

/ﬁ-d?:/ﬁ’-i“ds.
C C

Ovom vezom se krivolinijski integral vektorske funkcije svodi na krivolinijski integral po luku krive. Skalarna
funkcija koju integralimo je projekcija sile F' na (jedini¢ni) tangentni vektor u svakoj tacki krive. Uoc¢imo: ako je

=34

Dakle
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vektor sile ortogonalan na krivu (na njenu tangentu) u svakoj tacki krive, njihov skalarni proizvod, a samim tim i
odgovarajuci krivolinijski integral je jednak nuli. Ovo moze biti ba$ korisno zapazanje.

Konacno,
L/ﬁﬁZ/GW%@MMZ/P@wM+MLw@-
C C C

Na ovaj nac¢in dolazimo do jos jedne formulacije krivolinijskog integrala, zbog koje se krivolinijski integral vektorske
funkcije ¢esto zove krivolinijski integral po koordinatama. Ponekad nailazimo i na ime krivolinijski integral druge
urste.

—

Uopstenje na slucaj kada duz prostorne krive C' : 7(t) = x(t)z+ y(t)y + z(t)E ,tel gdejel =la,b] CR
deluje sila (vektorsko polje) F(z,y, z) = (P(z,y, 2), Q(z,y, 2), R(x,y, z)) sledi direktno:

b
/CF~d77:/a F(Jc(t),y(t),z(t))-7’(t)dtz/CF-TdS:/CP(x,y,z)dx+Q(m,y,z)dy+R(x,y,z)dz.

Tlustrovaéemo postupak izracunavanja na nekoliko primera.

Primer 3.10. Izracunati
/ ydr +2*dy, od A(0,0) do B(1,1).
c
a) Posmatrati putanju duz prave y = .

b) Posmatrati putanju koja je unija dva pravolinijska segmenta duz koordinatnih osa; od tacke A do tacke (1,0),
a zatim od tacke (1,0) do tacke B.

ResSenje: U ovom slucaju je F= (y,x?). Parametrizaciju krive koja spaja tacke A i B odredi¢emo za svaki od
slucajeva posebno.

a) Kriva duz koje polje deluje je ovde 7(t) = (¢,1), za t € [0,1]. Tada je d¥ = (dz,dy) = (1,1)dt i

1 1
/ydera:Zdy:/z?“-d?:/ (t,t2)~(1,1)dt:/ (t+t2)dt:§.
c c 0 0 6

b) U ovom slucaju je C = C; U Cy ivazi da je r1(t) = (¢,0), =zate€[0,1]ir(t) =(1,t), zate]0,1].
Dalje je drj = (1,0)dt i drs = (0,1) dt.

Konaécno je

/ydx+x2dy = /ﬁ-d?‘“’
c c

- F.drm+ | F-dm
Cl 02

1 1
- [o®aoas [ @0
O O

1 1 1
= /Odt+/ dt =t
0 0

=1.
Jasno, duz razlicitih putanja rad sile F= (y,2?) je razlicit.

0

Primer 3.11. Izraéunati/ F. dr, gde je
c
F(z,y,2) =8x%yzi + 5zj —dayk i C:7{t)=ti+t%5+t°k, t € [0,1].
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Resenje: S obzirom da je ovde x =t, y =2, z =3, dobijamo da je
F = (87,563, —4t?), dF = (2/(t),y'(t),2'(t)) dt = (1,2¢,3t>) dt .

Dalje je
. 1 . 1
./FM:/FWWW@&:/@&M;My@%MMt
C 0 0

1
:/,@H+m#7mﬁyh
0

1

8 5! 6!
=8 —| +10-—| —12-—

80 50 60
—14+2-2=1

Primer 3.12. Ako je C centralna jedinicna kruznica, orijentisana pozitivno, izracunati rad sile F=uai+ y} duz
te krive.

Resenje: Uocimo da je dato vektorsko polje ortogonalno na (tangentne vektore na) trajektoriju C. Tada je

/F~dF:/F~Tds:O.
c e

U ovom slucaju je geometrijsko razumevanje problema (i odgovarajuéa formula za racunanje integrala) od velike
pomodi za brzo izracunavanje.

Primer 3.13. Izracunati / F. d7, ako je F = (y,x), a kriva C je rub isecka centralne jedinicne kruinice za
c
0 €0, g], pozitivno orijentisana.

Resenje: U ovom slucaju je C' = Cy U Cy U Cs, pri ¢emu je

Cy: F(t) = (t,0), te0,1]  dif=(1,0)dt
Cy: 7(t) = (cosb,sinb), tel0,7] dif=(—sinf,cosf)dt
Co: T(t) = (t,1), te0,%2] dif =(1,1)dt.

S obzirom da je duz krive C; zadovoljeno da je polje F(t) = (0,t) ortogonalno na krivu (koja je u ovom slucaju
pravolinijski segment na x-osi i za koju je T'= (1,0)), dobijamo da je F'- T = (0,t) - (1,0) = 0, odnosno, da je

Duz krive Cs je
/ F-df = /4 (sind,cos @) - (—siné, cos ) dt
Co 0

= /4 (cos? @ — sin? ) dd
0

™

= /4 cos 20 df
0

T

1
= —sin260
2

0

Vodedi racuna o orijentaciji krive C3, gde se kre¢emo po pravolinijskom segmentu od tacke A(?7 g) do tacke
0(0,0), dobijamo

2 V2

/iiﬁz—/‘ -ﬁ:—/2mﬂwLU&=—/2%w=ﬂ
C3 —C3 0 0
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Konag¢no, trazeni integral je

. 11
F-di=0+---=0.
Jorar= s

3.6 Krivolinijski integral gradijentnog polja. Fundamentalna teorema integralnog
racuna za krivolinijski integral. Nezavisnost integrala gradijentnog polja od
putanje integracije.

Podsetimo se: vektorsko polje F je gradijentno, ukoliko postoji skalarno polje f takvo da je Vf = F. U tom
slucaju, skalarno polje f zove se potencijal vektorskog polja F.

U nastavku ¢emo se posvetiti krivolinijskom integralu gradijentnog vektorskog polja. Ispostavi¢e se da ovakav
integral ima neke zanimljive osobine koje omoguéavaju njegovo reSavanje na jednostavniji nac¢in nego u slucaju
opsteg vektorskog polja.

Podsetimo se jos i Njutn-Lajbnicove formule, koju smo jo$§ nazvali i fundamentalnom teoremom integralnog
racuna i koju smo koristili pri resavanju odredenog integrala skalarne funkcije y = f(z) jedne promenljive:

/ab o) dz = /ab F'(z)dz = F(b) — F(a) ,

ako je F' primitivna funkcija funkcije f, tj F'(z) = f(x).
Dakle, ukoliko znamo da je f izvod funkcije F, za izracunavanje integrala funkcije f dovoljno je da odredimo
vrednost funkcije ' u krajnjim tackama intervala integracije.

Sada ¢emo formulisati fundamentalnu teoremu za krivolinijski integral, koja ima mnogo sli¢nosti sa Njutn-
Lajbnicovom formulom.

Teorema 3.1. (Fundamentalna teorema za krivolinijski integral) Ako je C : 7 = 7(t), t € [a,b] glatka kriva
sa pocetnom tackom Py i krajnjom tackom P, i F = Vf neprekidno gradijentno vektorsko polje (potencijalne)
skalarne funkcije f, tada je

(a)) = f(P2) — f(P1) -

Sy
L
o
Sy
Il
<

k,\"
o)
ST
|
k,\"
—~
=0
—~
=
|
=
=0

Ukoliko koristimo zapis integrala po koordinatama, dobijamo:

/Vf-d?:/(f;,f;,f;)~(d:r,dy,d2):/ f;derf{,derf'zdzz/df:f(Pz)*f(Pl),
C C C

§to sasvim podseta na Njutn-Lajbnicovu formulu.

Dokaz: Koristeéi da je

dr = (dz, dy,dz) = (z} dt, y; dt, z; dt)

_(9f oF of
Vf_(@x’ay’az)
af _of e opdy of

dt ~ 0z dt 9y dt = 9z dt
f = f(x’yaz) = f(x(t)ay(t)vz(t)) )

. brof of of dz dy dz brof de of dy  Of dz
[vro=[ (Gaa) (e[ (Geraeras)e

b
:/ di[f(r«(t))] dt = f (7(b)) — f (7())

dz dy dz
—,—,—]d
(dt’dt’dt) t

dobijamo
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Tlustrovaéemo fundamentalnu teoremu primerom:

Primer 3.14. Posmatrajmo vektorsko polje F= (y,x) i odredimo njegov rad duz krive koja predstavlja rub isecka
centralne jedinicne kuznice za 6 € [0, Z]

Resenje: Ovaj zadatak smo veé resavali u Primeru 3.13. Sada ¢emo ga resiti na drugaciji nacin. Nije tesko
zakljuéiti da je polje F = (y,z) gradijentno, odnosno da postoji funkeija f takva da je f, =y i da je fy=2. Ta

funkcija je f(z,y) = xy i predstavlja potencijal polja F.
Na osnovu fundamentalne teoreme za krivolinijski integral, sada je

/F~d? /Vf~d77
C C

Vf-dr+ Vf-dr+ Vf-dr
Cq Cy Cs

= L0 - 0.0+ 12 ) - L0+ £0.0) - 1S
= 0.

ol

3

Uo¢imo da se na ovaj nacin do resenja dolazi znatno jednostavnije nego direktnim izracunavanjem (kao u
Primeru 3.13), ali da u opstem slu¢aju ne mozemo lako pogoditi da je dato polje gradijentno, kao ni kako izgleda
odgovarajuca potencijalna funkcija. Ovim pitanjima - (1) kako utvrditi da je vektorsko polje gradijentno, odnosno,
da postoji potencijalna funkcija, i (2) kako odrediti potencijalnu funkciju za neko gradijentno polje - pozabavi¢emo
se uskoro detaljnije.

Primer 3.15. Izracunati / Vf-d7, ako je f(x,y,z) = cos(nzx) + sin(mwy) — xyz, a C bilo koja kriva koja spaja
c
tacke P1(1,0.5,2) i P»(2,1,—1).

Resenje: Ovo je sasvim jednostavno, s obzirom da je jasno da se trazi integral gradijentnog polja date poten-
cijalne funkcije f. Tako je

/CVf T = J(P2) ~ [(P) = [2,1,~1) — F(1,0.5,2) =3 — (~1) =4

Navedimo neka veoma vazna zapazanja:

e S obzirom na tvrdenje fundamentalne teoreme, uo¢avamo da rad (krivolinijski integral) gradijentnog polja
zavisi samo od promene potencijala polja, tj. od razlike vrednosti potencijalne funkcije u krajnjim tackama
putanje integracije. Jasno je i da je rad gradijentnog polja duz zatvorene krive jednak nuli, s obzirom da se
u tom slucaju pocetna i krajnja tacka krive poklapaju.

e Kako vrednost krivolinijskog integrala gradijentnog polja zavisi samo od krajnjih tacaka putanje integracije,
a ne od same putanje, jasno je da je vrednost tog integrala ista duz svih krivih koje povezuju isti par tacaka.
Drugim re¢ima: krivolinijski integral gradijentnog polja ne zavisi od putanje integracije.

e Iz prethodnog je jasno da se integral gradijentnog polja moze rac¢unati koriste¢i bilo koju (proizvoljnu) putanju
koja spaja dve posmatrane tacke. To nam daje moguénost da sami biramo putanju integracije.

e Za svaku zatvorenu putanju C vazi da je ]{ Vf-dr=0.
c

e Gradijentno polje se jo$ naziva i konzervativno, upravo zbog prethodno navedene osobine koja formulise zakon
odrzanja energije u gradijentnom polju. Konzervativno polje ne moze generisati konstantno kretanje (bez
dodatnog ulaganja energije nema proizvedenog rada). Ovakva su, recimo, elektri¢no i gravitaciono polje.
Magnetno polje, na primer, nije gradijentno (konzervativno). U njemu je moguée postojanje zatvorenih
putanja duz kojih se ostvaruje pozitivan rad. Ili: ulaganjem male energije za odrzanje magnetnog polja moze
se - bar teoretski - ostvariti rad bez ulaganja energije.
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e Definicija konzervativnog polja takode proizilazi iz prethodne osobine i glasi: vektorsko polje F je konzerva-

tivno ukoliko za svaku zatvorenu krivu C' vaZi da je j{ F.d7 =0.
C

Na osnovu navedenih zapazanja mozemo formulisati slede¢a medusobno ekvivalentna tvrdenja:

1. Vektorsko polje F je gradijentno, odnosno, postoji skalarno polje f takvo da je F = Vf = (fas fys £2)-

2. Vekorsko polje F je konzervativno, odnosno za svaku zatvorenu krivu C vazi da je 7{ F.di=0.
c

3. / F - d7 ne zavisi od putanje integracije.
c

Ekvivalentnost ovih tvrdenja ne¢emo formalno dokazivati.

Sada znamo da krivolinijski integral vektorskog polja najlakse izracunavamo kada je polje gradijentno, a putanja
integracije zatvorena; znamo da je svaki takav integral jednak nuli.
Ukoliko putanja integracije C nije zatvorena, ve¢ spaja tacke P; i P» koje su razli¢ite, a polje F' jeste gradijentno,

imamo dve mogucnosti da pogodno izra¢unamo krivolinijski integral [ F'-d7:
c

e Odredujemo potencijalnu funkciju f polja F a zatim koristimo fundamentalnu teoremu koja tvrdi da je
[ Bar=ppn - ).
c

e Koristimo nezavisnost integrala gradijentnog polja od putanje integracije i biramo proizvoljno najpogodniju
putanju koja spaja tacke P; i P, za racunanje integrala. Ovim postupkom mozemo dobiti i potencijalnu
funkciju.

Vazna pitanja na koja jos treba da odgovorimo su:
1. Kako da utvrdimo da li je dato vektorsko polje gradijentno.

2. Ako znamo da je polje gradijentno, kako da odredimo njegovu potencijalnu funkciju.

1. Kako da utvrdimo da li je dato vektorsko polje gradijentno.

Posmatrajmo dvodimenzionalni slu¢aj i pretpostavimo da je vektorsko polje F gradijentno. To znagéi da je
F=(P(z,y),Qy)=Vf=(f.f,) = fo=Py), f,=0Qy).

Pod odgovarajuéim uslovima, za meSovite izvode funkcije f vazi

/

"o pn ’
odnosno P, =@, .

xzy — Jyx
Dakle, ukoliko je F' = (P(z,y),Q(z,y)) gradijentno vektorsko polje, onda mora da vazi da je P, = Q... Moze

se pokazati da vazi i obrnuto: ako su P i Q definisane na nekoj otvorenoj jednostruko povezanoj oblasti, i tu
imaju neprekidne prve parcijalne izvode, onda iz uslova da je P, = Q,, sledi da je F' gradijentno.

U slucaju kada je F = (P(z,y,2),Q(z,y,2), R(z,y, 2)), primenjujemo isti postupak i argumentaciju. Za-
kljuc¢ujemo da, ako je F' gradijentno polje funkcije f, Sto znaci da je

fo="P(x,y,2), f,=Qy,2), f.=R(zy,z2),
mora vaziti da je

[y =Tes Jio=10, f=1
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odnosno

T Y

Nije tesko uociti da, ukoliko navedene jednakosti vaze, dobijamo da je

rot B = :(R;_Q;,p;_R;,Q;_p;):(i.

N Yo =
IS
= Yo

Ovim smo dokazali jedan smer tvrdenja koje smo veé ranije naveli, govoreéi o osobinama vektorskih polja:
ako je F gradijentno, ono je bezvrtlozno. Kao $to smo i tada napomenuli, moze se pokazati da vazi i tvrdenje
u suprotnom smeru. Na osnovu svega navedenog, mozemo definisati kriterijum za utvrdivanje da li je dato
vektorsko polje F gradijentno:

Da bi vektorsko polje F bilo gradijentno, potrebno je, i dovoljno, da je rot F=0.

Primer 3.16. Odrediti za koju vrednost parametra m je vektorsko polje F‘(az, Yy, z) = yg+(x+myz)j+(y2+zz)z
gradijentno.

ResSenje: S obzirom da je

Sl

rotﬁ’ =

< Flo =

0z
(o4 myz) (P4 2)

jasno je da je
rotF=0 & m=2.

Dakle, posmatrano polje je gradijentno za m = 2.

2. Kako da odredimo potencijalnu funkciju datog gradijentnog polja.

e Anti-diferenciranjem.

Znajuéi sve parcijalne izvode prvog reda neke funkcije, treba da odredimo tu funkciju. Postupak
¢emo prikazati na Primeru 3.17. U primeru (a) posmatramo funkciju dve, a u primeru(b) funkciju
tri promenljive.

Primer 3.17. Odrediti potencijalnu funkciju gradijentnog vektorskog polja
a) F(x,y) = (422 4 8zy, 3y> + 422).
b) f’(ai, y,2) = 2328 T + 3229224 § + 422323 k.

Resenje:

a) Lako je proveriti da je dato polje gradijentno, jer su parcijalni izvodi
P; = (42 + Sxy); = 8z, i Q. = (3y* + 42?), = 8a;,

oc¢igledno jednaki.
Za parcijalne izvode funkcije f vazi:

fo=da®+8zy ,  f =37 +42”,
pa je odatle

4 3
flz,y) = /(4:02 + 8zy) dr = % + 42y + o(y) .

Kako je za ovako odredenu funkciju f

fy =42+ &' (y)
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a na osnovu uslova je f, = 3y? + 422, zakljuéujemo da je
4 + ¢/ (y) = 3y* +42° = (y) =3y
Tada je
¢(y) :/3y2dy:y3+C,

a trazena potencijalna funkcija je

43 9 3
f(x,y)=7+4x y+y>+C

za bilo koje C € R.

b) U Primeru 3.9 smo utvrdili da je posmatrano vektorsko polje gradijentno. Odredujemo, dakle,
funkciju f koja ispunjava uslov da je Vf = F' postupkom anti-diferenciranja.
Za parcijalne izvode funkcije f vazi:

fo=2uet, fy=satytet, fl =ty
pa je odatle
flawz) = oy de = a2 + pl.2)

Za ovako odredenu funkciju f je

fo =322+ ¢l (y,2)

a uzimajudi u obzir uslov zadatka dalje dobijamo

[l =32%y22" + ¢l (y, 2) = 32%y?2" .

Tada je
oy (y,2) =0 = o(y,2) =1(z).
Dakle,
flxy,2) =yt +4(2)
a tada je

fl=4*y322 + 9/ (2) .
Koristedi i treéi uslov zadatka dobijamo da je
fl=42?P33 49 (2) =422 = Y (2)=0 = Y(z)=C,
i konacno zakljuCujemo da je trazena potencijalna funkcija
flz,y,2) =%+ C

za bilo koju realnu vrednost konstante C.

e Izracunavanjem integrala posmatranog vektorskog polja koriste¢i pogodnu putanju integracije.

S obzirom da krivolinijski integral gradijentnog vektorskog polja ne zavisi od putanje integracije, odnosno
da je
[ Bar= [viear=gr - (R
c

za bilo koju putanju koja spaja tacke P; i P», jasno je da za (svaku) fiksiranu tacku Pi(xo,yo, 20) 1
(svaku) promenljivu tacku P (x,y, 2z) vazi da je

f(xvyvz):f(x07y0a20)+/cﬁ"dF.

Ukoliko putanju C izaberemo tako da je jednaka uniji tri pravolinijska segmenta, C' = C; U Cy U Cs5, od
kojih je svaki paralelan jednoj od koordinatnih osa, navedeni krivolinijski integral lako reSavamo, i na
taj nacin dolazimo i do potencijalne funkcije f.
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Pretpostavimo, radi jednostavnijeg zapisa, da je P; koordinatni pocetak, P;(0,0,0). Tada se pravolinijski
segmenti Cp, Cy i C'3s mogu parametrizovati na slede¢i nacin:

Ci: 7(t)=(t,0,0), te0,z] dF = (1,0,0)dt= (dz,0,0)
Coi 7t)=(n,6,0),  te[ny] dF=(0.1,0)dt=(0,dy,0)
Cs: 7(t) = (z,y,t), tel0,2] df=(0,0,1)dt = (0,0,dz) .

Primetimo da su vrednosti x, y, z konstante u prethodnoj parametrizaciji.
Dalje je, za F = (P,Q, R),

/F-dF:/de+Qdy+Rdz: Pdz+ Qdy+/ Rdz,
C C Co Cs

C

a navedeni integrali se direktno svode na odredene integrale i jednostavno ra¢unaju.

Tlustrova¢emo postupak primerom:
Primer 3.18. Odrediti potencijalnu funkciju gradijentnog vektorskog polja ﬁ(m, y,2) = (y, ¢ + 2yz,y* + 2%).

Resenje: Uocimo, prvo, da smo u Primeru 3.16 potvrdili da je dato vektorsko polje gradijentno.

Primenjujué¢i prethodno opisani postupak, dobijamo da je, za proizvoljnu krivu C' koja spaja tacke
(0,0,0) i (2,9, 2),

flo,y,2) = f(070,0)+/17“~d7ﬂ
C
= f(070,0)+/de+Qdy+Rdz
C

= f(0,0,0) +/

yda:+/ (x+2yz)dy—|—/ (y* + 2%) dz
C1 C> C3

— f(O,(),O)+/0$0dt+/0y(x+0)dt+/oz(y2+t2)dt

3

= £(0.0,0)+0+ay+y*z+ 5.

Dakle,
3

fl@,y,2) =2y +y°2 + % + const

gde je koriséena oznaka da je f(0,0,0) = const

3.7 Grinova teorema

Naucili smo da za gradijentno vektorsko polje F i zatvorenu krivu C vazi da je }l{ F.dF = 0. Ukoliko polje

nije gradijentno, navedeni integral po zatvorenoj krivoj C' nije, u opsStem slucaju, jed?lak nuli. Svakako, mozemo
ga izra¢unati po ve¢ navedenim pravilima, parametrizujuéi krivu (vodeéi ra¢una o njenoj orijentaciji!) i svodeéi
integral na odredeni. Ispostavlja se, medutim, da ovakav integral mozemo resiti na jo$ jedan nacin, i to svodeéi ga
na - dvostruki integral.

Pretpostavimo da je C zatvorena, prosta, ravna pozitivno orijentisana kriva. To znaci, redom, da se pocetna
i krajnja tacka ove krive poklapaju, da kriva ni u jednoj tacki ne sece samu sebe, da su sve tacke krive sadrzane
u istoj ravni (pretpostaviéemo da je to xy-koordinatna ravan) i da duz te krive posmatramo kretanje u smeru
suprotnom kretanju kazaljke na satu.

Pretpostavicemo jos i da je C glatka, ili po delovima glatka kriva, §to zna¢i da ima najvise kona¢no mnogo
Spiceva.
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Prosta zatvorena ravna kriva je rub prosto povezane oblasti - podskupa iste ravni. Ta oblast naziva se un-
utrasnjost krive C. Oznaci¢emo je sa D. Uoc¢imo da, krec¢uéi se po rubu oblasti u pozitivhom smeru, uvek imamo
unutrasnjost D sa leve strane.

Primer jedne takve krive i njoj odgovaraju¢e unutrasnjosti prikazan je na Slici 40.

Slika 40: Zatvorena, prosta, pozitivno orijentisana kriva C' i njom ogranic¢ena oblast D. Grinova teorema povezuje
krivolinijski integral vektorske funkcije duz krive C' i dvostruki integral (na odgovarajuéi nacin odredene) skalarne
funkcije nad oblaséu D.

Teorema 3.2. (Grinova teorema) Neka je C zatvorena, prosta, glatka, ili po delovima glatka, ravna, pozitivno
orijentisana kriva i neka je D C R? unutrasnjost krive C. Neka je vektorsko polje F(:r,y) = P(x,y)er Q(x,y)}
definisano i diferencijabilno na citavoj oblasti D.

Tada vazi Grinova formula:

j{F drf?{deJeryf// — Pl)dady.

Dokaz ove teoreme ne¢emo navoditi. Ova teorema, koja povezuje krivolinijski i dvostruki integral, je jedna od
tri poznate formule veze. Preostale dve ¢emo kasnije formulisati.

Nekoliko napomena:

e Grinova teorema je formulisana za zatvorenu krivu i njenu unutrasnjost. Ukoliko kriva nije zatvorena, mozemo
je zatvoriti, a zatim primeniti teoremu na odgovarajuéi nacin.

e Teorema koju smo formulisali odnosi se na proste krive i jednostruko povezane oblasti. Ukoliko je oblast
odredena veéim brojem krivih, teoremu mozemo primeniti, ali tek nakon s§to je na odgovarajuéi nacin pri-
lagodimo.

Na Slici 41 je prikazana oblast koju odreduju dve zatvorene krive. Ova oblast nije jednostruko povezana,
pa se na nju ne moze direktno primeniti Teorema 3.2. Orijentis§imo krive Cy i Cy pozitivno, §to znaci da za
svaku vazi da, kre¢uéi se po njoj u pozitivhom smeru, spoljasnjost oblasti D imamo sa desne, a unutrasnjost
sa leve strane. Tada Grinova teorema tvrdi da je

j[ Pdz+Qdy+ de+Qdy:// (Q) — Py)dady .
C Ca D

e Birajuci na odgovarajudi nacin funkeije P = P(z,y) i Q = Q(=,y), tako da je @), — P, = 1, mozemo dobiti
formulu za izracunavanje povrsine oblasti D koriS¢enjem krivolinijskog integrala po rubu te oblasti:

1
AD = // dxdy—// - P, dxdy——ij{ydx—xdy.
c

1 1
Navedeni izbor za funkcije P i @, gde smo koristili da je P(z,y) = —3¥ i da je Q(z,y) = 2% (pa je
1 1
P, (x,y) = —5 iQl(z,y)= 3 odakle je Q) — P, = 1) je samo jedan od neograniceno mnogo moguéih

pogodnih izbora.
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Slika 41: Oblast D je dvostruko povezana i ograni¢ena je dvema zatvorenim, prostim, pozitivnho orijentisanim
krivama C; i Cs.

Iustrova¢emo primenu Grinove teoreme na nekoliko primera.

Primer 3.19. [zracunati % 2(z? +y*) dx + (z + y)? dy ako je C pozitivno orijentisan rub trougla D sa temenima
M(1,1), N(2,2), L(1,3).

Resenje: Ovaj integral svakako znamo da resimo “direktno” (po definiciji krivolinijskog integrala), a sada ¢emo
ga izraCunati koriS¢enjem Grinove formule. Time éemo “uStedeti” sebi posao predstavljanja krive C' u obliku unije
tri segmenta i rastavljanja problema na tri nezavisna problema.

Kako je kriva C' prosta, zatvorena, po delovima glatka i pozitivno orijentisana, a funkcije P(z,y) = 2(22 + y?)
i Q(x,y) = (v +y)? definisane i diferencijabilne nad unutrasnjoséu trougla D, uslovi za primenu teoreme Grina su
ispunjeni. Na Slici 42 prikazana je oblast D i njen rub C.

A
y L
I D
Y N
I M

Slika 42: Oblast D je unutrasnjost trougla sa temenima M (1, 1), N(2,2), L(1,3), a kriva C' je pozitivno orijentisan
rub te oblasti.
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Kako je P (z,y) =4y i Q,(z,y) = 2(z +y), dobijamo

2 2 2 . I /
fc2(x +y)de+ (x4+y)°dy = //D(Qw P,)dxdy

= /12/964_x2(x—y)dydx
= /12y(29:—y)4$

2
= /(12x—3x2—16)dx:...
1

dx

x

1

Primer 3.20. Izracunati % ye “dx + (51’2 — e ") dy ako je C pozitivno orijentisana kruznica sa centrom u tacki
C

(2,0), polupreénika 1.

Resenje: I ovde bismo mogli da pokusamo da rac¢unamo integral direktno, ali nam je jasno da to nece biti
sasvim jednostavno. Izgleda da je primena Grinove teoreme i u ovom slucaju dobar izbor.
U ovom slucaju su funkcije P(z,y) = ye™* 1 Q(z,y) = %xz —e 7 paje

ng(xay):eim7 Q;(%y):iﬁ"'eim

Odatle je
1
Q,—P,=x = fyeif”dx—t-(fo—e*I)dy:// rdrdy .
c 2 D

Ovaj integral ne moramo da ra¢unamo. Mozemo da iskoristimo formulu za centar mase koju smo naveli pri¢ajuci
o dvostrukom integralu, a ¢iji deo ovde prepoznajemo.
Znamo da je centar mase kruznice, ukoliko je masa homogeno rasporedena ($to je ovde sluc¢aj) istovremeno i
centar te kruznice. Ovde je to tacka (z,y) = (2,0).
Dakle, kako je
Jpzdedy )
Area(D) ’

Tr =
ovde je
// xdxdy = 2Area(D) =27,
D

jer je povrsina posmatrane kruznice jednaka 7.

Primer 3.21. Izracunati / ydz + 22 dy ako je C' putanja koja polazi iz tacke M(0,0) duz prave linije do tacke
c
N(1,0), a zatim duZ prave linije zavrsava u tacki L(1,1).

Resenje: Ukoliko i ovde zelimo da primenimo Grinovu teoremu, moramo obratiti paznju na ¢injenicu da
putanja integracije nije zatvorena kriva i da se teorema ne moze (direktno) primeniti. Ono §to u ovakvim situacijama
mozemo da uradimo je da “zatvorimo” krivu proizvoljnim, pogodno izabranim segmentom.

Ukoliko putanju C' zatvorimo pravolinijskim segmentom C; koji spaja tacku L(1,1) sa tackom M (0,0), kontura
C U (1 je pozitivno orijentisana, prosta i zatvorena, pa vazi da je

1 T
7{ ydx—i—xQdy:// (Q;—P;)dxdy:// (Zx—l)dxdy:/ / (2x—1)dydx=1.
cuc, D D o Jo 6

% ydx+x2dy:/ydx+x2dy+/ ydz + 22 dy ,
cuCy C Cy

Kako je

A



dobijamo da je

/yd:b+x2dy = // (Q;—Pé)dxdy—/ ydz + 2% dy
C D C1
1

+/ ydz + 22 dy
_Cl

6
1 1 1 1
= 7+/(t,t2)~(1,1)dt:f/(t+t2)dt
6 Jo 6 Jo
1,1 1
= stat3T

Koristili smo parametrizaciju 7(¢) = (¢,¢) za t € [0, 1] krive —C}.
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4 Povrsinski integral

4.1 Povrsi. Parametrizacija povrsi.

Povrs je vektorska funkcija dve skalarne promenljive, odnosno preslikavanje skupa R? u skup R®. Povrs S je dakle
definisana kao vektorska funkcija

S 7 (u,v) = z(u,v)i + y(u,v)j + 2(u,0)k za  (u,v) € G C R?.

Povrs parametarski opisujemo koriste¢i dva parametra, analogno nacinu na koji definiSemo krivu, gde koristimo
jedan parametar. Funkcije x = z(u,v), y = y(u,v) i z = z(u,v) su tri skalarne funkcije dve promenljive, koje se
zovu parametarske jednacine povrsi S.

Znajuéi da ¢esto pod pojmom povrsi podrazumevamo grafik skalarne funkcije dve promenljive, z = f(z,y),
uocavamo da ovako definisan skup tacaka mozemo identifikovati sa njihovim vektorima polozaja

Flu,0) = wi+ o]+ fuv) F = (v, f,0),  (u,0) € G,
ili, zadrzavajuéi inicijalne oznake za promenljive,
Fay) =zi+yj+flay) k= (yflzy), (@y)ecd.

Ovo je jedna parametarska reprezentacija posmatrane povrsi koju ¢emo ¢esto koristiti za prikazivanje povrsi koje su
zadate kao grafici eksplicitno zadatih funkcija dve promenljive. U tom smislu, koristicemo i da se povrs definisana
kao y = f(z,2) za (x, z) € G moZe parametarski prikazati kao

-

7(u,v) :uZ—i—f(um)]—l—vEZ (u, f(u,v),v), (u,v) €qG,

odnosno . . .
F(x,z):xi—i—f(x,z)j—i—xk:(x,f(x,z),z), (xaz)er

a da je parametrizacija povrsi = f(y, 2), za (y,2) € G
Fu,v) = f(u,v) i+uj+vk=(f(u,0),u0), (mv)eG,

odnosno . . .
Fy,2)=fly,2)ityi+zk=(f(y,2),9,2), (y,2)€qG.

Naveséemo nekoliko primera parametrizacija povrsi.
Primer 4.1. Napisali vektorske jednacine (parametrizacije) povrsi
a) =5y +22% — 10;
b) 22 +4% =4;
¢) 22y’ 422 =4;
d) r+y+z=1.

Resenje:
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a) Posmatrana povrs je eliptiéni paraboloid, i oblika je x = f(y, z). Parametrizacija takve povrsi je
Pu,v) = (bu 4+ 20 —10) i +u j 4+ v k= (5u® + 20% —10,u,v), (u,v) € G C R?.

b) Data povr$ je cilindri¢na, sa osom koja je jednaka z-osi i nivo-krivama koje su kruznice poluprecnika 2.
Parametrizacija ove povrsi je

#(u,v) = 2cosu i+ 2sinu j +v k = (2cosu, 2sinu,v), u € [0,27],v €R.

Uocavamo izvesnu sli¢nost sa jednac¢inama prelaska na cilindriéne koordinate, ali ovde koristimo odredenu
(konstantnu) vrednost polupreénika (odnosno, samo dva parametral).

¢) Za parametrizaciju sfere poluprecnika 2 koristi¢emo jednacine sli¢ne jednac¢inama prelaska na sferne koordi-
nate. I ovde, medutim, imamo samo dve promenljive - poluprecnik sfere je odreden. Dakle,

7(u,v) = 2sinucosv i + 2sinusinv j + 2cosu k= (2sinwcosv,2sinusinv,2cosu), u € [0,7],v € [0,27] .
d) Datu jedna¢inu ravni mozemo zapisati u obliku z = 1 — z — y, a zatim parametarski predstaviti kao
Fu,v) =ui+vj+ (1 —u—v)k=(uuv,1—u—2v), (uv)eR?,

ili
fay)=zi+yj+(Ql-z—y) k=(r,y,l-x—y), (x,y)€R>.

Posmatrajmo tacku A na povrsi S koja je data koordinatama A(z(u,v), y(u,v), z(u,v)), a zatim i tacke B(z(u+
Au, v),y(u+ Au,v), z(u+ Au,v)), D(x(u, v+ Av), y(u, v+ Av), z(u, v+ Av)) i C(z(u+ Au, v+ Av), y(u+ Au, v+
Av), z(u+ Au, v+ Av)) koje, zajedno sa taskom A, obrazuju temena krivolinijskog ¢etvorougla ABCD na povrsi S,
a dobijaju se za malu promenu vrednosti parametra u, odnosno v, u odnosu na tacku A. Potrebno je da odredimo
povrsinu AS ovako odredenog krivolinijskog ¢etvorougla, pri ¢emu ¢emo se zadovoljiti aproksimacijom: umesto
cetvorougla ABC D posmatra¢emo na odgovarajucéi nacin konstruisan paralelogram. Povrsinu paralelograma znamo
da odredimo.

Vektori koji odreduju stranice tog paralelograma su

AB = OB — OA = (z(u+ Au,v), y(u + Au,v), 2(u + Au, v)) — (z(u, v), y(u, v), 2(u, v))

AD = 0D — OA = (z(u,v + Av), y(u,v + Av), z(u, v + Av)) — (z(u, v), y(u, v), 2(u, v)).
Odatle je

AB =~ (2, uyyl, Au, 2l au) = P (u,0) Au 0 AD = (2], av,y, Av, 2 av) = 7 (u,0) Ao,

a povrsina paralelograma odredenog ovim vektorima je jednaka intenzitetu vektorskog proizvoda posmatranih
vektora:

i ]k
AS = |, A x Ty av| = | !y 2 | AuAv. (9)
T, Yy %

Ukoliko vrednosti Aw 1 Awv teze nuli, aproksimacija krivolinijskog ¢etvorougla (segmenta povrsi S) opisanim
paralelogramom je sve ta¢nija. U tom grani¢cnom procesu, vektori AB i AD teze grani¢nim polozajima tangentnih
vektora u tacki A na krive koje odreduju stranice krivolinijskog ¢etvorougla. Tako je definisan i element povrsi:

dS = |7, x 7| dudv . (10)
Uocimo jos i sledeée:
e Vektori 7, i 7 su tangentni vektori (ne obavezno jediniéni) na povrs S u posmatranoj tacki, a ravan odredena

ovim vektorima je tangentna ravan povrsi S u istoj tacki.
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e Vektorski proizvod (7, Awu X 7, Aw) je vektor koji je ortogonalan na (tangentnu ravan na) povrs S u

posmatranoj tacki A, odnosno na paralelogram kojim smo aproksimirali posmatrani krivolinijski ¢etvorougao
ABCD (isecak iz S). Intenzitet ovog vektorskog proizvoda je, dakle, priblizno jednak povrsini krivolinijskog
cetvorougla ABC'D. Smer ovog vektorskog proizvoda odreduje se po pravilu desnog koordinatnog sistema.

e Ako je sa i oznacen jedini¢ni vekor normale na povrs u nekoj tacki, onda (koristeéi (10)) vazi da je

(7, x 7)) dudv = 71 dS .

e Uobicajena je oznaka
ds =ndS

dS = £(7, x 7,) dudv .
Ovde je vazno imati na umu da iz ¢injenice da je
ndS = +(7, x 7)) dudv

nikako ne sledi da je 1 = £(7, x 7,) 1 dS = dudwv jer je |fi| = 1 a vektor £(7, x 7)) nije jedini¢ni. Vazi,
medutim, da je
R 7ox

=
|7“ X7

Sliéno kao §to smo u nekim situacijama vodili ra¢una o orijentaciji krivih, vodiéemo ra¢una i o orijentaciji povrsi.
Osim u izuzetnim sluc¢ajevima, povrs ima dve strane koje se razlikuju po smeru vektora normale i odgovaraju dvema
razli¢itim orijentacijama. Birajuéi smer (predznak) vektora normale opredeljujemo se za jednu od dve strane, t;.
jednu od dve orijentacije povr$i. Ako je povrs zatvorena, $to znadi da deli prostor na dva disjunktna skupa
(unutrasnju i spoljasnju oblast povrsi), smatra¢emo pozitivnom onu stranu takve povrsi kojoj odgovara vektor
normale usmeren ka spoljasnjoj oblasti.

Posmatrajmo specijalni slucaj kada je povrs data kao grafik eksplicitno zadate funkcije z = f(x,y) i odredimo
vektor normale 71, element povrsi dS, kao i vektor dS za takvu povrs.
Kao $to smo veé naveli, parametrizacija ove povrsi je

Fu,v) = uz+ U;"_ f(uvv)]; = (u,v, f(w,v)), (w,v) €G

a tada su
Pu(u,v) = (1,0, fu(u,v) 7 (u,0) = (0,1, fi(u,0)) -
Dalje je
iJ k
S = (@, x#)dudv=1| 1 0 f |dudv=(—f. —f 1)dudv.
0 1 f
Takode je i

= |7, x 7 |dudv = /1+ (f2)2 4 (/)2 dudv .

Ako uocimo da je prilikom parametrizacije uvedena (trivijalna) smena x = u,y = v, moZemo napisati i da je

-

dS =17dS = (-f.,—f,,1)dzdy

ds = \/1 +(f2)2+ (f1)2 dedy .
Ove formule ¢emo kasnije intenzivno koristiti. Analogno se mogu izvesti i odgovarajuce formule za povrsi oblika

y=fz,2) 1 z=f(y,2)

Uocimo jos i da je za vektor dS = (—f,, — > 1) drdy zadovoljeno da je

x)

- -

S k-d 0,0,1 o —fh1 1
cos(k,dS) = dSS:( )(dS Y )zﬁzo
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x?

$to znaci da ovako odreden vektor normale na povrs, dS = (— > 1) dr dy obrazuje sa pozitivnim smerom

z-ose (tj. vektorom E) ostar ugao. Drugim re¢ima, ovako odreden vektor ds je usmeren navise i odgovara gornjoj
strani posmatrane povrsi. Nasuprot tome, vektor (f~, z//’ —1) je vektor normale na donju stranu povrsi z = f(z,y).
Ovo zapazanje ¢e nam kasnije biti od koristi.

Na Slici 43 prikazana je povrs oblika z = f(z,y), element povrsi aproksimiran paralelogramom nad tangentnim
vektorima na povrs, kao i vektor normale na (gornju stranu) povrs.

| et ﬂ*
# SZ =z (x.y) \ E';ﬂ

A I
ds AN |
L A L (fg ;»/x i
T |
| |
|
|

RS
Pt
&
L3
__’_:}_

Slika 43: Povrs S definisana funkcijom z = f(z,y). Krivolinijski ¢etvorougao i njegova aproksimacija paralelo-
gramom nad tangentnim vektorima. Vektor normale na tako odreden paralelogram; njegov intenzitet je jednak
povrsini paralelograma.

4.2 Povrsinski integral skalarnog polja

Kada smo definisali krivolinijski integral skalarnog polja, kao fizicku interpretaciju smo naveli odredivanje ukupne
mase koja je neravnomerno rasporedena po nekoj krivoj. Sada ¢emo posmatrati slican problem: neka masa je
neravnomerno rasporedena po povrsi, a na$ zadatrak je da odredimo ukupni masu na povrsi, znajuéi njenu gustinu
u svakoj tacki povrsi.

Pretpostavimo da je povrs S data parametarski,

- -

S ¢ F(u,v) = z(u,0)i + y(u,v)j + 2(u,0)k za (u,0) € G C R,

Dalje, pretpostavimo da je gustina mase rasporedene po povrsi definisana funkcijom v = f(z,y,2) : D C R® — R i
da je ova funkcija definisana u svakoj tacki povrsi S, odnosno da je (x(u,v), y(u, v), z(u,v)) € D za svako (u,v) € G.

Uoc¢imo da, ukoliko je gustina konstantna (tj. masa ravnomerno rasporedena po povrsi), ukupnu masu mozemo
odrediti kao proizvod gustine i povrSine povr§i. Mi, medutim, posmatramo neravnomerno rasporedenu masu.
Dodatno pitanje je i pitanje odredivanja povrsine povrsi.

Kao i do sad, problem ¢emo resiti tako Sto ¢éemo povr§ podeliti na segmente - krivolinijske cetvorouglove koji
se dobijaju podelom domena G. Ako (radi jednostavnijeg zapisa) pretpostavimo da je domen G pravougaonik,
odnosno da je G = [a,b] X [c,d], onda je jedna podela odredena izborom tacaka u;, i =1,...,niv;, j=1,...m,
tako da je

a=u<u <---<u,=hb, c=y < << vy, =d.

Koristimo i oznaku
Auj =u; —Ui—1, AVJ=Vj —Uj_1.

Podela povrsi je ilustrovana na Slici 44.

Svaki ¢etvorougao (segment S;;) je odreden tackama povrsi S oblika A(z(u;,v;), y(us, v5), 2(us, v5)), B(x(u; +
Aug,vy), y(u; + Aug, vg), 2(u; + Ay, vy)), D(x(us, v; + Avj), y(ui, v; + Avj), 2(ws, v; + Avj)), Cla(u; + Aug, vy +
Avj), y(u; + Aug, v; + Avj), 2(w; + Aug, v; + Avj)).
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Slika 44: Podela povrsi S na segmente koji su krivolinijski ¢etvorouglovi.

Pri odredivanju ukupne mase koristi¢emo aproksimaciju: smatra¢emo da je gustina konstantna na jednom seg-
mentu S;; odredenom na prethodno opisani na¢in. Tada ¢e masa rasporedena na jednom krivolinijskom ¢etvorouglu
- segmentu S;; - biti priblizno jednaka proizvodu povrsine segmenta i odabrane (konstantne) vrednosti funkcije
gustine f nad tim paralelogramom.

Na osnovu svega navedenog mozemo napisati da je masa rasporedena na jednom segmentu S;; priblizno jednaka
mij &~ f (@ (ui, v5), 4" (us, v5), 2% (ui, v5)) ASi;
pri cemu je f(z*(ui,v;),y*(ws,v5), 2*(us,v5)) gustina u proizvoljno odabranoj tacki posmatranog segmenta S;;.

Ukupna masa rasporedena na S se dobija sabiranjem “doprinosa” svih segmenata:

n m

m~ ZZf(x*(ui7Uj)vy*(uiavj);Z*(uiavj)) AS;i .

i=1 j=1

Posmatrajuéi graniéni slucaj kada se broj segmenata neograni¢eno povecava i pri tome povrsina svakog od njih tezi
nuli, odnosno koriste¢i AS;; — dS, dobijamo taénu meru mase rasporedene po povrsi S:

m= lim ZZf(x*(ui,vj),y*(ui,vj),z*(ui,vj)) AS;; = //S f(z,y,2)dsS .

Ukoliko prethodna graniéna vrednost postoji bez obzira na na¢in podele povrsi S i nezavisno od nagina izbora
tacaka (z*(us, v;), y* (us, vj), 2*(ui, v5)), ona definie povrsinski integral skalarne funkcije f po pouvrsi S.

Napomene:

e Prethodno navedena grani¢na vrednost, kojom je definisan povrsinski integral, postoji ukoliko je S glatka, ili
po delovima glatka povrs, a u = f(z,y, z) neprekidna funkcija nad S.

e Povrsinski integral skalarne funkcije naziva se jos i povrsinski integral po povrsini povrsi, ili povrsinski integral
prve vrste.

e Povrsinski integral ima osobine analogne osobinama svih do sada definisanih integrala, pa ih ne¢emo eksplic-
itno navoditi.

e Povrsinski integral skalarne funkcije ne zavisi od parametrizacije, niti od orijentacije povrsi S.
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4.2.1 Izrac¢unavanje povrsinskog integrala skalarnog polja
Uocimo da smo u Odeljku 4.1 veé izveli izraz (10) za element povrsine povrsi koji se pojavljuje u definiciji

povrsinskog integrala. Taj izraz sada mozemo iskoristiti pri izraCunavanju povrsSinskog integrala funkcije u =
flx,y,2) po povrsi S : Flu,v) = z(u,v)i + y(u,v)j + z(u,v)k za (u,v) € G:

//S f(z,y,2)dS = //G F(@(u,v), y(u, ), 2(u, v)) |7, x 7| dudv .

Ukoliko je povrs definisana eksplicitno zadatom funkcijom z = z(z, y), mozemo koristiti jednostavniju formulu,
koju smo takode izveli u Odeljku 4.1:

//Sf(x,y,z)dS://Gf(x,y,z(m7y))\/1+(Z;)2+(Zé)2dxdy.

U slucaju kada je f(z,y,z) = 1 (masa jediniéne gustine 1 je homogeno rasporedena po povrsi), posmatrani
povrsinski integral jednak je povrSini povrsi S:

AS:// f(m,y7z)dS://dS:// |7, x 7 | dudv .
s s G

Za S : P(x,y) = (x,y, 2(x,y)) (uotimo da je ovo parametrizacija povrsi koja je grafik eksplicitno zadate funkcije
)

z = z(x,y)) je onda
AS://Sdsz//G\/1+(z;)2+(zy)2dxdy.

Tlustrova¢emo izrac¢unavanje i koriséenje definisanog povrsinskog integrala na nekoliko primera.

Primer 4.2. Izracunati // ydS ako je pours S deo cilindra x* + y* = 3, izmedu ravni z =0 i z = 6.
s

Resenje: U Primeru 4.1(b) smo veé razmatrali nacin parametrizovanja cilindriéne povrsi, pa dobijeni rezultat
sada direktno koristimo. Parametrizacija date povrsi S je

S Fu,v) = (z(u, ), y(u,v), 2(u,v)) = V3cosu i+v3sinu j+v k = (V3cosu,V3sinu,v), wu e [0,27], v e [0,6].

Dalje je
7 (u,v) = (—V3sinu, V3cosu,0) , 7 (u,v) = (0,0,1),

a vektorski proizvod ovih vektora je

i j k
P ox 7 =| —v3sinu V3cosu 0 |=(V3cosu,V3sinu,0).
0 0 1
Dalje je
dS = |7, x 7| dudv = v/3 cos? u+ 3sin® ududv = V3dudv ,
i konac¢no

6 2
//de:// V3sinu \/gdudv:?)/ dv/ sinudu =0 .
s G 0 0

Primer 4.3. Izracunati // 6zydS, ako je povrs S deo ravni x +y+ z = 1, u prvom oktantu.
s
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Slika 45: Povrs S, deo ravni  + y + 2z = 1 u prvom oktantu, Primer 4.3.

Resenje: Povrs S je prikazana na Slici 45. Uo¢imo da je povrs S grafik funkcije z = 1 —x — y u prvom oktantu
i da mozemo koristiti formule koje se odnose na povrsi koje su zadate eksplicitnim funkcijama.
Projekcija povrsi S na xy-ravan je

G={(z,y)|0<z<1, 0<y<(1—-2x)}.

Dakle,

ds = \/1+ (z1)?dzdy = \/T+ (—1)% + ()2 dzdy = V3dedy,

1 11—z \/§
// nydS:G// xyx/gdxdyzﬁx/g/ xdx/ ydy = — .
S G 0 0 4

Primer 4.4. Izracunati povrsinu dela paraboloida z = 4 — x® — y? iznad xy-ravni.

Resenje: Koristi¢emo formulu

AS://Sdsz//G\/1+(z;)2+(zy)2dxdy,

za funkciju z = z(z,y) =4 — 22 — ¢, i

G ={(a,y) | 2> +y> <4} .

Sada je

27
AS = // V14 (22)2 2y)2dxdy—/ d9/ rV1+4r2dr = ..

Uo¢imo da smo pri resavanju dvostrukog integrala uveli polarne koordinate, x = rcosf, y = rsin@, r € [0, 2],
6 € [0,27], a da se poslednji integral moze resiti smenom (1 + 47?) = ¢2.

4.3 Povrsinski integral vektorskog polja

Posmatrajmo orijentisanu povrs S : #(u,v) = z(u,v)i + y(u,v)j + z(u,v)k za (u,v) € G C R? i protok nekog
fluida kroz nju. Protok je definisan pravcem, smerom i intenzitetom u svakoj tacki povrsi, odnosno - definisan je
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vektorskim poljem F. Ukupan protok vektorskog polja F kroz povrs S naziva se fluks polja F kroz povrs S.

Ukoliko je povrs S ravna, a protok konstantan i normalan na S, fluks se izra¢unava kao proizvod povrsine povrsi
i intenziteta vektora konstantnog vektorskog polja. Mi, medutim, zelimo da odredimo fluks i u sluc¢aju kada povrs
nije ravna, a vektorsko polje nije konstantno, niti ortogonalno na povrs.

Ukoliko vektor polja a nije ortogonalan na povr§ u uocenoj tacki, protok je odreden komponentom vektora
polja koja deluje u pravcu (smeru) normale na povrs. To znali da se intenzitet protoka smanjuje sa povecanjem
ugla izmedu vektora (elementa polja F ) i normale 7 na povrs S. Ukoliko je vektor kretanja fluida u nekoj tacki
ortogonalan na normalu na povrs, odnosno paralelan sa (tangentom na) povrsi, protok fluida kroz povrs je 0.
Ukoliko je ugao izmedu vektora kretanja fluida i normale na povrs tup, protok je negativan - ovo je u neposrednoj
vezi sa orijentacijom povrsi (protok je pozitivan u jednom smeru kretanja, a negativan u suprotnom smeru kretanja
kroz povrs).

Intenzitet protoka polja F kroz povrs S u nekoj tacki odreden je, dakle, komponentom vektora polja u pravcu
normale 7 na povr§; nju dobijamo racunajuéi skalarni proizvod F' - 7.
Ako povrs podelimo na segmente S;; kao $to smo ve¢ opisali u prethodna dva odeljka, fluks (protok) kroz

svaki segment priblizno ¢emo odrediti smatrajuéi da je polje F konstantno na segmentu S;;. Tada je fluks svakog
segmenta S;; jednak

Flux;; ~ F(2" (us,05), 4" (us,05), 2" (us,v5)) - 1 ASy5
pri cemu je (x*(ui, vj), y* (us,v5), 2% (ui, v5)) proizvoljna tacka segmenta S;;, a AS;; povrsina tog segmenta.

Ukupan fluks polja F kroz povrs S je priblizno jednak zbiru svih protoka kroz segmente S;:

Flux =~ ZZﬁ‘(x*(ui,vj),y*(ui,vj),z*(ui,vj)) - ASi

i=1j=1

a posmatrajuéi grani¢ni slucaj kada se broj segmenata neograni¢eno povecava i pri tome povrsina svakog od njih
tezi nuli, odnosno koriste¢i AS;; — d.S, dobijamo ta¢nu vrednost fluksa polja F' kroz povrs S:

Flux = lim ZZ?(%*(uhvj),y*(ui,vj),z*(ui,vj)) i ASi; = // ﬁ(m,y,z) -BdS = // F.dS.
i=1 S S

Ukoliko navedena grani¢na vrednost postoji nezavisno od nacina podele povrsi S i nacina izbora tacaka
(x*(us, v5), y*(ui, vj), 2* (us, v;), njom je na navedeni nacin definisan povrsinski integral vektorskog polja F' po povrsi
S. Ovaj integral se jo§ zove i povrsinski integral druge vrste.

Povrs S, jedan segment S;; povrdine AS; ; — dS, normala na povrs 7 i odgovarajuci vektor polja F prikazani
su na Slici 46.

i F

_,.a'/ " # n
*:-\ S— i_,.-k/ N
\dS ) S

Slika 46: Povrs S, jedan segment S;;, povrsine AS; ; — dS, normala na povrs 7 i odgovarajuci vektor polja F.

Vazno je uoc¢iti da ovaj integral zavisi od orijentacije povrsi, odnosno izbora (predznaka) normale na povrs.

4.3.1 Izracunavanje povrsinskog integrala vektorskog polja

U Odeljku 4.1 smo izveli izraz

dS =7dS = +(7, x 7)) dudv,
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za povis S (u,v) = z(u,v)i + y(u,v)] + z(u,v)k za (u,v) € G. Odatle je

// z,y,2) -ndS = // z,y,2)-dS = // y(u,v), z(u,v)) - (7, x 7)) dudv .

Ukoliko je povrs definisana eksplicitno zadatom funkcijom z = z(x, y), mozemo koristiti jednostavniju formulu,
koju smo takode izveli u Odeljku 4.1:

/ / F(z,y,2)d5 = / / (P(z,y, (2, 9)), Q(,y, (0, 9)), R(y, 2(2))) - (—2h —2 1) dardly |
S G

Tlustrova¢emo izrac¢unavanje povrsinskog integrala vektorskog polja na dva primera.

Primer 4.5. Izracunati // F-dS, ako je vektorsko polje F’(x, y,2z) = (z,y,2), a pours S gornja strana dela ravni

s
r —y+ 2z =1 odsecenog koordinatnim osama.

ResSenje: Posmatrana povrs S moze se definisati kao grafik eksplicitno zadate krive z = 1 — x + y. Tacke u
kojima ova ravan sece koordinatne ose imaju koordinate (1,0, 0), (0,—1,0) i (0,0, 1). Projekcija ovog skupa (povrsi
S) na xy-ravan je

G={(z,y)|0<z<1, (z-1)<y<0}.

Parametrizacija povrsi S je
P,y =(z.y,1-z+y), (z,y€q,

a za ovako zadatu povrs je .
dS = (-2, —z;, dzdy = (1,-1,1)dzdy .

T

Kako je F(z,y,2) = (z,y,2) = (z,y,1 — x + y), dobijamo da je

1 0
- o 1
//F-dS://(a:,y,l—x+y)-(1,—1,1)dxdy:/ dxdy:/dx/ dy == .
s G G 0 o—1 2

Uocimo i da je
1
// dzdy = Area(G) = =,
I 2

jer je G (jednakokraki) pravougli trougao sa katetama duzine 1.

Primer 4.6. Izracunati fluks polja F= y} — 2k kroz pozitivno orijentisanu povrs S koju ¢ine deo paraboloida
y:x2—|—22 za 0<y<1,ideo ravniy =1, zax2 4+ 22 <1.

Resenje: Povrs S prikazana je na Slici 47. Sastoji se iz dela paraboloida y = 2% 4+ 22 za 0 < y < 1, koji éemo
oznaéiti sa Sy, i dela ravni y = 1, za 22 + 22 < 1 (koji je “poklopac” povrsi S;) koji éemo oznagiti sa So. Ova
povrs je zatvorena (Sto znaci da deli prostor na dva disjunktna skupa - unutrasnju i spoljasnju oblast), a pozitivno
je orijentisana ona njena strana kojoj odgovara normala usmerena ka spoljasnjosti.

Ukupan fluks datog polja jednak je zbiru fluksa kroz Sy i fluksa kroz S5, odnosno

Flux://ﬁ.dng/ F-d§+// Fodg.
S S1 So

Parametrizacija povrsi S1, koja je data eksplicitnom jedna¢inom oblika y = f(z, 2) je
?(I,Z) = (I’,SE2+2’2,Z), (I’,Z) € Gy
pri ¢emu je G1 = {(z,2) | 22 + 22 < 1}, s obzirom da S; posmatramo za y € [0, 1]. Dalje je

=(—fi,1,—f))dedz = (-2x,1,—-22)dzdz,

79



=N

e T

L

Slika 47: Povrs S, Primer 4.6. Deo paraboloida (S7) i deo ravni (Ss).

ali ovde treba uociti da izabrani vektor normale na povrs S; obrazuje sa y-osom ostar ugao. Zaista:

ds ~ (=22,1,-2z)dzdz

ds V1F4z? + 4y2dadz

dS =idS = (22,1, -22)dzdz = #i=

a onda je
~ (—2x,1,—-2z) 1

ij=——""" . (0,1,0)= —— >0,
1+ 4x2 + 4y2 1+ 4x2 + 4y?

§to znaci da je cos &(FL,;) > 0, odnosno da je &(FL,;) ostar.

Kako je, medutim, potrebno odrediti fluks kroz pozitivno orijentisanu stranu povrsi S, znaci da biramo normalu
na S; koja je pod tupim uglom u onosu na y osu (ta normala usmerena je ka spoljasnjosti odlasti S). Dakle,
opredeljujemo se za

dS = - dS = (22, —1,22)dzdz .

Dalje je F(x,y(x,2),2) = (0,y, —2) = (0,22 + 22, —2) i konaéno

// F-dS = // (0, 2% 4 22, )-(23:,—1,2z)d1:dz=—// (z* +32%) dadz
Sl G1 Gl
a ovaj integral dalje moZemo resiti uvodenjem polarnih koordinata, © = rcos, z =rsind, r € [0,1], 6 € [0,2x]:
. N 2w 1
// F.d5 = f/ dﬂ/ (r? cos? 0 + 3r?sin? 0)r dr
s
' 27
= —/ d9/ (cos? @ + 3sin® ) dr
2w
/ d9/ (1+2sin?6) dr

= —/0 (1 +2sin?0) d0—|0

1 27
= —7/ (14+1—cos26)dé
4 Jo

= 0P+ g2 =

Fluks polja F(x,y, z) = (0,y,—z) = (0,1, —z) kroz povrs Sz, koja je deo ravni y = 1, i kojoj odgovara vektor
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normale iy = j = (0,1,0) je

// F.d§ - // F.iids

52 S2

// (0,1,—2)-(0,1,0)dz dz
G2

// dzdz = Area(G2) = .
G2

Ovde smo koristili da je povrs Sy zadata eksplicitnom jedna¢inom y = f(z,2) = 1, za (x,2) € Ga, gde je Gy =
{(z,2) |22+ 22 < 1},idajetadadS =1+ 0+ 0drdz =dzdz .

Konacno je fluks polja F kroz povrs S
Flux=—7m+71=0.

4.4 Teorema Ostrogradskog-Gausa. Teorema Stouksa

Povrsinski integrali vektorskih polja nisu uvek sasvim jednostavni za izracunavanje pa je svakako ohrabrujuce
znati da ponekad mozemo probleme resiti jednostavnije, zahvaljuju¢i takozvanim integralnim formulama veze.
Osim Grinove formule, koju smo naveli kao formulu veze koja povezuje dvostruki integral i krivolinijski integral
vektorskog polja, na raspolaganju su nam jos dve formule veze. Jedna je Formula Ostrogradskog-Gausa, koja
povezuje povrsinski integral vektorskog polja sa trostrukim integralom, a druga je Formula Stouksa, koja povezuje
povrsinski integral vekorskog polja sa krivolinijskim integralom vektorskog polja.

4.4.1 Teorema o divergenciji - Formula Ostrogradskog-Gausa

Posmatramo zatvorenu glatku ili po delovima glatku, pozitivno orijentisanu povrs S. Ona deli 3D prostor na dva
disjunktna skupa, unutrasnjost i spoljasnjost povrsi. Normala ove pozitivno orijentisane povrsi usmerena je ka
spoljasnjosti. Unutrasnju oblast povrsi S oznaci¢emo sa V.

Dalje, posmatramo vektorsko polje 1_5(3:, y,2) = (P(z,y,2),Q(x,y, 2), R(x,y, z)) koje je definisano i diferencija-
bilno u svim tackama skupova S i V. Tada vazi

//Sﬁ-dS':///vdidexdydz. (11)

Isto tvrdenje mozemo fomulisati i ovako:

//S(P,Q,R).déz///v(P,g+Q;+R;)dxdydz.

e Divergencija divF =V -F polja je skalarna funkcija koja izrazava koliko protoka vektorsko polje generise

Formula Ostrogradskog - Gausa:

Napomene:

Ukupan protok vektorskog polja (fluida) kroz rubnu povrs posmatrane oblasti jednak je ukupnoj koli¢ini
fluida koji “izvire” unutar te oblasti.

e Vazno je uociti da se Teorema o divergenciji moze primeniti samo na zatvorenu povrs.

e Teorema o divergenciji je jedno uopstenje formule Grina, gde se integral po rubu oblasti (krivolinijski kod
Teoreme Grina, povrsinski kod Teoreme o divergenciji) dovodi u vezu sa integralom po unutrasnjoj oblasti
(dvostrukim kod Teoreme Grina, odnosno trostrukim kod Teoreme o divergenciji).
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Tlustrova¢emo primenu Teoreme o divergenciji na nekoliko primera.

Primer 4.7. Odrediti fluks polja 17"(;1c,y7 z) = (z,vy, 2) kroz spoljasnju stranu centralne sfere polupreénika a.

Resenje: Zadatak mozemo resiti “direktno”, a s obzirom da je data povrs S zatvorena i pozitivno orijentisana,
mozemo primeniti i formulu Ostrogradskog-Gausa. Radi ilustracije, uradi¢emo i jedno i drugo.

2)

Direktno:

Jednagina povrsi S je z2 + y2 + 22 = a?. Uocimo da je svaka tacka centralne sfere polupreénika a odredena
vektorom polozaja (ax,ay,az), a da je pravac ovog vektora (poluprecnika sfere koji odgovara posmatranoj
tacki) istovremeno i pravac normale na sferu S. Jedini¢ni vektor normale je onda

a(z,y.2)  _ (@y,2)

R g2 a

Kako je posmatrano polje F = (z, v, z), jasno je da je

n=

Fl# = F-i=|F||f| cos&(F,7)=|F|=a,

jer je || =1 i cos £(F,7) = cos0 = 1.

//ﬁ-d:g'://F-ﬁdSza//dSzaArea(S):a47ra2:47ra3.
s S s

Primenom formule Ostrogradskog-Gausa:

Konaéno je

S obzirom da je divF=1+1+1= 3, dobijamo

L . 4
//F~dS:/// didexdydz:S// dzdydz = 3Volume(V) = 3 §a37r:4a371'.
s % 1%

Ovde je sa V oznacena unutradnjost posmatrane centralne sfere, a sa Volume(V') zapremina te oblasti (lopte
polupreé¢nika a).

Primer 4.8. Odrediti fluks polja F=zk= (0,0, 2) kroz spoljasnju stranu pozitivno orijentisane centralne sfere
S, polupreénika a.

ResSenje: T u ovom primeru ¢emo, kao i u prethodnom, zadatak resiti na dva nacina.

2)

Direktno:

(z,9,2)

U prethodnom primeru smo veé zakljucili da je 7 = . Sada je

//SF.d§://Lgﬁ.ﬁdS=//S(o,o,z).stzi//szzd&

Ovaj povrsinski integral skalarne funkcije se dalje resava koriséenjem parametrizacije povrsi S i odredivanjem
dS. Parametrizaciju povrsi S navodimo koristeéi ono §to smo nauéili u Primeru 4.1(c):

St P(u,v) = (asinucosv,asinusinv,acosu) , u € [0,7], ve|0,27].
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Dalje ra¢unamo da je
dS = |7, x 7| dudv = a*sinududv ,

- 1
//F'ﬁdS = f//z2dS
S aJjlJs
1 27 e
= 7/ dv/ a* cos® usinu du
aJo 0

1
4
= 727ra3/ 2dt = 3w .
1 3

pa je trazeni fluks sada

Pri resavanju odredenog integrala koristili smo smenu cosu = t.

b) Primenom formule Ostrogradskog-Gausa:

Kako je divF=0+0+1= 1, dobijamo da je

//ng:/// divﬁdzdydz:/// dxdydz:Volume(V):éagw.
s v v 3

Uocavamo da nam je u ovom primeru koriséenje formule Ostrogradskog - Gausa u velikoj meri olaksalo
reSavanje problema.

Primer 4.9. Koriséenjem Teoreme o divergenciji izracunati // F- dg’, ako je vektorsko polje F = (z,y,2), a
s

pours S gornja strana dela ravni x — y + z = 1 odsec¢enog koordinatnim osama.

Resenje: Uocimo prvo da smo ovaj problem resili u Primeru 4.5. Uoc¢imo, dalje, da je posmatrana povrs S
deo ravni, i da nije zatvorena. Ukoliko Zelimo da primenimo Teoremu o divergenciji, moramo na pogodan nacin

zatvoriti povrs.
Neka je 0 = S U S1 U S5 U S5 zatvorena povrs koju ¢ine S i delovi koordinatnih ravni od koordinatnog pocetka

do prodora osa kroz ravan x — y 4+ z = 1; oznac¢imo sa S; odgovarajuéi deo zz-ravni, sa Sy deo yz-ravni, i sa Ss
deo xy-ravni.
Sada je

//ﬁ-dE://ﬁ-d@Jr// ﬁ-d§+// F-d§+// f«“-dS*:/// div Fdz dydz ,
o S Sq Sa S3 \4
//FdS:/// didexdydz—// fw.dg_// F~d§—// F.d3.
S 1% 51 S2 SS

Kako je divF =1+ 1+ 1 = 3, dobijamo da je

/// divﬁ'dxdydz:?)/// dzdydz = 3Volume(V) =3 -
v v

Ovde smo izra¢unali zapreminu oblasti V', Volume(V'), koristeéi formulu za zapreminu piramide.

odnosno

Wl =
N =
N =

Dalje, s obzirom da su jedini¢ni vektori normala na Sy, So i S3, redom n} = 3 =(0,1,0), ny = i = (1,0,0), i
ns =k =(0,0,1), a za povrsi redom vazi da su im jednacine

S1:y=0, Se:x=0, S3: 2=0,

// ﬁ-dS*:/ ﬁﬁldsz// (,0,2)-(0,1,0)dS =0,
Sl S1 Sl

A
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/ F.dS = ﬁ.ﬁstz// (0,y,2)-(1,0,0)0dS =0,
Ss So Sa

/ Fdd = /ﬁ-ﬁgdsz// (2,1,0) - (0,0,1)dS = 0 .
S3 Ss3 S3

Iz svega navedenog zaklju¢ujemo da je

//s ' 2 %

L
o,
Wl
Il

|

\
o

\
o

\
o
Il

4.4.2 Teorema Stouksa

Jos jedno uopstenje formule Grina je Teorema Stouksa. Ova formula predstavlja vezu izmedu krivolinijskog i
povrsinskog integrala.

Posmatrajmo u 3D prostoru povrs S koja je dvostrana, glatka, ili po delovima glatka, i koja je ogranicena
zatvorenom krivom C' tako da su S'i C saglasno orijentisane.

Pod saglasnom orijentacijom povrsi i njene rubne krive podrazumevamo da pri zamisljenom kretanju osobe u
pozitivnom smeru duz krive, tako da je osoba uspravljena u smeru normale na povrs, povrs ostaje uvek sa leve
strane osobe koja se krece. Alternativno, pod saglasnim orijentacijama krive i povrsi podrazumevamo da, ukoliko
Saku desne ruke postavimo tak da palac bude usmeren kao normala na povrs S, prsti uvek pokazuju pozitivan
(saglasan) smer kretanja duz krive.

Primer saglasno orijentisanih povrs i krive prikazan je na Slici 48.

Slika 48: Prikazana povrs S i zatvorena kriva C' koja je rub povrsi S su saglasno orijentisane.

Posmatrajmo jos i vektorsko polje F= (P, Q, R) koje je definisano i diferencijabilno nad C'U S.
Tada za saglasno orijentisane C' i S vazi

j{}_7"~d7_"'://rotF‘~d§://rotF~fidS. (12)
c S s

Formula Stouksa:

Napomene:

e Rotor vektorskog polja, rot ' =V x F je vektorsko polje koje predstavlja meru rotacionog kretanja polja
F. Do sada smo koristili ¢injenicu da je rot ' =0 potreban i dovoljan uslov da polje F bude gradijentno,
a njegov krivolinijski integral po zatvorenoj putanji jednak nuli. Sada imamo formulu koja dovodi u vezu
izraCunavanje krivolinijskog integrala po zatvorenoj putanji sa rotorom polja, i u slucaju kada polje nije
konzervativno (gradijentno).
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e Uocimo da je formula Grina specijalni slu¢aj formule Stouksa, onaj kada su povrs S i njen rub C' podskupovi
Ty-ravni.

e Ako zelimo da primenimo formulu Stouksa na dati krivolinijski integral po zatvorenoj orijentisanoj krivoj C,
potrebno je da odaberemo povrs S po kojoj éemo izra¢unati odgovarajuéi povrsinski integral (u skladu sa
formulom Stouksa). Uo¢imo da povrs S moze biti bilo koja povrs kojoj je kriva C rub i koja je orijentisana
saglasno sa krivom C. Ukoliko je C ravna kriva, prirodno je, ali ne i obavezno, za S izabrati deo ravni koja
sadrzi C' i predstavlja njenu unutrasnjost.

Primenu formule Stouksa ilustrova¢emo primerom.

Primer 4.10. Izracunati rad sile F = z23+y23+xl_<; duZ pozitivno orijentisanog ruba trougla sa temenima M (1,0,0),
N(0,1,0) i L(0,0,1).

Resenje: Rad sile duz neke putanje C' izra¢unavamo kao

fﬁ’-d?.
C

Ovde je C pozitivno orijentisan rub trougla M N L, a navedeni integral mozemo izracunati “direktno”, parametrizujuéi
svaku od stranica trougla i posmatrajuéi tri odgovarajuéa krivolinijska integrala.

Opredeli¢éemo se, umesto toga, da integral izracunamo primenom formule Stouksa. Data kriva je zatvorena i
pozitivno orijentisana. Da bismo primenili teoremu Stouksa potrebno je da izaberemo povrs S takvu da joj je C
rub, i da je orijentiSemo saglasno orijentaciji C'.

Uocavamo da je C ravna kriva - tri date tacke, a samim tim i trougao odreden njima, svakako pripadaju jednoj
ravni. Nije tesko zakljuciti da jednacina x + y + 2z = 1 predstavlja jednacinu ravni koja prolazi kroz M, N, i L.

Mada nije obavezno da S izaberemo kao deo ravni x + y + z = 1, ovaj izbor je najprirodniji. Ovako izabrana
povrs S prikazana je na Slici 49.

Slika 49: Povrs S izbrana kao deo ravni kojoj je data kriva C' rub, Primer 4.10.

Uoc¢imo da orijentacija povrsi S koja je saglasna sa orijentacijom krive C' odgovara normali n koja je usmerena
navise. Drugim rec¢ima, S je gornja strana dela ravni « + y + 2z = 1, u prvom oktantu.
Parametrizacija povrsi je

SI?(z,y):(x,y,lfx—y), 336[0,1], yG[O,lf:c].

Dalje je

dS = (=2}, —2,, 1) dedy = (1,1,1) dady .

x’

Potrebno je jos da odredimo rotor posmatranog polja F:

rot ' = —=22j —j = (0,22 —1,0) .

Fofle =
Suless
8 Plo =

7Q



Na posmatranoj povrsi S je
rot F' = (0,22 —1,0) = (0,2(1 —z —y) — 1,0) = (0,1 — 2z — 2y,0) ,

a onda je, na osnovu formule Stouksa,

fﬁ-df« - //rotﬁ.dﬁ
C S

// (0,1— 22 — 24,0 - (1,1,1) dz dy
G

1 1-x
//(1—2m—2y)dxdy:/ d:v/ (1 -2z —2y)dy
a 0 0
! 1

1—x
/ (y =20y — )], “dw=—2.
0
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5 Osnove teorije redova

Red je zbir beskona¢no mnogo elemenata. Sabirci (elementi) mogu biti brojevi (tada govorimo o brojnim redovima)
ili funkcije (tada govorimo o funkcionalnim redovima). Ono $to je uvek vazno pitanje je da li je posmatrani zbir
beskona¢no mnogo sabiraka konacan ili beskonacan broj. U tom smislu razlikujemo konvergentan i divergentan
red; konvergentan red ima kona¢nu sumu, a divergentan je nema. Jo$ jedno vazno pitanje kojim se bavimo je koliki
je zbir konvergentnog reda.

Kada posmatramo funkcionalne redove - redove ¢iji su elementi funkcije - pitanje konvergencije u opstem
slu¢aju zavisi od vrednosti promenljive. U tom smislu pokusavamo da odredimo skup vrednosti promenljive za
koji je posmatrani funkcionalni red (koji za svaku od vrednosti promenljive prelazi u brojni red) konvergentan, a
zatim pokuSavamo da odredimo i sumu reda, za one vrednosti promenljive za koje (kona¢na) suma postoji. Ovim
uspostavljamo jednakost izmedu nekih redova i nekih funkcija, a ove veze dalje koristimo u razli¢itim situacijama
- recimo, kada je uocene funkcije pogodno zameniti odgovarajuéim sumama (sa lepim osobinama).

U nastavku ¢emo se prvo pozabaviti brojnim redovima, a zatim i nekim specijalnim funkcionalnim redovima.

5.1 Brojni redovi

5.1.1 Definicija i osnovni pojmovi

Pretpostavimo da imamo beskonacan niz brojeva {a,}o2, i da Zelimo da odredimo zbir ¢lanova tog niza. Tako
formiramo sledece sume:

S0 = ao

s1 = ag+a;

S92 = ao+a1+a2
n

Sn = ao+a1+a2—|—-~-—|—an:§ ag -
k=0

Uocavamo da se zbir svih ¢lanova polaznog niza {a,} moze dobiti kao grani¢na vrednost niza s,. Tako uvodimo

oznake
n o0
lim s, = lim E ar = E ar =S
n—oo n—oo
k=0 k=0
ukoliko grani¢na vrednost s postoji.
o0
Pri tome, g ay, nazivamo beskonaénim (brojnim) redom, a element ay je opsti ¢lan reda. Niz {s,} naziva se
k=0
niz parcijalnih suma reda, a njegova grani¢na vrednost s, ukoliko postoji, naziva se suma reda.

Ukoliko niz parcijalnih suma konvergira (odnosno, ukoliko grani¢na vrednost s postoji i kona¢na je), kazemo da
o0

je red g ax konvergentan. To znaci da zbir beskona¢no mnogo sabiraka a; posmatranog reda ima konacan zbir.
k=0
U protivnom (ukoliko grani¢na vrednost niza s, parcijalnih suma ne postoji, ili nije kona¢na), kazemo da je red
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oo
g ay, divergentan. To znaédi da je zbir beskona¢no mnogo sabiraka aj beskonacan. Uocimo da je sasvim intuitivno

k=0
da sabiranjem beskona¢no mnogo sabiraka dobijemo beskonacan zbir. Neocekivano je, medutim, da to ne mora

uvek da se dogodi, $to i pravi prostor za temu kojom se bavimo u ovom odeljku. Pokusa¢emo da utvrdimo od
Cega zavisi da li je posmatrana beskona¢na suma konacna ili beskonacna, kao i koji su kriterijumi da ove osobine
prepoznamo kod nekog konkretnog reda. Uz to, uoc¢i¢emo da beskona¢ne sume mogu da imaju jos neke neobic¢ne
osobine.

Nekoliko ilustrativnih primera:

Primer 5.1. Ispitati konvergeciju datih redova i odrediti sumu za one koji konvergiraju:

a) Yk, b > o Y d",

k=1 k=1 k=0

oo 1 oo
d) Zm e) z::(—l)’“-

k=1 k=0

5-

ResSenje: S obzirom da smo sumu reda definisali kao grani¢nu vrednost niza parcijalnih suma, konvergenciju
redova (i sumu, onda kada postoji) ¢emo ispitivati posmatrajuéi u svakom od slu¢ajeva, niz parcijalnih suma.

a) n-ta parcijalna suma ovog reda je

" n(n+1)
SH*E kf1+2+~-+nfT.
k=1
Kako je
1
lim s, = lim w:oo,
n—oo n—oo

posmatrani red divergira (ima beskonaénu sumu).

b) n-ta parcijalna suma ovog reda je

Kako je
lim s, > lim /n = o0,
n—oo n—oo

posmatrani red divergira (ima beskona¢nu sumu).
¢) n-ta parcijalna suma ovog geometrijskog reda je (za q # 1)

n n+1

1—
k=1

Iskoristili smo poznatu formulu za zbir prvih n (odnosno ovde prvih n+ 1) ¢lanova geometrijskog reda. Kako

je
= lg| <1
lim s, =4¢ oo g>1
n— oo .o
ne postoji ¢ < —1
- 1
zaklju¢ujemo da geometrijski red Z ¢" konvergira kada je lg] < 11ida mu je tada suma jednaka s = T—a
—q
k=0
a da za druge vrednosti ¢ ovaj red divergira. Ovaj red je prilicno znacajan za nas dalji rad i treba ga imati
na umu.
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d) Kako za opsti ¢lan reda vazi:

n-ta parcijalna suma je

Z i —1_1+1_1+1_1+...+l_ 1 —1_ 1
kk+1 P k+1 o 2 2 3 3 4 n n+1l n4+1"

Kako je

1
lim s, = lim (1— >:17
zaklju¢ujemo da posmatrani red konvergira i da mu je suma jednaka 1.

e) Uotimo da za posmatrani red

DD =1—14+1—1+ -+ (-1)"+...
k=0

niz parcijalnih suma ima elemente
so=1; s15=1-1=0; s9=1-1+1=1;...

odnosno sg, =1 i Sg,+1 = 0. Za ovakav niz, koji ima dva konvergentna podniza, ali su grani¢ne vrednosti
podnizova razli¢ite, znamo da divergira (odnosno, da nema grani¢nu vrednost). Zaklju¢ujemo da i dati brojni
red divergira, ali uo¢avamo da u ovom slucaju nije re¢ o tome da red nema kona¢nu sumu, ve¢ da suma reda
ne postoji (ne moze da se odredi); vrednost sume sa svakim novim sabirkom osciluje izmedu dve (konacne)
vrednosti, 01 1.

Uoc¢imo da u prethodnom primeru tri od pet navedenih brojnih redova imaju prvi ¢lan sa indeksom 1, a ne 0,
kako je navedeno u uvodnom delu teksta i definiciji. Ovo je sasvim uobic¢ajena situacija i ¢esto ¢emo nailaziti na
nju. Naglasavamo da se red moze definisati tako da pocinje ¢lanom ¢iji je indeks veéi od 1, odnosno ¢lanom koji
ima bilo koji konac¢an indeks. Kako je sustinska osobina reda ta da ima beskonaéno mnogo ¢lanova (sabiraka), nije
protivno definiciji red poceti bilo kojim kona¢nim indeksom. Uo¢imo da u Primeru 5.1(a) nije od znacaja da li je
pocetni indeks 0 ili 1, red u oba slu¢aja ima iste ¢lanove; u Primeru 5.1(b) i (d) ¢lan sa indeksom 0 nije definisan i
red zbog toga ne moze poceti od indeksa 0; u Primeru 5.1(c) dobijamo dva razli¢ita reda u zavisnosti od toga da
li je prvi ¢lan sa indeksom 1 ili sa indeksom 0, pa ovde izbor postoji i ima uticaja na oblik reda i njegovu sumu.

U vezi sa ovim poslednjim zapazanjem treba imati na umu dve vazne Cinjenice:

e Izostavljanje (dodavanje, menjanje) kona¢no mnogo ¢lanova reda ne utice na konvergenciju reda - kon-
vergentan red ostaje konvergentan, a divergentan ostaje divergentan. To je posledica ¢injenice da je zbir
kona¢no mnogo sabiraka (koje eventualno dodajemo ili izostavljamo) konacan i da, sabran sa kona¢nom ili
beskona¢nom sumum preostalih beskonaéno mnogo sabiraka ne uti¢e na prirodu (konvergenciju) reda.

e Izostavljanje (dodavanje, menjanje) kona¢no mnogo ¢lanova reda utice na sumu reda, ukoliko je ta suma
konaé¢na. Ovo je sasvim prirodno, jer (kona¢na) suma reda zavisi od svih (beskonaéno mnogo) sabiraka koje
posmatramo u redu.

Uocimo jos i da mozemo da “pomeramo” indekse ¢lanova reda, a da ne menjamo red. Na primer, ukoliko zelimo
da red

k45

Z 2k

k=2

napisemo tako da mu pocetni indeks, umesto 2, bude 0, a da elementi reda ostanu nepromenjeni, mozemo uvesti
smenu k — 2 = ¢, za koju vazi da je : = 0 za k = 2, pa dati red mozemo zapisati u obliku

oo

(i+2)+5 L+ 7
z 9i+2 *ZZQHQ'

i= =0
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Ukoliko nam vise odgovara da koristimo polazni indeks k£, mozemo ponovo uvesti smenu ¢ = k, nakon ¢ega dobijamo
da je

k+5 = k+7

Z 2k - Z 2k+2 °

k=2 k=0

Ova mogucénost pomeranja indeksa ¢e nam kasnije biti od koristi.

Osnovne operacije sa redovima su: mnozenje reda skalarom, sabiranje redova i mnozenje redova. Definisemo ih
na sledeéi nacin:

1. Zaa e R je
o) (o]
(&% Z ap — Z aag .
k=0 k=0
o0 o0
Pri tome, ukoliko je Z ap konvergentan, onda je i « Z ax konvergentan, i takode, ako je prvi divergentan,
k=0 k=0

takav je i drugi.

2. o0 o0 o0
Zak +Zbk = Z(ak+bk) .
k=0 k=0 k=0
Pri tome, zbir dva konvergentna reda je konvergentan red; zbir konvergentnog i divergentnog reda je diver-
gentan; zbir dva divergentna reda moze biti i konvergentan i divergentan. Primeri za poslednje tvrdenje su
redovi:
o0 1 o0
> i Xk
k=1 k=1
o0
k*+1
Koii su di tni, a takay im je i zbi
0ji su divergentni, a takav im je i zbir ,; A
odnosno redovi
OERIND g
Pt k — k+1
o0
koji su divergentni, ali je njihov zbir Z 11 konvergentan
J g ) jenj 2 E o k+l g .
3.

oo o0 oo
Sar | (Db =D e,
k=0 k=0
gde je
k
C = Zaibkfi .
i=0

O konvergenciji proizvoda redova se, u opstem sluc¢aju, ne moze nista re¢i na osnovu saznanja o konvergenciji
redova - ¢inilaca.

Napomenuéemo jo$ i da vazne osobine redova zavise od toga da li su im svi ¢lanovi pozitivni (istog znaka) ili
posmatrani red sadrzi beskonaéno mnogo pozitivnih i beskonaéno mnogo negativnih ¢élanova. (Jos jednom napom-
injemo da kona¢no mnogo ¢lanova ne utic¢e na osobine reda, pa to vazi i za konatno mnogo ¢lanova sa suprotnim
predznakom od ostalih.) Ukoliko su svi ¢lanovi reda pozitivni, vazi tvrdenje:

Promenom redosleda sabiraka u konvergentnom pozitivnom redu ¢iji je zbir s dobija se konvergentan pozitivan red
¢igi je zbir takode s.

Mada nam se verovatno ¢ini da ovo tvrdenje ni po ¢emu nije posebno, i da samo navodi osobinu komutativnosti
za sabiranje, ispostavlja se da ono ipak nije sasvim trivijalno. Pokaza¢emo uskoro da se na komutativnost sabiranja

Q2



ne mozemo osloniti kada je re¢ o sumama beskona¢no mnogo sabiraka, bar ne u slucaju kada red ima i pozitivne i
negativne ¢lanove.

5.1.2 Kriterijumi konvergencije

Ukoliko smo u moguénosti da odredimo sumu posmatranog reda, na osnovu toga svakako bez dvoumljenja mozemo
da odgovorimo na pitanje da li posmatrani red konvergira ili ne. Medutim, sumiranje reda nije uvek jednostavno.
Sa druge strane, ¢esto nam nije potrebno da znamo sumu reda, veé samo da utvrdimo da li ona postoji (kao
kona¢na), odnosno da li posmatrani red konvergira. Kriterijumi konvergencije omoguéavaju da analizom opsteg
clana reda i utvrdivanjem da li on ispunjava neke odredene uslove, zaklju¢imo da li posmatrani red konvergira ili
ne (a da pri tom ne odredimo njegovu sumu).

Navesémo (bez dokaza) nekoliko najcesée koriséenih kriterijuma konvergencije.

e Kriterijum divergencije
oo
Za red E ar sa opStim ¢lanom ay uocavamo da je ap = s — Sk_1. Ukoliko posmatrani red konvergira, i ima

k=0
sumu s, vazi i da je

lim ap = lim (s — sg—1) = lim sp — lim sy =s—5s=0.
k—o0 k—o0 k—o0 k—o0

Navedeni zakljuc¢ak predstavlja vazan potreban (ali ne i dovoljan!) uslov konvergencije:

o0
Ako red E ay, konvergira, onda je lim ay = 0.
k—o0
k=0
Cinjenica da navedeni uslov nije dovoljan za konvregenciju je veé ilustrovana Primerom 5.1(b): opsti ¢lan
posmatranog reda tezi nuli, ali suma reda nije kona¢na, odnosno - red ne konvergira, jer niz parcijalnih suma
ne konvergira.

Ovaj potrebam uslov konvergencije pogodnije je koristiti u obliku

o0

Ako lim ay # 0 onda red Z ar, ne konvergira.
k—o0

k=0
Zbog prethodno navedenog, ovaj uslov se ¢esto zove i kriterijum divergencije.
Uobicajeno je, pri ispitivanju konvergencije nekog reda, proveriti prvo da li je ispunjeno da klim ar = 0.

— 00

Ukoliko nije, ispitivanje je zavrSeno, sa zakljuckom da red divergira. Ukoliko opsti ¢lan reda tezi nuli, ne
mozZemo nista zakljuciti o konvergenciji reda, ve¢ nastavljamo dalja ispitivanja, koriste¢i neke od kriterijuma
konvergencije koje navodimo u nastavku.

e Integralni kriterijum

Pretpostavimo da je funkcija f(x) : [1,00) — R neprekidna, pozitivna i monotono opadajuéa, i da je f(k) =
a. Tada

Zak konvergira & / f(z)dzx konvergira.
k=1 L

Ovaj kriterijum konvergencije nam omogucava da zakljuc¢ak o konvergenciji reda donesemo na osnovu za-
kljucka o konvergenciji odgovarajuéeg nesvojstvenog integrala. Vazno je uociti da, u slucaju da red i integral
konvergiraju, ne mozemo zakljuciti da konvergiraju ka istoj vrednosti (odnosno, da je suma reda jednaka
vrednosti integrala). Napomenimo jos i da donja granica integrala i prva vrednost indeksa sume moraju biti
jednake, ali to moze biti i neka druga vrednost, razlicita od 1.

(oo}

1

Primer 5.2. Ispitati konvergenciju harmonijskog reda Z T
k=1
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1
Resenje: Uocimo da funkcija f(z) = — na intervalu [1,00) ispunjava sve uslove integralnog kriterijuma
x
konvergencije. Posmatrajuéi nesvojstveni integral
e} T 1 T
/ —dz = lim —dz = lim ln\le = lim n7T —Inl= lim InT = o0
1 T T—oo /1 @ T—o00 T—o00 T—00

o0
1
zaklju¢ujemo da on divergira. Tada, na osnovu integralnog kriterijuma, sledi da i red Z z divergira.
k=1

o0
1
Primer 5.3. Ispitati konvergenciju hiper-harmonijskog reda Z ok zapeR.
k=1

1
Resenje: Uocimo da funkcija f(x) = — na intervalu [1,00) ispunjava sve uslove integralnog kriterijuma
x

konvergencije. Posmatrajuéi nesvojstveni integral (za p # 1)

< 1 T
/ —dz = lim —dz
1 P T—oo [y aP
Pt o Y A 1

lim 7| = lim
Tooo —p+1'"1 THol—p 1-—p

oo zal—p>0
plj zal—p<0
i uzimajuéi u obzir zakljucak prethodnog primera (sluc¢aj p = 1), kona¢no navodimo da za hiper-harmonijski

red vazi

1 = 1
kz: k—p konvergirazap >1 i kz: ﬁ divergira za p < 1.
—1 =1

Uporedni kriterijum 1
oo oo
Ako za opste clanove ay i by dva brojna reda, Zak i Zbk’ vazi da je 0 < ap < by za sve vrednosti k,

k=0 k=0
onda

o0 o0
Ako Z ay, divergira, onda i Z b, divergira;
k=0 k=0

o0 oo
Ako E by, konvergira, onda i E ar konvergira.
k=0 k=0

Uporedni kriterijum 2

o0 o0
Ako za opste ¢lanove ay i b dva brojna reda, E ap 1 g b, vazi ayp ~ by za k — oo, onda
k=0 k=0

o0 (o ]
E ar konvergira ako i samo ako E by, konvergira.
k=0 k=0

(Podsetimo se: ay ~ by ukoliko je klim Z—k =1,1#0,il# o0.)
—o00 O

Uporedni kriterijumi nam omogucavaju da izvedemo zakljucak o konvergenciji jednog reda, znajuéi da li
neki drugi pogodno izabran red konvergira (ili divergira). Odmah je jasno da je pravilan izbor reda sa
kojim uporedeujemo posmatrani red od velikog znacaja. Veoma ¢esto u uporednim kriterijumima se koriste
hiper-harmonijski red (Primer 5.3), i geometrijski red (Primer 5.1(c)).
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. _ . 1
Primer 5.4. Ispitati konvergenciju reda ];) ETa—

Resenje: Uocimo da vazi
1 1 1\*
g o\3) o @ koo

0 k
1 1
Kako za red Z (3) znamo da konvergira, jer je to geometrijski red za koji je ¢ = 3’ odnosno vazi da je
k=0
lg] < 1, na osnovu Uporednog kriterijuma 2 zaklju¢ujemo da i polazni red konvergira.

e Dalamberov (koliéni¢ki) kriterijum

oo
.. - k1 ..
Ako za brojni red E ay uvedemo oznaku da je lim = l, onda vazi:
o k—oo | ag

oo
<1l = Zak konvergira
k=0

(o)
I>1 = Z ap divergira
k=0
=1 = Dalamberov kriterijum ne daje odgovor o konvergenciji/divergenciji posmatranog reda.

Primer 5.5. Ispitati konvergeciju datih redova:
o~ (-10)*
a) Z 2%+1 ;
=4 (k+1)
[e9)
k!
b) > =
k=1
Resenje: Oblik opsteg ¢lana datih redova sugerise da je pogodno pokusSeti primeniti Dalamberov kriterijum

za ispitivanje njihove konvergencije.

(=10)*

a) Opsti ¢lan ovog reda je aj = 2Rk 1)

, pa zaklju¢ujemo da je

(_10)k:+1 42k+1 (k+ 1)
(C10)F 42553 (ks 1 2)

pop1 10k+1 5
= _— = = ]_
P 2 Etre 8"

ag

= lim
k—o0

lim
k—o0

odnosno, da dati red konvergira.

k!
b) Opsti ¢lan ovog reda je ap = B pa zaklju¢ujemo da je

. k+1
=lm — =o00>1,
k—o0

Q41
ag

lim

k—o0

= lim

k—o0 n! prtl

‘(k+ 1)!5"

a odatle zaklju¢ujemo da posmatrani red divergira.

e Kosijev (korenski) kriterijum
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o0
Ako za brojni red g ay, uvedemo oznaku da je klim {/|ak| =1, onda vazi:
— 00
k=0

<1l = Zak konvergira
k=0

(o]
I>1 = Z ar divergira
k=0
=1 = Kosijev kriterijum ne daje odgovor o konvergenciji/divergenciji posmatranog reda .

Primer 5.6. Ispitati konvergeciju datih redova:

O /e 1\ D)
%) Z<k+2> ’

k=2

> (—12)%
b) ( k)

k=1

Resenje: Oblik opsteg ¢lana datih redova sugerise da je pogodno pokusati primeniti Kosijev kriterijum za
ispitivanje njihove konvergencije.

k-1

(k+1)
k—|—2) , pa zaklju¢ujemo da je

a) Opsti ¢lan ovog reda je ay = (

7k — 1\ D)
klim V|ak| = lim ()
— 00

k+1
= lim ( )
k—o0

—(k+2
B42) s (kt1)
= lim
k—o0

3(k+1)
= e—(k+2) = 673

odnosno, da posmatrani red konvergira.
(—12)*
k

b) Opsti ¢lan ovog reda je ap = , pa zaklju¢ujemo da je

lim {/|ag| = lim
k—o0 k—o0

odnosno, da posmatrani red divergira.

1
Primer 5.7. Ispitati konvergeciju reda Z T
k=1

Resenje: Konvergenciju harmonijskog reda smo veé ispitivali i, koristeéi integralni kriterijum, utvrdili da
red divergira. Sada ¢emo proveriti sa li se na ovaj zadatak jednako uspesno mogu primeniti i Kosijev i
Dalamberov kriterijum konvergencije.

1
Ako za posmatrani red, ¢iji je opsti ¢lan ap = T primenimo Dalamberov kriterijum, zaklju¢ujemo da je

Qk+1
ag

lim = lim k+1: m — =

k—o0

k—o0

1
k
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a tada Dalamberov kriterijum ne daje odgovor o konvergenciji.

Ako na isti red primenimo Kosijev kriterijum, zaklju¢ujemo da je

1 1
lim {/]ax| = lim ([— — =1,
k—o0 k—o0 k

pa ni ovaj kriterijum ne daje odgovor o konvergenciji.

Zaklju¢ujemo da je poznavanje vise kriterijuma konvergencije cesto od koristi, jer nije mogucée uvek uspesno
primeniti svaki od njih, pa je dobar izbor kriterijuma od velikog znacaja (naravno, kada vise kriterijuma daje
odgovor o konvergenciji istog reda, svi moraju dati isti odgovor!)

5.1.3 Alternativni redovi

Veé smo naglasili da redovi mogu da imaju i pozitivne i negativne clanove i da su nam, pored redova ¢iji su svi (ili
skoro svi) ¢lanovi istog znaka, interesantni i oni redovi koji imaju beskona¢no mnogo ¢lanova sa jednim i beskonaéno
mnogo ¢lanova sa drugim predznakom.

Primer jednog takvog reda je

= (—1)kt 11 1
= l-C-4-——+---=In2.
kZ:l k 23717 "

Red ¢iji ¢lanovi naizmeni¢no menjaju predznak naziva se alternativni red.
Za prethodno navedeni red smo napisali da je konvergentan i da mu je suma In2. Ovo je rezultat koji u ovom
trenutku prihvatamo bez dokaza. U nastavku ¢emo se jos vratiti na njega i dokazati da je navedena vrednost zaista

suma posmatranog alternativnog reda.
o0

-1 k—1
Uoc¢imo da navedeni red konvergira, ali da red Z %
k=1

promenom znaka (nekim) ¢lanovima polaznog reda, tako da svi postanu pozitivni (Sto smo postigli posmatranjem

apsolutne vrednosti opsteg ¢lana) od konvergentnog reda dobili smo divergentan. U vezi sa navedenim, uvodimo
sledee dve definicije:

1
= Z T divergira (to je harmonijski red). Dakle,
k=1

o0 o0

Z ar  apsolutno konvergira ako Z |ak| konvergira.

k=0 k=0
oo o0 (o]
Z ar  uslovno konvergira ako Z ar konvergira, dok Z lak| divergira.
k=0 k=0 k=0

Napomene:

e Ako red konvergira apsolutno, on konvergira i uslovno. Obrnuto ne mora da vazi. Zbog toga ¢esto kazemo
da je apsolutna konvergencija “ja¢a” od uslovne.

e Ako red konvergira apsolutno, redosled ¢lanova ne uti¢e na konvergenciju, ni na sumu reda (za svaku promenu
redosleda dobija se konvergentan red sa istom sumom).

e Suma apsolutno konvergentnog reda jednaka je zbiru sume (pod-)reda sa pozitivnim ¢lanovima i sume (pod-
Jreda sa negativnim ¢lanovima.

e Ukoliko red konevrgira uslovno, njegova suma zavisi od redosleda njegovih ¢lanova.

e Interesantno je da se moze dokazati da se ¢lanovi uslovno konvergentnog reda (ukoliko on ne konvergira i
apsolutno) uvek mogu navesti u poretku koji je takav da suma posmatranog reda bude jednaka proizvoljnom
unapred izabranom realnom broju.
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Medu redovima koji imaju i pozitivne i negativne ¢lanove posebno izdvajamo alternativne redove. Njihov opsti
oblik je

SED e il Y (—1)kb
k=1 k=1

Za ispitivanje uslovne konvergencije alternativnih redova mozemo koristiti

Lajbnicov kriterijum
(oo}
Alternativni red Z(fl)k“bk (ili Z )¥by,) uslovno konvergira ukoliko su istovremeno ispunjeni sledeéi uslovi:
k=1 k=1

o b, >0
e b; je monotono opadajuéi niz;

e lim b, =0.
k—o00

Vazno je imati na umu da, ukoliko neki od uslova Lajbnicovog kriterijuma nije ispunjen, ovaj kriterijum ne daje
nikakav odgovor o uslovnoj konvergenciji posmatranog reda (tj., ne mozemo zakljuciti da red divergira ako uslovi
nisu ispunjeni). U tom slu¢aju konvergenciju moramo ispitivati na neki drugi nacin.

Napominjemo da za ispitivanje apsolutne konvergencije alternativnih redova mozemo koristiti bilo koji od
prethodno navedenih kriterijuma koji se odnose na redove sa pozitivnim ¢lanovima.

Primer 5.8. Ispitati uslovnu i apsolutnu konvergeciju datih redova:

,zap€ER;
k=1
f: s
Resenje:
a) Kako je
(R S
k=1 k=1

hiper-harmonijski red za koji smo u Primeru 5.3 utvrdili da konvergira za p > 1, zaklju¢ujemo da posmatrani
alternativni red apsolutno (a samim tim i uslovno) konvergira za p > 1. Za vrednosti p < 1 hiper-harmonijski
red divergira, pa posmatrani alternativni red za p < 1 ne konvergira apsolutno. Ostaje da utvrdimo da li za
p < 1 dati alternativni red konvergira uslovno.

Kako je
0, p>0
L T

na osnovu Lajbnicovog kriterijuma utvrdujemo da posmatrani alternativni red uslovno konvergira za p > 0,
odnosno (s obzirom na prethodne zakljucke o apsolutnoj konvergenciji), za p € (0, 1].

Za vrednosti p < 0 Lajbnicov kriterijum nam ne daje odgovor o konvergenciji, jer uslovi nisu ispunjeni.
Medutim, kako je za p <0
lim (-1*

k—oo kP

20,

na osnovu Kriterijuma o divergenciji zaklju¢ujemo da posmatrani alternativni red za p < 0 divergira.
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5.2 Stepeni redovi

Ukoliko umesto beskonaéne sume brojeva posmatramo beskona¢nu sumu funkcija
> (@) = fil@) + fal@) + o+ ful@) + ..
k=1

definisali smo funkcionalni red. Ovaj red je definisan za svaku vrednost x za koju su definisane sve funkcije fi. Za
o0

svaku konkretnu vrednost promenljive, x = z¢, funkcionalni red Z fr(z0) predstavlja jedan brojni red, koji moze

k=1
da konvergira, ili divergira. Jasno je da konvergencija funkcionalnog reda u opstem slucaju zavisi od vrednosti

promenljive z. Skup svih vrednosti promenljive = za koje posmatrani funkcionalni red konvergira naziva se interval
konvergencije.

n
Analogno kao za brojne redove, i za funkcionalne redove definiSemo n-tu parcijalnu sumu, s, (z) = Z fr(x),
k=1

kao i sumu reda s(x), kao grani¢nu vrednost niza parcijalnih suma:

Primer funkcionalnog reda sa kojim smo se veé susreli je geometrijski red. Uz oznaku ¢ = z, mozemo napisati
da je
o0

Z$k=1+$+m2—|—-~-—|—x"+~--: 7
k=0

za |z| < 1. Znamo da za ostale vrednosti x geometrijski red divergira.

Geometrijski red je jedan primer specijalne vrste funkcionalnih redova kojima ¢emo posvetiti malo vise paznje.
Ti redovi nazivaju se stepeni redovi.
Opsti oblik stepenog reda je

oo
Zak(m—a)k, za a,ap €R, n=0,1,2,...
k=1

Realni brojevi ay nazivaju se koeficijenti stepenog reda.
Radi pojednostavljivanja zapisa, a bez umanjenja opStosti, ¢esto ¢emo posmatrati slucaj kada je a = 0, a stepeni

red je oblika
Zak xk .
k=1

Uocavamo da su stepeni redovi definisani za sve vrednosti € R. U nastavku ¢emo se malo detaljnije pozabaviti
odredivanjem oblasti njihove konvergencije, a zatim i ispitati neke od njihovih brojnih korisnih osobina.

5.2.1 Poluprecnik konvergencije i interval konvergencije

U odredivanju oblasti (intervala) konvergencije stepenog reda veliku pomoé¢ nam pruza sledeée tvrdenje, koje
navodimo bez dokaza:
(oo}
Teorema 5.1. (Abelova teorema) Ako stepeni red Zak z¥ konvergira za x = o, onda on konvergira i za sve
k=1
vrednosti x za koje je |x| < |xo].
o0

Ako stepeni red E a z* divergira za x = x, onda on divergira i za sve vrednosti x za koje je || > |0l
k=1
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oo
Na osnovu prethodnog tvrdenja je jasno da postoji realna vrednost R koja je takva da stepeni red Z ag T
k=1
konvergira za svako x € (—R, R), a da divergira za |x| > R. Broj R naziva se poluprecnik konvergencije, a interval
oo

k

(=R, R) interval ili oblast konvergencije stepenog reda Z aj zF.
k=1
Napomene:

e Na osnovu prethodno navedenih razmatranja ne mozemo utvrditi da 1i posmatrani stepeni red konver-
gira u tackama r = R i x = —R, odnosno na rubovima intervala konvergencije. Konvergenciju u ovim
o0

tackama utvrdujemo dodatnim ispitivanjem koje podrazumeva da posmatramo brojne redove Z ap R* i
k=1

o0
Z ak (—1)kRk. Konvergenciju ovih redova utvrdujemo koris¢enjem nekih od kriterijuma navedenih za brojne
k=1

redove. Uoc¢imo da za x = —R stepeni red postaje alternativni red.
o o0
e Ukoliko posmatramo stepeni red oblika Z ay (x — a)*, mozemo uvesti smenu z—a = t i ispitati red Z ay t*.
k=1 k=1
o0
Uocimo da je u ovom slucaju, za red Z ay (x — a)® ¢ji je poluprecnik konvergencije R, odgovarajuéi interval
k=1

konvergencije (a — R,a + R).

o0
Sledeé¢e vazno pitanje je kako odrediti polupreénik konvergencije R za dati stepeni red Zak 2. Uocimo
k=1
da i na stepeni red mozemo primeniti Kosijev i (ili) Dalamberov kriterijum za konvergenciju (brojnih) redova, i
konstatovati da

e (Kosgijev kriterijum) stepeni red konvergira ukoliko je klim \/|ax, z¥| < 1idivergira ukoliko je klim \/|ax o) > 1.
— 00 — 00

To dalje znaci da je polupre¢nik konvergencije ovog reda ona vrednost z = R za koju je

lim /|ax 2F| = lim {/|ag||z| = lim {/|ax] R=1;
k—o0 k—o0 k—o0

E+1
o e . . . . . ag+1 T .o . . .
e (Dalamberov kriterijum)  stepeni red konvergira ukoliko je lim +7k < 1 i divergira ukoliko je
—00 ap T
appr T
kli ————| > 1. To dalje znaci da je poluprecnik konvergencije ovog reda ona vrednost z = R za
—00 ap
koju je
k+1
. Ak+1 L . Af+1 . Af+1
hm;k:hm L2l = lim HIR=1.
k—o0 ag T k—oo | ag k—oo | ag

Prethodnim je dokazano tvrdenje koje nam omogucéava da za dati stepeni red izracunamo polupreénik konver-
gencije:

o0
Teorema 5.2. (Teorema Kosi-Adamara) Poluprecénik konvergencije stepenog reda Z ap ¥ je broj R za koji vazi:
k=1
1 1 a
R:f ili R=— = lim — .
hmk_,oo \/ |ak| hmk—>oo a(;;:1 k—oo a1

Ukoliko je R = oo, posmatrani stepeni red konvergira za svaki realan broj z, a ukoliko je R = 0, stepeni red
o0

konvergira samo za x = 0. U slu¢aju da posmatramo stepeni red Z ay (x — a)k, poluprec¢nik konvergencije R = 0

k=1
implicira da red konvergira samo za x = a.

Ilustrova¢emo Teoremu Kogi-Adamara na nekoliko primera.
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Primer 5.9. Odrediti oblast konvergencije za sledece stepene redove:
9] 1 k2
93 (1+7)
k=1
>k
x
k=0

®© ok | (_o\k
¢) Z# (@ + 1),
k=1

Resenje: U svakom od navedenih primera éemo prvo primenom Teoreme Kosi-Adamara odrediti polupre¢nik
konvergencije, a zatim ispitati konvergenciju stepenih redova u rubnim tackama intervala konvergencije koristeéi
neki pogodno izabran kriterijum konvergencije brojnih redova.

a)

1
b) Za dati stepeni red je ax = 7 ba je
1)!
R = lim —1mmzhm(k+):

k—oo Qpiq k—o00 k!

To znaci da posmatrani red konvergira za svako z € R.

)

5.2.2 Osobine stepenih redova

o0
Stepeni red E ap ¥ na svakom zatvorenom intervalu I koji je sadrzan u oblasti konvergencije reda ima neke

k=1
veoma korisne osobine. Naveséemo nekoliko najvaznijih.

e Suma stepenog reda s(x Z ap ¥ je neprekidna funkcija za svako z € I.
k=0

anakx +BZbka¢ Zaak—i—ﬁbk)

Poluprecnlk konvergencue R zblra jednak je minimumu polupre¢nika R;, Ry sabiraka.

e Na intervalu I stepeni red moze se integraliti “¢lan po ¢lan”:

x 00 thtl 0 ar
th | dt = that) = - "= k+1
I zak S ([ antar) S o il =Y gy

k=0
Polupreénik konvergencije reda dobijenog integraljenjem jednak je polupreéniku konvergencije polaznog ste-
penog reda.

e Na intervalu I stepeni red moze se diferencirati “Clan po ¢lan”:

/
oo oo ’ o0
E akxk :E (akxk) :E kakxkfl
k=0

k=0 k=0

Polupreénik konvergencije reda dobijenog diferenciranjem jednak je polupre¢niku konvergencije polaznog
stepenog reda.
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Navedene osobine mozemo iskoristiti kada zelimo da odredimo sumu nekog stepenog reda ili kada zelimo da
odredimo razvoj neke funkcije u stepeni red. Ovakvo “uspostavljanje veze” izmedu stepenog reda i funkcije (koja
predstavlja njegovu sumu) za vrednosti promenljive x iz intervala konvergencije je veoma vazno u primeni redova.
Na taj nac¢in mozemo, ukoliko nam to odgovara, umesto neke funkcije koristiti njen razvoj u red, a sa takvim
zapisom funkcije i moguénost relativno jednostavnog diferenciranja, integraljenja, itd.

o0 k
Primer 5.10. Odrediti sumu reda z:(—l)k_1 %
k=1

Resenje: Prvo ¢emo odrediti polupreénik konvergencije datog reda. Na taj nac¢in dobijamo oblast u kojoj ¢e
red konvergirati ka funkciji koju odredimo kao sumu reda, odnosno dobijamo vrednosti x za koje ¢e rezultat koji
dobijemo imati smisla.

Kako je
(-1 k41

Eoo (=D

k+1
= limizl

— 1.
R s k—oo k

k—o0

= lim

)

Q41

zakljuéujemo da posmatrani red konvergira za = € (—1,1). Dalje, ispitujemo konvergenciju u rubnim tackama

intervala konvergencije.
oo

1
Uvrstavanjem vrednosti x = 1 u posmatrani red, dobijamo brojni red z:(—l)k_1 o e koji znamo da kon-
k=1
vergira (na osnovu Lajbnicovog kriterijuma).
e . : . - —, k1 (=DF — 1 y
Uvrstavanjem vrednosti = —1 u polazni red dobijamo brojni red Z(—l) . = — Z —, za koji
k=1 k k=1 k

znamo da divergira (harmonijski red).
Na osnovu svega navedenog, zaklju¢ujemo da je oblast konvergencije posmatranog reda (—1, 1].

Dalje, uo¢imo da je
¥ v
- = / th=lae,
k 0

pa je
Oo_k—lﬁ — Oo_k—1 C ko1
> (1) - = > (1) th=Lat
k=1 k=1 0
= / Z(—Uk_l Pl de
0

k=1

x O x 1
= / > (—t)rdt = / —dt
1 0 n—0 0 1+t

- 1n|1+t|jo = In(z+1).

Koristili smo da za geometrijski red vazi da je

1
>
n=0 1= (_t)
za —t € (—1,1), tj,zat € (—1,1).
Konag¢no, imamo da je
o0 k
S (-1t % =In(1+2), =ze(-1,1]
k=1

Uoc¢imo da odatle sledi i rezultat koji smo naveli kada smo govorili o alternativnim redovima i naveli primer:

D (k! % =In(l1+1)=1In2
k=1

jer je navedeni brojni red onaj koji dobijamo kao vrednost posmatranog stepenog reda za z = 1.
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Primer 5.11. Predstaviti u obliku stepenog reda sledeée funkcije:

a) f(x) = arctga;

) 1@) = =

¢) f(z) =In(5 —x).

Resenje:
a) Kako je
1 o0 oo
(arCtg'x), = 1+ 2 = Z(_l‘z)k - Z(_l)kxmc s
k=0 k=0
zaklju¢ujemo da je
T %) (o) T %) t2k+1
fo = [ [t ) ar= S0t [ e =30t gl
0 \k=0 k=0 0 =0 2k+1
odnosno da je
o0 p2k+1
tgz =Y (—1)* .
arctg ];)( ) 1
Uotimo da navedeni razvoj konvergira za | — 2%| = |z|> € (—1,1), odnosno za x € (—1,1).

b) Ponovo se oslanjamo na moguénost diferenciranja stepenog reda ¢lan po ¢lan, i onoga $to znamo o geometri-
jskom redu, i dobijamo

/

1 1 I ) [e%s) ) [e%S) .
(1x)2:<1x> = Zxk :Z(Jck) :Zk‘xk .
k=0 k=0 k=0

Ovaj razvoj vazi za x € (—1,1).
¢) U ovom primeru koristimo moguénost integraljenja reda ¢lan po ¢lan. Uo¢imo prvo da je

Todt

) E:ln571n|571’|

Tada je

Tode
11’1(5—5U) —/O' E+ln5
1

rode
= 111577/ —
5/ 1—¢

1 T oo ¢ k
no 5/0 Z<5>

k=0
1SN [Ttk
= In5— = —_dt
> [ 5
k=0
2. 1 gkl
= 5SS _—— =
" kzzo5’€+1k+1

Zaklju¢ujemo da je
s oh
In6—2z)=Ins - ——-—,
n(5—2)=ln kZ:O (k+ 1)5F+1
a ovaj razvoj vazi za £ € (—1,1), odnosno z € (—5,5).

Vazno tvrdenje je formulisano narednom teoremom:
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o0 oo
Teorema 5.3. (Teorema o jenakosti stepenih redova) Za dva stepena reda, E ap =¥ i g b ¥, ¢iji su polupreénici
.. . . k=0 k=0
konvergencije, redom, R1 i Ro, vaZi:
(oo}

o0
g akxkEZbkxk & ar = by
k=0 k=0

zak=0,1,2..., iz € (—R, R), pri demu je R = min{ Ry, Ry}.

oo oo
Dokaz: Ukoliko su ar = by za sve vrednosti £ = 0,1,2,..., jasno je da je Zak zF = Zbk zF. Drugim
k=0 k=0
reCima, iz jednakosti svih odgovarajuéih koeficijenata sledi i jednakost stepenih redova.

Da bismo dokazali suprotan smer tvrdenja, pretpostavimo da su posmatrani stepeni redovi identicki jednaki i
pokazimo da su im tada odgovarajuéi koeficijenti jednaki.

Formirajmo razliku posmatranih redova, za x € (—R, R). Ta razlika (funkcija ¢) je identicki jednaka nuli, s
obzirom da su redovi identicki jednaki:

p(x) = Zak z* —Zbk 2" =Z(ak—bk) =0,
k=0 k=0 k=0
odnosno
o(x) =ag —bo+ (a1 —b1) x+ (ag —by) 2> + (ag —bg) > +---=0.

S obzirom da z = 0 pripada intervalu konvergencije (—R, R), uvr§tavanjem x = 0 u prethodni izraz dobijamo
da u toj tacki vazi:
(p(O):ao—bOZO = aozbo.
Tada je
o(x) = (a1 —b1) x4 (ag —by) 2* + (ag —bg) 2® +---=0.
Nad intervalom konvergencije stepeni red mozemo diferencirati ¢lan po ¢lan, pa dobijamo:
' (x) = (a1 —by) +2(ag — bo) 2+ 3(ag —bs) 2> +--- =0,
a slicno kao gore, uvrStavanjem x = 0 u izvodnu funkciju, imamo
QOI(O):al—bl =0.
Dakle, mora biti a; = b;.
Daljim uzastopnim diferenciranjem funkcije ¢ i posmatranjem vrednosti izvoda za x = 0, dobijamo da za sve

koeficijente vazi
ak:bk, k:0,172,....

Dakle, dokazali smo da se funkcija na samo jedan nacin moze prikazati u obliku stepenog reda.

5.2.3 Tejlorov i Maklorenov razvoj funkcije u red

Preostalo veoma vazno pitanje na koje treba da damo odgovor je: kada i kako se neka funkcija moze prikazati u

o0
obliku stepenog reda. Dakle, pretpostavimo da stepeni red Zak (z — a)* konvergira ka nekoj funkciji f(x), za
k=0
z€(a—R,a+ R). Zelimo da utvrdimo kako se koeficijenti stepenog reda mogu odrediti na osnovu funkcije f.
Dakle

(o]
f(z) = Zak (x—a)f =ap+ai(zr — a) + as(x — a)® + a3(x — a)® + as(x —a)* + ...
k=0
a diferenciranjem (¢lan po ¢lan, $to mozemo da uradimo unutar intervala konvergencije), dobijamo da vaze i
jednakosti

f(x) = a1 +2az(x —a)+3az(x — a)?® +das(z —a)* + ...,
f"(x) = 2a9+3-2a3(x —a) +4-3as(x—a)? +...,
f"(z) = 3-2a3+4-3-2a4(x—a)+...,
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itd.
Kako tacka x = a pripada intervalu konvergencije (a — R,a + R), u toj tacki prethodne jednakosti imaju oblik

f(a’) =4ao , f/(a) =ar, f”(a> = 2ay , f///<a) =3-2a;3,...

odnosno ) o )
a a a
aO:f(a)7 ay = 11 ) QZTa 3277...
ili, u opstem obliku
_ W) B
ar = k! 9 k—0,1,2

Ako sada uvrstimo dobijene koeficijente stepenog reda koji predstavlja razvoj funkcije f(x) u red, dobijamo da

je
/ 1 (k)
f(x) = fla) + fl('a)(x—a)—i- f2(|a)(x—a)2+..._|_ f k'(a)(m—a)’“—f—.._

ili

% (k) (g
= g ot

Ovaj red predstavlja Tejlorov red funkcije f(x) u okolini tacke a. Ovo je i jedini stepeni red, po stepenima od
(x — a) koji na intervalu (a — R, a+ R) konvergira ka funkciji f(z). Ako se funkcija f u okolini tacke a moze razviti
u Tejlorov red koji konvergira na nekom intervalu (a — R,a + R) za R > 0, kazemo da je f analiticka funkcija u
tacki a.

Tesko da nam moze promadi slicnost (jednakost) koeficijenata Tejlorovog reda funkcije f u tacki a sa koefici-
jentima Tejlorovog polinoma funkcije f u okolini iste tacke. U stvari, Tejlorov polinom je samo “konacan deo”
Tejlorovog reda, koji koristimo kada u praksi zelimo da aproksimiramo funkciju odgovarajué¢im polinomom. Kada
smo pricali o Tejlorovom polinomu, napomenuli smo da se greska aproksimacije funkcije polinomom smanjuje uko-
liko poveéamo stepen (broj ¢lanova) polinoma. Dakle, ukoliko koristimo beskonaéno mnogo ¢lanova polinoma,
odnosno - Tejlorov red funkcije - mozemo funkciju prikazati tatno, bez bilo kakve greske aproksimacije. Naravno,
jednakost funkcije i reda vazi samo na intervalu konvergencije - van njega red divergira i njegova suma ne postoji,
pa se ne moze poistovetiti sa vrednostima funkcije. Sa druge strane, Tejlorov polinom uvek mozemo izracunati
i njegova vrednost ¢e uvek biti kona¢na. Medutim, u opstem sluc¢aju ta vrednost je samo priblizna vrednost
odgovarajuce posmatrane funkcije f.

Ukoliko je a = 0, Tejlorov red funkcije f ima oblik

& +f//(0)1-2+...+

f®0) = fR0)
Y ! > :

4= o
k=0

flx) = f(0) +

Ovaj stepeni red (Tejlorov red u okolini tacke 0) nazivamo Maklorenov red funkcije f.

Do sada smo ve¢ izveli Maklorenov red za neke funkcije. Tac¢nije, naveli smo kako se te funkcije mogu prikazati
u obliku stepenog reda, a na osnovu tvrdenja o jedinstvenosti razvoja u stepeni red i oblika samog razvoja,
zakljucujemo da su dobijeni stepeni redovi upravo Maklorenovi razvoji posmatranih funkcija. To su

1 o0
k

= -1,1

— kZ:Ox ;o we (=11

In(l+x) = i(—n’“—lx—k z € (—1,1]
k:1 k! ) )

B 0 (_1>kx2k+1

arctgr = Z 1 rxe(-1,1).

=~
I
-

Primer 5.12. Napisati Maklorenov razvoj funkcije f(x) = e* i odrediti za koje vrednosti x red konvergira.
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Resenje: Kako vazi da je

a odatle i

dobijamo da je

oo o0
¢ = Z k! = Z k!
k=0 k=0
Polupreénik konvergencije ovog reda je
k+1)!
R = lim = im‘( +1) = lim (k+1) =00,
k—oo | Q41 k—o0 k! k—o0

§to znaci da navedeni razvoj vazi za svako x € R.

Primer 5.13. Napisati Maklorenov razvoj funkcije f(x) = sinz i odrediti za koje vrednosti x red konvergira.

Resenje: Izvodi funkcije f(x) = sinx su redom
fl(x)=cosz, f'(z)=—sinx, f"(x)=—cosz,
itd., a za njihove vrednosti u x = 0 dobijamo

feo)y=0,  fE0)=(-1)".,n=0,1,2,... .

Tada je

. z z® > (*1)]C 2k+1

blnx—ﬂ—gl—&—ﬁ_..._g:omm .
Poltnrernik k ) b kot fe ar — D8
oluprecnik konvergencije ovog reda, za Kojl je ap = 2k + 1) Je

. (2k + 3)! .
=1 = - 2 =1 2 2)(2 =
R= lim o k:H;J(%H)! Jim (2k +2)(2k +3) = o0,

$to znaci da navedeni razvoj vazi za svako x € R.

Primer 5.14. Napisati Maklorenov razvoj funkcije f(x) = cosx i odrediti za koje vrednosti x red konvergira.

Resenje: Razvoj funkcije f(z) = cosx izveséemo diferenciranjem razvoja funkcije sin z. Uo¢imo odmah da ée
poluprecnik konvergencije za razvoj funkcije cosx tada biti isti kao za sin z, odnosno, dobijeni Maklorenov red ¢e
konvergirati za svaku vrednost = € R.

Dakle,

_ . / - (_1)k 2k+1
cosx = (sinzx) = I;)mmlw
R G
- 2}((21@“)!“’“)
N (EDRER+Y)

D 2k + 1)! o

~
Il
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6 Laplasova transformacija

Metodama za reSavanje obi¢nih diferencijalnih jednacina prvog i viseg reda bavili smo se u okviru kursa iz
Matematicke analize 1. Ovoj znac¢ajnoj i, u opstem slucaju, nimalo jednostavnoj temi pristupa se na razlicite
nacine koji ukljuc¢uju razlicite metode resavanja. Jedna od vaznih primena stepenih redova je upravo njihovo
koris¢enje pri reSavanju diferencijalnih jednacina: funkcije koje se u jednacinama pojavljuju predstavljamo, kada je
to moguce, odgovarajuéim stepenim redovima, i reSenje dobijamo u obliku stepenog reda. Ovu primenu, medutim,
ne¢emo ilustrovati niti dalje analizirati. Umesto toga, u ovom odeljku ¢emo opisati postupak kojim se diferencijalne
jednacine resavaju tako sto se pogodnom transformacijom prevedu u algebarske, rese, a zatim se dobijeno resenje
algebarske jednacine inverznom transformacijom prevodi u reSenje polazne diferencijalne jednacine. Transformacija
koju za to koristimo zove se Laplasova transformacija. U nastavku ¢emo definisati ovu transformaciju, navesti neke
njene osobine i na nekoliko primera pokazati kako se ova transformacija primenjuje.

6.1 Motivacija i definicija

U prethodnom delu, posveéenom stepenim redovima, smo pokazali da za pojedine funkcije na odgovarajuéem
intervalu mozemo uspostaviti vezu (jednakost) izmedu funkceije i stepenog reda:

Zakxk:A(x), za x€l,
k=0

gde smo ovog puta sa A(x) oznacili funkciju (koju smo uobicajeno oznacavali sa f(x)), a sa I, kao i do sada, oblast
konvergencije stepenog reda.

Uocimo da se koeficijenti stepenog reda dobijaju kao vrednosti funkcije definisane nad skupom prirodnih brojeva,
jer je ar = a(k) pravilo preslikavnja definisano za prirodne brojeve k = 0,1,2,.... Preslikavanja skupa prirodnih
brojeva u skup realnih brojeva smo zvali realnim nizovima. Uspostavljanjem veze izmedu stepenog reda ¢iji su
koeficijenti a(k) i funkcije A(z) koja predstavlja sumu posmatranog reda, uspostavljeno je preslikavanje

alk) — Ax)

odnosno korespondencija izmedu diskretnih funkcija a(k) iu neprekidnih funkcija A(z).
Na primer, za geometrijski red vazi

1 i
1—1::ZI’ lz] < 1.
k=0
Ovde je ar, = a(k) =1, za sve vrednosti £k =0, 1,..., a uspostavljeno je preslikavanje
1
alk)=1 A(x):li, za |z|<1.
-

Takode, za eksponencijalnu funkciju je

x __
e—E ol reR,
k=0



odnosno, uspostavljeno je preslikavanje

a(k):% —  A(z) =¢€", za z€R.

Konaé¢no, u opstem sluc¢aju, kako vazi da je

= £90)

f(z) = o zel,
k=0
uspostavljeno je preslikavanje
*) (0
a(k):fk'() —  Ax) = f(z), za w€el.

Zmnacaj prethodnog zapazanja je u tome $to uspostavlja vezu izmedu dve funkcije; jedna je diskretna, a druga
neprekidna. Ono $to zelimo je da ovu korespondenciju izmedu funkcija dalje uopstimo i da pri tome izbegnemo
ogranicenje na koriséenje diskretnih funkcija, tj. koeficijenata a(k) stepenog reda. Sa tim ciljem vrsimo nekoliko
uopstenja i modifikacija uspostevljenog preslikavanja:

1. Umesto diskretne promenljive k, koja uzima vrednosti £ = 0,1,2..., koristicemo neprekidnu promenljivu ¢
koja ¢e uzimati vrednosti iz intervala [0, 00).

2. Prelaskom sa diskretne promenljive na neprekidnu prirodno prelazimo i sa sume na integral:

(oo} oo
umesto Z a(k)z®  koristimo / a(t)x' dt .
k=0 0

3. Obezbedujemo uslove za osnovu stepena, x:

e Prvo, ogranicavamo vrednosti x, kao osnove stepena, i posmatramo x € (0,1). Ovim smo obezbedili
neprekidnost eksponencijalne funkcije ¢, i istovremeno ogranicili vrednosti ove funkcije $to je, intuitivno,
neophodno za moguénost da posmatrani integral konvergira.

e Koristimo zapis © = ¢™%, a odatle i 2 = (¢™?)!. Za 2 € (0,1) je Inz € (—00,0). Uveséemo smenu
Inz = —s, a tada s € (0,00). Nakon uvodenja ove smene, vazi da je ' = e~ za 5 > 0.

e Prilagodi¢emo oznake za “parove” odgovarajuéih funkcija: (neprekidnu) funkciju “original“ oznaci¢emo
sa f(t). Funkciju - “sliku” koja je odgovarajuéa funkeiji f(¢) oznaciéemo sa F(x) (u “diskretnoj verziji”
ovaj par je bio a(k) — A(z)). Konaéno, uzimajuéi u obzir smene koje smo uveli u vezi sa promenljivom
z, funkcija koju posmatramo je funkcija F'(s).

Nakon svih navedenih prilagodavanja mozemo konaéno napisati vezu izmedu neprekidnih funkcija f(t) i F(s), za
s> 0:

/0 T fetdt = F(s) = L{f()

Na ovaj naé¢in smo definisali transformaciju funkeije f(t) u funkciju F'(s) - uo¢imo da pri transformaciji funkcije
dolazi i do promene promenljive. Ova transformacija naziva se Laplasova transformacija i mozemo je smatrati
neprekidnim analogonom razvoja funkcije u stepeni red.

Laplasova transformacija zasniva se na nesvojstvenom integralu (integral je definisan na beskona¢nom intervalu
integracije, a u opstem slucaju, u zavisnosti od ponasanja funkcije f(¢) za ¢ = 0, nesvojstvenost se moze pojaviti
i u donjoj granici integracije). S obzirom da nesvojstveni integral moze da konvergira, ili da divergira, Laplasova
transformacija funkicje f(t) moze da postoji (ako odgovarajuéi nesvojstveni integral konvergira), ili da ne postoji
(ukoliko odgovarajuéi nesvojstveni integral divergira). Vazno pitanje egzistencije Laplasove transformacije F(s) za
datu funkciju f(¢) ¢emo u sledeé¢em odeljku malo detaljnije razmotriti. Pre toga ¢emo navesti nekoliko ilustra-
tivnih primera kojima ¢emo odrediti Laplasovu transformaciju nekih funkcija i izvesti nekoliko osobina Laplasove
transformacije.
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6.2 Primeri Laplasove transformacije i osnovne osobine. Egzistencija Laplasove
transformacije

Lako je zakljuciti, oslanjajuéi se na osobinu linearnosti integrala, da Laplasova transformacija ima sledeca svojstva:

L{f®) +9®)} = LB} +L{g)};
L{cf(t)} cL{f()},

pri pretpostavci da Laplasove transformacije L{f(¢)} 1 £{g(t)} funkcija f(t) i g(t) postoje, i da je ¢ € R.

Ove osobine potvrdujemo koristeci definiciju Laplasove transformacije:

/mqm+g@wﬂ%u:/mﬂwa“w+/mmwf“w:cuv»+£wm}
0 0 0

L{F@) +9()}

0

C{cf(t)} = /Ooocf(t)estdt:c T Festdt = eL{f(t)} .

Primer 6.1. Odrediti Laplasovu transformaciju sledeéih funkcija:

0 f0=0. B f)=c, ceR, o f=e acR, ) HO-{} (10

)

ResSenje: Koristiéemo definiciju Laplasove transformacije:

a)
L£{0} :/ 0-e tdt=0.
0

b)

o0 T

L{c} = / c-e %tdt = ¢ lim et dt
0 T—o0 0
1
= ¢ lim (—e_St‘OT> =S iim e T 4+ E60 _ ¢ ,
T—ro00 S S T—o0 S S

uz uslov da je s > 0, jer je tada lim e™*7 = 0.
T—r 00
Uoc¢imo da je, na osnovu navedenog,
1
S

L1} =

E{eat} — / e .75t qt = / e—(s—a)t dt = ,

uz uslov da je s > a. Izracunavanje integrala je analogno primeru (b).

d) Funkcija H(t) je poznata kao Hevisajdova funkcija.

E{H(t)}:/ooo H(t)estdtzfooo e’“dtzé.

Primer 6.2. Pretpostavijajuci da je L{f(t)} = F(s), odrediti slede¢e Laplasove transformacije:
@) Ll (1)}, b) L@}, o) L{HE—a)- f(t—a)}.

Resenje:
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[ee] oo
L{e"f(t)} = / f(t)-e* e stdt = / f(t) e~ =Dt dt = F(s — a),
0 0
uz uslov da je s > a.
1
Uoc¢imo da na osnovu ovog rezultata i ¢injenice da je L£{1} = F(s) = — mozemo zakljuciti da je
s

1
L{e"} = F(s —a) = ——, i time potvrditi rezultat koji smo izveli u prethodnom primeru.
s—a

cifany = [ " faerar=1 / " pmyetram = L () ,

uz pretpostavku da je s > 0. Pri reSavanju integrala koristili smo smenu at = m, adt = dm.

¢) Uocimo da za je

07 t<a
H(t_a).f(t_a)_{ flt—a), t>a
pa je
L{H(t—a)- f(t—a)} = / H(t—a)- f(t—a)e tdt = H( )+ f(m)e=*mF) dm
= / f(m)e™* (m+a) qp = e~ / f(m)e=*™dm
— —QGF )
0
gde smo koristili smenu ¢t —a =m, dt = dm, kao i da je H(m) - f(m)e=*mF) dm = 0.

—a

Primer 6.3. Odrediti sledece Laplasove transformacije:
a) L{t}, b) L{te™'}, c) L{t"}.
Resenje:

a) Koristedi definiciju dobijamo (za s > 0),

L{ty = / te”*'dt = lim (—e“) OT + - / e st dt
0 T—o00 S S Jo

Koristili smo parcijalnu integraciju za reSavanje polaznog integrala, a zatim i ve¢ izracunatu vrednost integrala

> 1
/ e st dt = ~. Takode, koristili smo Lopitalovo pravilo da bismo odredili da je
0 S

. T _.r 1 . T . 1
lim [ —e™ =—lim (— ) = lim =0.
T 500 \ 8 s T—oo \ €57 TS0 \ sesT

b) Koristeéi prethodni rezultat i Primer 6.2(a), dobijamo da je
1
Goa?

¢) Primenom definicije, uzastopnom primenom parcijalne integracije i uzastopnom primenom Lopitalovog pravila

dobijamo:
oo tn n oo
/ t"e %t dt = lim <€St> OT + —/ t"lest dt
0 T—o0 S S 0
n

f/ t"lemstdt = Eﬁ{t”*l}
0 S

s
_ n(n — 1) > n—2 _—st _ n(n — 1) n—2\ _
= =5 /0 "R dt = 2 L{t" "} =
nn—1)(n-2)...1 n

S’I’L

L{te"} =

L{t"}
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Primer 6.4. Odrediti Laplasovu transformaciju sledeéih funkcija:
a) f(t) =cosat, b) f(t) =sinat, ¢) f(t) =e"cosat, d) f(t) =e"sinat .

Resenje: Uocimo prvo da se osobina Laplasove transformacije koju smo izveli u Primeru 6.2(a) moze uopstiti,
odnosno da se moze pokazati da vazi

L{H ()} = F(s — (a +bi))

pod pretpostavkom da je L{f(t)} = F(s) i da je a + bi kompleksan broj.
Jasno je da ovim obuhvatamo i izraz

E{e(aeri)t} _ /Oo platbi)t ,—st gy _ /oo o~ (s—(a+bi))t gy _ 1 .
o 0 s — (a+ bi)
Dalje, koristec¢i Ojlerove formule
eati 4 o—ati . pati _ g—ati
cosatzﬁ7 smat:T,

dobijamo

eatz + e—an

E{cosat} = ﬁ{i} 5 (ﬁ{eatl}—l—ﬁ{e_a“})
1

2(saz 5+az) 52+a2’

a analogno i
a

L{sinat} = —— .
{sinat} o
Ovim smo odgovorili na pitanja (a) i (b).

Odgovore na pitanja (c) i (d) dobijamo koriste¢i (a) i (b), kao i osobinu iz Primera 6.2(a):

—b
bt = F(s—0b) = 0
L{e"” cosat} (s—b) Gt
za L{cosat} = F(s), i analogno
bt a
L{e" sinat} = Gobiial

Sve Laplasove transformacije koje smo odredili u prethodnim primerima uobi¢ajeno ¢ine deo Tablice Laplasovih
transformacija:

Ostaje jos da utvrdimo pod kojim uslovom postoji Laplasova transformacija neke funkcije. S obzirom da je trans-
formacija definisana preko nesvojstvenog integrala, intuitivno je jasno da podintegralna funkcija na beskona¢nom
oo

intervalu na kom je integralimo ne sme da bude “suvise velika”. Kako je L{f(¢)} :/ f(t)e *'dt, a vazi da
0

je lim;_,oo e7%t = 0, jasno je da se ova primedba o ograni¢enom rastu, koji je, intuitivno, neophodan uslov za
konvergenciju integrala, odnosi na funkciju f(¢).

Uverili smo se, direktnim izra¢unavanjem, da Laplasova transformacija postoji bar za nekoliko funkcija koje
smo posmatrali u prethodnim primerima. Sa druge strane, moze se pokazati da Laplasova transformacija funkcije

oo
fit) = e’ ne postoji, jer nesvojstveni integral et emst dt divergira.
0

Da bismo preciznije formulisali uslov pod kojim za funkciju f(¢) postoji Laplasova transformacija, uo¢imo klasu

funkcija f(t) za koju vazi da postoje konstante M, K i T takve da je

If(t)] < MeX?, za t>T.

Za ovakve funkcije kazemo da su eksponencijalnog rasta reda K.
Moze se pokazati da vazi da za klasu funkcija eksponencijalnog rasta postoji Laplasova transformacija, pod
uslovom da se “dovoljno lepo ponasaju” za ¢ = 0. Drugim rec¢ima, ako je f(¢) funkcija koja je integrabilna na
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intervalu [0, b] za svako b > 0 i ako je f(t) eksponencijalnog rasta, tj |f(t)| < Me®! za neke konstante K, M, i neko
t > T, onda postoji L{f(t)}.

Napominjemo da je vazno imati na umu da za mnoge funkcije ne postoji Laplasova transformacija, kao i da je
dobro znati pod kojim uslovima (tj. za kakve funkcije) ova transformacija postoji. Ipak, u nastavku é¢emo nailaziti
samo na funkcije koje imaju Laplasovu transformaciju (ta¢nije, uglavnom éemo se sluziti Tablicom Laplasovih
transformacija) i ne¢emo eksplicitno proveravati navedeni uslov egzistencije.

6.3 Inverzna Laplasova transformacija

Moze se pokazati da se Laplasove transformacije dveju razli¢itih neprekidnih funkcija uvek razlikuju, $to nam
omogucava da definisemo inverznu Laplasovu transformaciju. Ukoliko je F(s) = L{f(t)}, onda je f(t) inverzna
Laplasova transformacija funkcije F(s), §to zapisujemo f(t) = L7 {F(s)}.
Poznato je da, ako Laplasova transformacija F(s) = L{f(t)} postoji, onda vazi da je lim F(s)=0. Ovo
§— 00
zapazanje moze nam posluziti tako $to, kada utvrdimo da je lim F'(s) # 0 za neku funkciju F(s), mozemo za-
5— 00

kljuciti da ne postoji funkcija f(t) takva da je F(s) = L{f(t)}, odnosno da funkcija F(s) nema inverznu Laplasovu
transformaciju. Ipak, ne¢emo ¢esto biti u situaciju da moramo da ispitujemo egzistenciju inverzne Laplasove trans-
formacije. U najve¢em broju sluc¢ajeva inverznu Laplasovu transformaciju neke funkcije odrediva¢emo oslanjajuci
se na Tablicu Laplasovih transformacija. U nekim slu¢ajevima odgovor ¢emo nalaziti direktno u Tablici, ali u veéini
sluc¢ajeva ¢emo morati da na neki pogodan nacin transformisemo datu funkciju da bismo njenu inverznu Laplasovu
transformaciju mogli zatim procitati iz tablice.

Pri odredivanju inverzne Laplasove transformacije posluzi¢e nam i njena osobina linearnosti:

L7HaF(s) +bG(s)} = aL {F(s)} + bL™HG(s)} = af(t) + bg(t) ,
pri ¢emu su a,b € R, F(s) = L{f(t)}, 1 G(s) = L{g(t)}.

Tlustrova¢emo postupak odredivanja inverzne Laplasove transformacije na nekoliko primera.

Primer 6.5. Odrediti inverznu Laplasovu transformaciju funkcija

1 1 1 25+ 3
a) Fls)==~ , b) F(s)= 9 TFe =y s DFE = o

Resenje:

a) Koriste¢i Tablicu Laplasovih transformacija direktno ¢itamo da je
1 1
£ 1 = - = E_l — = 1 .
=1 )

b) Koristeéi Tablicu Laplasovih transformacija direktno ¢itamo da je, za a = 3
. 1 1 -
L{e3 = —— = LY ——}=¢%.
e’y =—3 =5}
¢) U ovom slucaju ne mozemo direktno procitati iz Tablice inverznu Laplasovu transformaciju date funkcije, ali
nakon transformacije

1 1 1
PO =68 5 56+

i koriséenjem linearnosti, dobijamo da je

1 1
s(s+3)}:£ {£_3(s+3)

LI 1/:’1{%} - %E”{H%} = %(1 —e™ ).

—1
L7 3

d) Transformisuéi datu racionalnu funkciju tako da bude zapisana u obliku zbira funkcija koje su navedene kao
Laplasove transformacije u Tablici, dobijamo

25+ 3 2(s+2)—-1  2(s+2) 1 2(s+2) 1 3

F = = = — = —_—_— .
O = T L B (512249 (42748 (12748 (512743 3 (1274 P
Tada je
25+ 3 s+2 1 1
E_l _ :2£_1 - _7£_1 11— 9 —2t 3t—* —2t _: 3t
el (Grorrs! 3% {Gaorga) =% cosst—ge Tsin
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6.4 Primena Laplasove transformacije na resavanje diferencijalnih jednacina

Cilj nam je da koristimo Laplasovu transformaciju kada resavamo diferencijalne jednacine. Kao $to smo veé opisali,
taj postupak podrazumeva tri koraka:

e primenu Laplasove transformacije na datu diferencijalnu jednac¢inu u kojoj figurise nepoznata funkcija y(t) i
njeni izvodi y'(t), " (¢) itd; ovim dobijamo algebarsku jednacinu u kojoj figuriSe nepoznata funkcija Y (s) =
L{f (@)}

e refavanje dobijene algebarske jednacine i odredivanje nepoznate funkcije Y (s).;

e primenu inverzne Laplasove transformacije na resenje algebarske jednacine, L~ 1{Y (s)} = y(t).

Ovim postupkom dobija se resenje polazne diferencijalne jednacine, y(¢). Od navedenih koraka prvi je priliéno
jednostavan, drugi najcesée ne predstavlja problem, mada u opsStem sluc¢aju resavanje algebarske jednacine moze
biti izazov, a trec¢i korak se smatra najtezim.

Napomenimo jo§ i da se navedenim postupkom resava tzv. pocetni problem. Kao $to smo definisali u okviru
kursa iz Matematicke analize 1, pocetni problem ¢ine diferencijalna jednacina i dati pocetni uslovi.

S obzirom da nameravamo da transformisemo diferencijalnu jednacinu u kojoj figurise nepoznata funkcija y(t) i
njeni izvodi, jasno je da je neophodno da utvrdimo ¢emu je jednaka Laplasova transformacija izvoda y’'(t) (i izvoda
viseg reda), izrazena preko Y (s) = L{y(t)}.

Pretpostavimo, dakle, da je Y(s) = L{y(¢)} i da je dat pocetni uslov y(0) = yo. S obzirom da Laplasova
transformacija funkcije y(¢) postoji, ova funkcija je eksponencijalnog rasta, odnosno vazi da postoje konstante
K, M takve da je, za dovoljno veliko ¢

ly(t)] < MeX*.

Tada je
C )} = / Ty et at

o0
= Tlim y(t)efSt|OT+5/ y(t)e st dt
— 00 0

= lim y(T)e T —y(0)e’ + sY(s)
T—ro00
—yo + sY (s) .

U prethodnom izra¢unavanju smo koristili parcijalnu integraciju
u=e " du=—se tdt, dv=1y/(t)dt, v=y(t),
kao i ¢injenicu da je

lim y(T)e T < lim MeXTe™T = M lim =T =¢
T—00 T—o0 T—00

za s > K.
Dakle, izveli smo Laplasovu transformaciju prvog izvoda date funkcije y(¢):

L{y' ()} = sY (s) —y(0) .

Primenjujué¢i ovu formulu mozemo odrediti i Laplasovu transformaciju drugog izvoda, a daljim ponavljanjem

postupka i Laplasovu transformaciju izvoda n-tog reda funkcije:

L{y" ()} = L{' 1)} =sL{y' ()} —y'(0)
s(sY (s) —y(0)) —y'(0)
s*Y (s) = sy(0) = y'(0)

L{M (0} =Y (5) = 5" y(0) = 5" (0) =+ = 5"V (0)

Sada mozemo ilustrovati najvazniju primenu Laplasove transformacije.
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Primer 6.6. Primenom Laplasove transformacije resiti pocetni problem

Resenje: Ovo je obi¢na diferencijalna jednacina drugog reda sa konstantnim koeficijentima. Nju znamo da
re§imo i bez primene Laplasove transformacije, ali ¢emo sada ilustrovati reSavanje upravo ovom metodom.

Dakle, polazeéi od toga da je
L{y"(t) —y(t)} = L{e "},

odnosno
L{y" ()} = L{y(t)} = L{e™'},

i koriste¢i dalje da je

L{y®)} = Y(s),

L0} = ()= 59(0) =5/ (0) = 2Y(s) 5.
Hey =

dobijamo odgovarajuéu algebarsku jednacinu

1

2Y (s) — s —Y(s) = o}

Cije je reSenje

s2+s+1 1 1 3

Y(s) = = — .
) = D =D 165D 26412 T Is-0)

Primenjujuéi zatim inverznu Laplasovu transformaciju na resenje Y (s), dobijamo funkciju y(t) koja je resenje
posmatranog pocetnog problema:

LY ()} = 3L ) - 5*1{( )2}+ *1{(;1)}:76%*46%%6.

s+1

Primer 6.7. Primenom Laplasove transformacije resiti sistem diferencijalnih jednacina

() + xzt) — 3yt) = 0,
y'(t) — =) — ylt) = €,

uz pocetne uslove x(0) = y(0) = 0.

Resenje: Sisteme diferencijalnih jednac¢ina do sada nismo resavali. Primenom Laplasove transformacije sveséemo
dati sistem na sistem algebarskih jednacina:

(s+1)X(s) — 3Y(s) = 0,
-X(s) + (s—=1Y(s) = 5.

Jedan od nacina da ovaj sistem resimo je primenom Kramerovih formula:

X(s) = 3 _ 1,3 1 1
8_(8—1)(82—4)_ s—1 4 s—2 4 s+27

s+1 2 1 3 1 1 1
Vis)= — ST 2. L2 = .
=G DE—D 3517152 12 539

Primenom inverzne Laplasove transformacije dobijamo reSenje polaznog sistema diferencijalnih jednacina prvog
reda:

_ | 3., 1 1., 1 3 1 _
z(t) = L7HX(s)} = L 1{8_—1}+f£ 1{f}+fﬁ 1{—}:—et+1e2t+ze .

2 1
b= —Zel e - e

YO = £HY ()} = 5L g+ T s - 5
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6.5 Konvolucija i Laplasova transformacija proizvoda funkcija. ReSavanje integral-
nih jednacina

Na osnovu definicije Laplasove transformacije lako zaklju¢ujemo da Laplasova transformacija proizvoda funkcija
nije jednaka proizvodu njihovih Laplasovih transformacija, odnosno da je u opStem slucaju

LUF(1) - 90} # LU O} - L{g(D)) -
Ako su, dakle, .
P(s) = £{f) = [ petau

=L{g} = /000 g(v)e " dv

Laplasove transformacije dveju datih funkcija f i g (promenljivu pod integralom mozemo nazvati kako zelimo, a

ne obavezno t!), onda je
s) = / flw)e " du / g(v)e " dv = / / flu *S(““’) du dv
0 0

jer je navedeni dvostruki integral separabilan, odnosno, njegova podintegralna funkcija dve promenljive moze da se
napise u obliku proizvoda dve funkcije (po) jedne promenljive.
Uvedimo smenu u navedeni dvostruki integral, sa motivom da dobijemo da je u + v = t. Neka je

u=1u, v=t—u, pricemu je dudv:J|dudt:g((%:))dudt:l-dudt.
u,

/OOO /OOO f(w)g(v)eswtv) dudv:/ (/ f(w)g(t —u) du>e stdt

(uz malo pazZnje u vezi sa promenom granica integracije nakon uvodenja smene).

Tada je

t
Integral f(u)g(t — u) du definiSe operaciju nad funkcijama f i g koja se naziva konvolucija i poznata je i

0
primenljiva u mnogim oblastima matematike i inzenjerstva. Konvoluciju funkcija f i g oznacavamo sa f*g. Dakle,

/f gt — u)d

Sada mozemo napisati da je

/ ( / Flw)g(t — ) du) et = / T (F0) (1) e dt = LL (1) % 9(0) |

i kona¢no zakljuciti da je
F(s)-G(s) = L{f @)} - L{g(8)} = L{f () x 9(1)} (13)

tj, da je Laplasova transformacija konwvolucije dve funkcije jednaka proizvodu Laplasovih transformacija tih funkcija.

Poznavanje osobine (13) moze nam posluziti da odredimo proizvod Laplasovih transformacija, ali i da odredimo
konvoluciju nekih funkcija (u jednostavnijim situacijama). Ovo ¢emo ilustrovati primerom. Pre toga navodimo jos
neke od osobina konvolucije dve funkcije:

o frg=gxf.

o fx(cg)=(cflxg=c(f*g), zaceR.
o frlgt+h)=frg+fxh.

o frlgxh)=(fxg)*h.
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Primer 6.8. Izracunati t? x t koristeéi definiciju, a zatim koristeéi Laplasovu transformaciju.

Resenje: Koristedi definiciju konvolucije, dobijamo da je

¢ ¢ ¢
t?xt = /uQ(t—u)du:t/ u2du—/u3du
0 0 0

we wte 2ottt

= tgh-Th=3-"7=%

Ako iskoristimo Laplasovu transformaciju, i ¢injenicu da je

|
Lt} = LAY Ll = 5 - 5 = 5

)
82

dobijamo da je

2 2 4! 1
t2 t= -lr= = — L — 7t4
* £ {55} 4!£ {55} 12" 7

§to je rezultat koji smo ocekivali.

Mnogo znacajniju primenu Laplasove transformacije konvolucije ¢emo ilustrovati u narednom primeru, gde
¢emo pokazati da se ona moze koristiti pri resavanju nekih integralnih jednacina.

Pre toga, zapazimo da, koriste¢i konvoluciju, lako mozemo zakljuciti da za Laplasovu transformaciju integrala
vazi:

L{/o flu)du} = L{1 = f(t)} = L{1} - L{f(t)} = Fis) '

Primer 6.9. Resiti integralnu jednacinu

t
y(t) =e ' — 4/ cos2(t — u)y(u) du .
0
Resenje: Primenjujuéi Laplasov operator na obe strane date jedna¢ine dobijamo da je
t
L{y(t)} = L{e " — 4/ cos2(t — u)y(u) du} ,
0

a uocCavajuéi da navedeni integral definiSe konvoluciju, dalje mozemo napisati da je

Y(s) = L{e""} — 4L{cos 2t x y(t)} .

Dalje je
1 1 s
Y(s)=—— —4 2t} - ) =———-4—-Y
() = g — AL{eos2) - L{y0)} = 4 — 45"V (s).
pa je
s+ 4 5 4 8

Y(s) = = — .
&)= G D699 st1 512 Grope
Konacno, resenje polazne integralne jednacine dobijamo primenjujuéi inverznu Laplasovu transformaciju:
1

() = LY (s)} = 55*1{8%} _ 451{5%2} R T
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