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VEZBE br. 1

. Odrediti jednacinu ravni koja sadrzi tacke A(1,-2,0), (3,1,4), C(0,—1,2).

Y

. Odrediti jedini¢ni vektor normale za ravan:
a) z=3;

b) 3z + 4y = 12;

c) r+y+z=2.

. Odrediti jednacinu sfere (u Dekartovom koordinatnom sistemu) ¢iji je centar tacka
(0,1,2), a poluprecnik 2.

. Skicirati povrs datu jednac¢inom z — 2 = /2?2 + y?. Kako izgleda povrs zadata
jednacinom z?% + y? = (2 — 2)2 ?

. Koja povrs je predstavljena jedna¢inom z? + 22 = 2z 7
. Koja povrs je predstavljena slede¢om jedna¢inom: z = 2 — 2% — y? ? Skicirati je.

. Odrediti presek izmedu xy-ravni i povrsi iz prethodnog zadatka.



VEZBE br. 2

. Izracunati vrednost dvostrukog integrala

//G(l’y +y°)drdy

gde je oblast integracije data sa G = {(z,y)|1 <2 <3,0<y <1}

2

e
dx d
//clﬂﬂ v

gde je G kvadrat ogranicen koordinatnim osama i pravama z =11y = 1.

// xy dx dy
G

(a) oblast G ograni¢ena z-osom, delom prave y = 1 + x i delom parabole y =
1—2% 2> 0;

. Izracunati

. Izracunati vrednost

ako je:

(b) oblast G ograni¢ena x-osom, y-osom, pravom y = 1 —z i pravom 2z+3y—6 =
0.

. Izracunati:

(a)

[
//G 2x dx dy

gde je oblast integracije G ogranic¢ena parabolom y? = 2z i pravom = = 2.

/ /G f(z,y) dw dy

u oba poretka integracije ako je oblast G prikazana na slici:

(b)

. Izraziti integral
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(c)

6. Skicirati podrucje integracije, promeniti redosled integracije i izracunati:

[ (] )
[ ( /O%dy) ”

(b)



VEZBE br. 3

1. Smenom promenljivih resiti dvostruki integral

//G dz dy

gde je G oblast ogranic¢ena nejednacinama z+y > 1, v 4+y <2, y>ziy < 2.

J[ ey

gde je oblast A ogranic¢ena krivim y = 22, y = 222, v = 3% i * = 2¢/°.

//A z(2* + y°) d dy

ako je oblast A ogranic¢ena krivim datim jedna¢inama x? 4 y* = 2y, 22 +y? = 4y,
y=x iy = —x ukojoj lezi tacka sa koordinatama (0,3).

2. Odrediti

3. Izracunati

4. Nacdi povrsinu kruga sa centrom u tacki (0,1) poluprecénika 1.
5. Izra¢unati zapreminu tela ogranicenog konusom z = 2 — /22 + y? i ravni z = 1.

6. Izracunati masu ploce na slici, ako je njena gustina p(z,y) = e*1¥.

y

i

0 1

7. Izracunati teziste ploce iz prethodnog zadatka.



VEZBE br. 4

///A(:c+z2)dxdydz

gde je V deo prvog oktanta ograni¢en ravnima r =2,y =11 z = 3.

. Izra¢unati

. Izrac¢unati zapreminu tela ogranicenog delom povrsi z = /22 + y2 i delom paraboloida
2=6—a%—9y%

. Izra¢unati zapreminu tela ograni¢enog delom povrsi 22 + y?> = 1 i delom sfere
2?4+ y* + 22 =5,

. Opisati jedini¢nu sferu sa centrom u koordinatnom pocetku pomocu sfernih ko-
ordinata.

. Naéi zapreminu sfere date jednacinom 2 + y? + 2% < z.

. Naéi zapreminu tela ograni¢enog povrsima z = /a2 + 42, 22 + y?> + 22 = 4z i
2?4+ y? + 22 = 22. Tacka (0,0,3) pripada unutrasnjosti tela.
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VEZBE br. 5

. Parametrizovati duz AB ako su tacke A 1 B:

a) A=(0,0), B=(5,0)

b) A= (0,0), B = (0,5)

¢) A= (5,0), B=(0,5)
. Parametrizovati:

a) deo parabole y = 22 + 1 za x € [—1, 2]
b) deo parabole z = y* za y € [1, 3]

Parametrizovati deo krive y = In(x) za x € [2, 5] a zatim izrac¢unati njenu duzinu.
Data je kruznica jednacinom z? + y? = 2z.

a) Parametrizovati je.

b) Izrac¢unati njem obim.

¢) Izracunati duzinu luka kruznice od tacke (0,0) do tacke <%, ‘/7§>

d) Naéi jednacinu tangente u tacki (%, \/7§>

Elipsa je data jednacinom % +y? =1

a) Parametrizovati je.

b) Nadi jedna¢inu tangente u tacki (1, %?:)
Parametrizovati duz AB odredenu tackama A(0,1,2) i B(—1, -2, —3).
Odrediti presek povrsi y? + 22 = 4 i ravni x = 2.

a) Parametrizovati dobijenu krivu.

b) Naéi jednacinu tangente u tacki (2,2,0).

Parametrizovati presek konusa /22 + y?> = z i ravni z = 3 u prvom oktantu, a
zatim izracunati duzinu dobijene krive.

Parametrizovati krivu koja se dobija u preseku ravni y = 2 i povrsi 22 +y?+22 = 1
a zatim naéi jednacinu tangente u tacki (—1,0,0).

Parametrizovati krivu koja se dobija u preseku povrsi 22 + 92 =9iz=1—9% a
zatim naci jednacinu tangente u tacki (0,3, —8).

Vektor polozaja cestice u trenutku ¢ dat je u slede¢em parametarskom obliku:
2

t
7(t) = (2 cos gt, by + t,sin7t).



a) U kom trenutku se Cestica nalazi u tacki (—2,4,0) 7
b) Koliko se ¢estica udaljila od pocetnog polozaja 7(0) nakon 5 sekundi?

c¢) Kolika je brzina cestice u trenutku ¢t =5 7



VEZBE br. 6

1. Izracunati krivolinijski integral / yds, gde je L kriva data na donjoj slici.
L

A

y

1

2. Izracunati krivolinijski integral / (x —2y) ds, gde je L kriva data na donjoj slici.
L

-1 0 / X
—V2 /2 |

. Izracunati krivolinijski integral / xds, gde je L deo parabole y = 22 od tacke

A(=1,1) do tacke B(2,4).

w

4. Izracunati krivolinijski integral / y ds, gde je L rub oblasti koja se nalazi u prvom
L
kvadrantu a ograni¢ena je krivom z = y2, pravom z = 1 i y-osom.

5. Izracunati duzinu prvog svoda cikloide date u parametarskom obliku: z = a(t —
sint), y = a(l —cost), a >0, t € [0,27].

6. Izracunati krivolinijski integral /(z — x)ds, gde je L deo krive koja predstavlja
L
presek sfere 2 +y*+ 22 = 8 i ravni 2z = 2 od tacke A(0, —2,2) do tacke B(0,2,2).

7. Izracunati krivolinijski integral / (x+2y) ds, gde je L deo krive koja predstavlja
L
presek cilindra 22 + y* = 4 i ravni z = 1 od tacke A(0, —2,1) do tacke B(2,0,1).

8. Izracunati duzinu krive L koja se dobija u preseku sfere 22 + 3% + 22 = 8 i ravni
z =2 od od tacke A(0,—2,2) do tacke B(0,2,2).

9. Dato je skalarno polje u(z,y, z) = xy*z3.

(a) Izracunati gradijent polja u u tacki A(1,1,1).

9



(b) Izrac¢unati izvod polja u u tacki A u pravcu vektora [ = (1,0,1).

(c¢) Odrediti najveé¢i mogudi izvod u praveu od u u tacki A.

10. Odrediti rotor i divergenciju vektorskog polja @ = (y?, 2zy + €*, ye?).

10
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VEZBE br. 7

. Funkcijom z(z,y) = 1000 —0.012? — 0.02y? opisana je konfiguracija nekog terena.

Ako se nalazimo u tacki sa koordinatama (60, 100), u kom pravcu je nagib terena
najveci? Kolika je najveca visinska promena ako se krec¢emo iz te tacke?

. Izracunati krivolinijski integral / F-dF , gde je vektorsko polje F= (22 —2xy, y*—
L

2zy), a L je deo parabole od tacke (—1,1) do tacke (1,1).

Izracunati krivolinijski integral / F.dr , za vektorsko polje definisano sa F =
L
(y?,e®). Kriva L predstavlja uniju krivih L; i Ly pri éemu L; = {(z,4)]0 < z <

1,y:$}, ng{(x,y)|0§:v§ Ly= 1}7

a) od tacke A(0,0) do tacke B(0,1),
a) od tacke B(0,1) do tacke A(0,0).

. Ako je L centralna jedini¢na kruznica, orijentisana pozitivno, izrac¢unati rad sile

F=ai+ yj duz te krive.

[zracunati / 2k dr’, ako je F= (y,x), a kriva L je rub isecka centralne jedini¢ne
L

kruznice za t € [O, ﬂ, pozitivno orijentisana.

Izrac¢unati krivolinijski integral / F - dr, gde je vektorsko polje F = (y, ), a L
L
je rub oblasti ograni¢ene pravama x =0, y = 0, x = 1 i krivom y = €*.

Izrac¢unati krivolinijski integral / F-dr, gde je vektorsko polje F = (2%, 32y2, —22y),
L
a L je deo prave od tacke (3,2,1) do tacke (0,0,0).

Izracunati krivolinijski integral / F - d7, gde je vektorsko polje F' = (x,y,2), a
L

L je deo spirale date sa x = cost, y =sint, z =t it € (0,2m).

Dato je vektorsko polje @ = (ycos(z), sinx — €¥).

a) Pokazati da je polje @ gradijentno (potencijalno).

b) Odrediti potencijal polja @, tj. skalarno polje u tako da je Vu = d.
Dato je vektorsko polje @ = (222, %, dxz).

a) Pokazati da je polje @ gradijentno (potencijalno).

b) Odrediti potencijal polja @, tj. skalarno polje u tako da je Vu = d.

11



VEZBE br. 8
1. Dato je vektorsko polje @ = (2z + y,x — 2y, z + 1).

a) Pokazati da je polje @ gradijentno (potencijalno).

b) Odrediti potencijal polja @, tj. skalarno polje u tako da je Vu = d.
¢) Izracunati integral / da-dr, gde je L proizvoljna putanja od tacke A(1,0,1)
do tacke B(1,0,—1

L
).
d) Izracunati integral / a-dr, gde je L centralna jedini¢na kruznica, pozitivno
L
orijentisana.

2. Pokazati da je polje @ = (y + 2,z + z,x + y) gradijentno, a zatim izra¢unati

integral
/ a-dr,
L

gde je L proizvoljna putanja od tacke A(1,0,—1) do tacke B(0,0,—1).

/&'-df,
L

ako je @ = (2(z* +v?), (x +y)?) i L je pozitivno orijentisana kontura trougla ¢ija
su temena A(1,1), B(2,2) i C(1,3).
/ G dF
L

ako je @ = (e*siny — y,e* cosy — 1), a L je gornja polukruznica z* + y? = 2x od
tacke A(2,0) do tacke O(0,0).

3. Pomoc¢u Grinove formule izracunati

4. Pomoc¢u Grinove formule izracunati

5. Izracunati povrsinu elipse x_z + :Z—z =1 (a,b > 0), koristeci integral %/xdy —
ydz. ! "

6. Parametrizovati deo cilindra 2% + y? = 3 izmedu ravni z = 01 2z = 6.

7. Parametrizovati povrs z = 2 + \/ﬁy2

8. Povrs je data jednacinom x = 2 + y? + 22.

a) Parametrizovati je.

a) Nadi jedna¢inu tangentne ravni u tacki (3,1,0).
9. Povrs je data jednacinom a2 + y? 4 22 = 4.

a) Parametrizovati je.

a) Nadi jednacinu tangentne ravni u tacki (v/3,1,0).

12



VEZBE br. 9

// 6zy dS,
S

ako je S deo ravni x +y + 2z = 1 u prvom oktantu.

//S(x—ky)dS

ako je S deo cilindra (y —1)?+22=4o0odx=0doz = 7.

. Izracunati povrsinski integral

. Izracunati povrsinski integral

. Izracunati povrsinski integral

// 2 ds
V14422 +y?) 7

ako je S deo paraboloida z = 22 + y? za 0 < z < 3.

. Izracunati povrsinu gornje polulopte jedinic¢ne centralne sfere.

. Izra¢unati povrinu paraboloida z = 4 — 22 — y? iznad zy ravni.

//F‘-d?,
S

ako je vektorsko polje F= (x,y, z). Povrs S predstavlja spoljasnju stranu povrsi

z=+/1—2x%—y>2

. Izracunati fluks polja F = yj — 2k kroz pozitivno orijentisanu povrs S koju ¢ine
deo paraboloida y = 2® + 22 za 0 <y < 1,ideo ravni y = 1, za 2% + 2% < 1.

. Izracunati povrsinski integral

13



VEZBE br. 10

//ﬁ-dﬁ,
S

ako je vektorsko polje F= (y — 2,z —x,x —y). Povrs S predstavlja spoljasnju
stranu tela ograni¢enog konusom z = \/x2 + y? i ravni z = 1.

. Izracunati povrsinski integral

a) Direktno.

b) Primenom formule Gaus-Ostrogradskog.

. Izracunati fluks polja F =20+ 2yf+ xzk kroz pozitivno orijentisanu povrs S
koju ¢ine deo cilindra 22 + y? = 16, i delovi ravni z = 21 2z = 3.

a) Direktno.

b) Primenom formule Gaus-Ostrogradskog.

. Izracunati fluks polja F' = (z—1)i+2y%] + k kroz spoljasnju stranu ruba oblasti
ograni¢ene paraboloidom z + 22 4+ y? = 3 i delom ravni z = 0.

a) Direktno.

b) Primenom formule Gaus-Ostrogradskog.

. Izracunati krivolinijski integral / a dr ako je d = (—2y, 2x, —3yz), duz pozitivno
L
orijentisane kruznice koja predstavlja presek cilindra z? + y? = 9 i ravni z = 4.

a) Direktno.

b) Primenom Stoksove teoreme.

. Izracunati rad vektorskog polja @ = (y, —x, —3(y+2?%)) duz pozitivno orijentisane
kruznice koja predstavlja presek paraboloida z = 2% + y? i ravni z = 16.

a) Direktno.

b) Primenom Stoksove teoreme.

14



10.

11.

12.

13.

. Pokazati da red Z

. Ispitati konvergenciju reda Z

VEZBE br. 11

divergira.

4+ 2k

5k? — 2k
k=1

> km
Pokazati da red — di ira.
okazati da re Zcos 5 ivergira

k=0

00 9 k
Pokazati da red Z <1 + E) divergira.

k=1

Ispitati konvergenciju harmonijskog reda Z T
k=1

1
Ispitati konvergenciju hiper - harmonijskog reda Z R p € R.

1
Ispitati konvergenciju reda Z

— k3 + 2k

o

Ispitati konvergenciju reda Z

o

2k — 1
Ispitati konvergenciju reda Z

— ‘3/]{;7 + k4'

Ispitati k genciju red j{: 28— vk
Spitati konvergenciju reda —————
— /K5 + 4k?

= k5 — 2k +3

Ispitati konvergenciju reda Z 12
k=1

k3"

Pomocéu Dalamberovog kriterijuma konvergencije pokazati da red Z or diver-

] k=1
gira.

2
Pomoc¢u Dalamberovog kriterijuma konvergencije pokazati da red Z L kon-

) k=1
vergira.

15



0 19k
14. Pomoc¢u Kosijevog kriterijuma konvergencije pokazati da red Z T konvergira.
k=1

2
o0 3 k
15. Pomocu Kosijevog kriterijuma konvergencije ispitati konvergenciju reda Z (1 + E) .
k=1

16. Ispitati konvergenciju reda Z <k—+1> .
k=2

16



VEZBE br. 12

. Pokazati da red Z (=1) konvergira.
k=0

2k +1
L . y = (—3)k
. Ispitati apsolutnu i uslovnu konvergenciju reda o
k=0 ’
(D

. Ispitati apsolutnu i uslovnu konvergenciju reda Z

— VK + 2k

.k
. Odrediti oblast konvergencije reda Z (ka)'
k=1 ’

. Odrediti oblast konvergencije reda Z E(2x + 1),
k=1

o
. Odrediti oblast konvergencije i na¢i sumu reda Z k- k.
k=1

{L‘k

k42

o0
. Odrediti oblast konvergencije i na¢i sumu reda Z
k=0

k

o0

x

. Odrediti oblast konvergencije i na¢i sumu reda Z FERER
k=2

[e.9]

. Naéi sumu reda E
k=1

k? +2
T+xk1, za || < 1.

17



VEZBE br. 13

1. Razviti u stepeni red datu funkciju f i odrediti za koje vrednosti x dobijeni razvoj
vazi, ako je

a) J(a) = e
b) f(a) =sin;

©) f(x) =In(1 + 50);
) fla) =l
0) f(a) = -

2. Koristedi tablicu Laplasovih transformacija, odrediti sledece Laplasove transfor-
macije:

a) L{t* +e 2 +1};

b) L{2sin3t — t°e3};

c) L {6575\/%} ;

d) L{e *cos3t —2e*sin2t} .

3. Koristedi tablicu Laplasovih transformacija, odrediti sledece inverzne Laplasove
transformacije:

R F R Rt
D s
O 1 {21y

4. Primenom Laplasovih transformacija, resiti diferencijalnu jednacinu

y'(t) +y(t) =€,
uz pocetne uslove y(0) =1, y/(0) = 2.
5. Primenom Laplasovih transformacija, resiti diferencijalnu jednacinu
y'(t) — 3y (t) + 2y(t) = 2> — 2t + 3,

uz pocetne uslove y(0) = 1, /(0) = 2.

18



6. Primenom Laplasovih transformacija, resiti sistem diferencijalnih jednacina

) =1
y'(t) = 3x(t) — 2y(t) = 0,
uz pocetne uslove z(0) = 01 y(0) = 0.

19



VEZBE br. 14
. Primenom Laplasovih transformacija, resiti sistem diferencijalnih jednac¢ina

z'(t) + ' (t) +y"(t) —y(t) = €
()+2fr(t) v () +y(t) =e

uz pocetne uslove z(0) = y(0) = ¢'(0) =01 2’(0) = 1.

Y

. Primenom Laplasovih transformacija, resiti integralnu jednacinu

yt)=2+e"+ /Ot(t — u)y(u) du.

. Primenom Laplasovih transformacija, resiti integro-diferencijalnu jednacinu

V()= 9(6) =5t = [ sintt = wy(u

uz pocetne uslove y(0) = y'(0) = 0.

20



VEZBA ZA TRECI KOLOKVIJUM

Tenitati k e SR 3k
. Ispitati konvergenciju reda Z 2
k=1
. Ispitati konvergenciju reda T
k=1
. Odrediti oblast konvergencije reda Z E(x + 1)*.
k=1
k2 + 2k
. Naéi sumu reda il z¥ za |z| < 1.
k+1
k=0
» : . I+ax, L : :
. Razviti u stepeni red funkciju f(z) = In 1 i odrediti za koje vrednosti x
-

dobijeni razvoj vazi.

. Primenom Laplasovih transformacija, resiti integro-diferencijalnu jednacinu

v+ + () du = e,

uz pocetni uslov y(0) = 0.

. Primenom Laplasovih transformacija, resiti diferencijalnu jednacinu
y"(t) =y (t) =3(2 %),

uz pocetne uslove y(0) = 4/(0) = y"(0) = 1.
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