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Predgovor

Kripkeove semantike, takode poznate kao i relacione semantike, glavna su tema
ovog rada. Razvile su se 1960-ih godina kada je Kripke ove semantike uveo za mo-
dalnu (klasi¢nu) logiku. Vremenom su prilagodene i za sisteme neklasi¢nih logika kao
npr. za intuicionisticku logiku i razne druge logicke sisteme. Bitno je napomenuti
da su Kripkeove semantike dovele do velikog pomaka u teoriji neklasi¢nih logika, jer
teorija modela za takve logike skoro da nije postojala. S obzirom da su Kripkeove
semantike definisane i za druge sisteme neklasi¢nih logika one su takode vrijedne po-
mena, ali zbog obima ovog rada, nije ih moguce sve detaljno razmatrati, tako da smo
se u ovom radu odlucili da detaljno izlozimo Kripkeove semantike za intuicionisticku
logiku (iskaznu, predikatsku i modalnu).

Kao sto i sam naslov rada kaze, pored Kripkeovih semantika za intucionisticku lo-
giku, razmatra¢emo ovu vrstu semantika i za lambda ra¢un. Alonzo Church je 1930-
ih godina definisao lambda ra¢un, nakon cega pocinje veliki razvoj lambda rac¢una
i njegovih primjena. Prvobitni lambda ra¢un [2] poznat je i kao lambda racun bez
tipova (eng. untyped lambda calculus), ali veliku paznju, zbog svoje veze sa logikom
i programskim jezicima, privukao je lambda racun sa tipovima. U danasnje vri-
jeme programski jezici su sveprisutni, a samim tim i lambda racun koji predstavlja
matematicki model funkcionalnih programskih jezika, ima veliku primjenu. Bitna
osobina lambda racuna sa tipovima jeste veza sa intuicionistickom logikom. Zaista,
prema Curry-Howard-ovoj korespondenciji sistem prirodne dedukcije za intuicioni-
sticku logiku, koji ¢emo vidjeti u Glavi 1, i lambda racun sa tipovima, koji je uveden
u Glavi 3, su uzajamno odgovarajuéi sistemi, sto je vazan rezultat. Kripkeovi modeli
za lambda racun sa osnovnim tipskim sistemom definisani su u [19] i pokazana je
njihova potpunost, sto je i jedan od glavnih ciljeva ovog rada, a ovaj rezultat izlozen
je u Potpoglavlju 3.2.1.

U ovom radu predstavili smo Kripkeove semantike za intuicionisticku logiku i
lambda racun sa tipovima. Predstavili smo osnovne pojmove i rezultate vezane za
intuicionisticku logiku, kao i Kripkeove semantike za intuicionisticku iskaznu, predi-
katsku i modalnu logiku, redom. Kripkeove semantike za lambda racun predstavljaju
jednu koherentnu cjelinu sa prethodnom teorijom i kao takve navedene su na samom
kraju ovog rada. Ovaj master rad se sastoji od tri glave.

Prvi dio ovog rada je Uvod. U Uvodu smo dali istorijski pregled razvoja intui-
cionisticke logike, lambda racuna ali i logike uopste. Objasnili smo klju¢ne korake
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u raglicitim pristupima logici, tako da smo dali kratak osvrt na razvoj logike od
stare Grcke 1 Aristotela, pa preko Boole-a, Frege-a i Hilbert-a, do Brouwer-a i ranog
razvoja intuicionisticke logike. Kako bi se formalizovali razni intuicionisticki racuni,
bilo je potrebno pronaci formalnu semantiku koja dobro opisuje te racune. Najpo-
pularnije semantike su Kripkeove semantike, a s obzirom da su i tema ovog rada,
nadalje smo dali istorijski razvoj Kripkeovih semantika ali i lambda racuna.

U Glavi 1 smo dali osnovne pojmove intuicionisticke logike. Glava 1 je podi-
jeljena na tri poglavlja. U prvom poglavlju je definisana sintaksa i predstavljen
sistem prirodne dedukcije za intuicionisticku iskaznu logiku. Zatim smo u drugom
i tre¢em poglavlju dali definiciju sintakse i predstavili sistem prirodne dedukcije za
predikatsku i modalnu logiku.

Glava 2 je posvecena Kripkeovim modelima za navedene sisteme intuicionisticke
logike. I ova glava je podijeljena na 3 poglavlja, pri ¢emu su u prvom i drugom po-
glavlju detaljno definisani Kripkeovi modeli za iskaznu i predikatsku logiku, dok je
u tre¢em poglavlju samo ukratko data ideja Kripkeovih modela za modalnu logiku.
U prvom i drugom poglavlju predstavljene su definicije Kripkeovih modela za odgo-
varajuce sisteme intuicionisticke logike i dokazana je osobina monotonosti. Primjeri
dati u ovom dijelu pokazuju da za odredene tautologije (valjane) formule iz klasi¢ne
logike postoji model u intuicionistickoj logici u kome one ne vaze. Za Kripkeove mo-
dele u iskaznoj i predikatskoj logici, formulisana je i dokazana teorema potpunosti.
Prije formulisanja date teoreme uvedeni su novi pojmovi kao $to su B-maksimalan
skup (za iskaznu logiku), C' zasi¢en skup (za predikatsku logiku) i kanonicki modeli
i pokazane su neke njihove karakteristicne osobine, koje su kasnije upotrijebljene
prilikom dokazivanja teoreme potpunosti.

Glava 3, koja govori o Kripkeovim semantikama za lambda racun je podijeljena
na dva poglavlja. U prvom poglavlju su definisani osnovni pojmovi lambda rac¢una.
Data je definicija lambda izraza, slobodnih i vezanih promjenljivih u izrazu i defi-
nicija zamjene (supstitucije) promjenljivih u izrazu. Zatim je uveden osnovni tipski
sistem, pri ¢emu smo definisali skup tipova i predstavili pravila izvodenja pomocu
kojih se grade dobro tipizirani izrazi. Kripkeovi modeli za lambda racun sa tipo-
vima definisani su u drugom poglavlju. Uveli smo pojmove pomoc¢u kojih definisemo
navedeni model, a to su: Kripkeova aplikativna struktura, kombinatori i pojam ek-
stenzionalnosti. Predstavljen je i sistem aksioma i pravila izvodenja, koji definisu
jednac¢ine u A-rac¢unu izmedu izraza istog tipa. Da bismo izrazima dodijeli znacenje,
najprije smo morali definisati okolinu 7 za aplikativnu strukturu, a zatim smo induk-
cijom po strukturi izraza definisali znacenje izraza oblika I'> M : ¢. Na samom kraju
navedene su teoreme, koje definiSsu jaku potpunost Kripkeovih modela za lambda
racun sa tipovima zajedno sa njihovim detaljno ispisanim dokazima.

U Zakljucku ¢emo dati pregled rada.

ii
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Uvod

Razvoj logike je poceo jos u doba Anticke Gréke i Aristotelal, gdje je ona po-
smatrana kao dio filozofije. Prvi pomak u logici kao nauci mozemo naci u djelima
Decartes-a i Leibniz-a. Decartes? je smatrao da se matematicki nac¢in razmisljanja
mora primjenjivati i u ostalim naukama, pri ¢emu se treba oslanjati samo na sop-
stveni razum i mo¢ zakljucivanja. Leibniz® je imao ambiciozniju ideju, Zelio je da
stvori univerzalni jezik, pomoc¢u koga bi se mogle opisati sve istine. Logika kao ma-
tematicka disciplina pocela je svoj razvoj u XIX vijeku. Zvanican razvoj logike kao
nauke poceo je u radovima Boole-a*, koji je u svojim djelima ,, The Mathematical
Analysis of Logic” 1847. godine i ,,The Laws of Thought ” 1854. godine, potpuno
precizno razvio formalni racun pod nazivom Bulova algebra.

Frege® se smatra zacetnikom moderne logike i formalnih jezika, jer je 1879. godine
u svom djelu ,,Begriffsschrift - Eine der arithmetischen nachgebildete Formelsprache
des reinen Denkens”, po uzoru na Leibniz-ovu ideju univerzalnog jezika, formulisao
jezik prvog reda (predikatskog racuna). On je precizno formulisao formalni jezik i
svojstva kvantifikatora, odreden broj aksiomatskih shema i pravila izvodenja (kao
sto je modus ponens), pojmove izvodenja i dokazivanja.

Nakon Frege-a, aksiomatizacijom matematike se bavio i Hilbert®. Hilbert je raz-
vio formalni logicki sistem dokazivanja pod nazivom ,,Hilbertov aksiomatski sistem”.
Medutim, dokazi zasnovani na Hilbertovom aksiomatksom sistemu su uglavnom bili
komplikovani, te se javila potreba za razvojem prirodnijeg i jednostavnijeg sistema za
formalizaciju logike, tako su nastali Gentzen-ovi’ sistemi: sistem prirodne dedukcije
i sekventni racun.

Dok klasi¢ni matematicari smatraju da je cilj matematike otkrivanje veé¢ po-
stojecih istina, intuicionisti akcenat stavljaju na dokaz, a ne na istinu. Osnovna
paradigma intuicionizma je da se istinitim smatra samo ono $to moze biti dokazano.
U intuicionistickoj logici, za razliku od klasiéne logike, gdje se izraz A A B tumaci
kao ,,A je tacno i B je tacno”, navedeni izraz ima znacenje ,,postoji dokaz za A i

! Aristotle, 384. p. n. e. - 322. p. n. e.
2R. Descartes, 1596.-1650.

3G. W. Leibniz, 1646.-1716.

4G. Boole, 1815.-1864.

5G. Frege, 1848.- 1925.

6D. Hilbert, 1862.-1943.

"G. Gentzen, 1909.-1945.
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postoji dokaz za B”, dokaz za A A B se sastoji od dokaza za A i dokaza za B.

Rani pokusaji da se razvije zadovoljavaju¢a matematicka teorija za intuicionizam
su bili odbaceni, ve¢inom iz razloga Sto su rani intuicionisti bili strogi anti-formalisti
i odbijali su da prihvate da se matematicka aktivnost moze uprostiti mehanickim
skupom pravila. Filozofima matematike problem je predstavljao nedefinisan pojam
konstrukcije, odnosno algoritma, koji bi transformisao jednu vrstu dokaza u drugu.

U tom pogledu, spisi ranih intuicionista, posebno Brouwer-a®, bili su izuzetno
nerazumljivi, ¢inilo se da su vise namijenjeni da u¢ine nerazumljivim, nego da razja-
sne. Tako su vremenom intuicionisti prihvatili da su sve lambda-izrac¢unljive funkcije
i konstruktivne, nisu priznali da su to jedini valjani dokazi transformacija. Njihov
stav je bio: ,,Znam konstrukciju, kada je vidim”. Svaka formula dokaziva u ovom
sistemu je intuicionisticki valjana, ali su intuicionisti sac¢uvali moguénost da postoji
formula, koja nije dokaziva u ovom sistemu, ali je ipak intuicionisticki valjana. Kako
je vrijeme prolazilo i nisu pronalazili takvu formulu, ova ideja se ¢inila sve manje
mogucom.

U pokusaju da se intuicionisti vezu za odreden logicki sistem, predlagane su
brojne formalne semantike za razne intuicionisticke racune, koje bi takode formali-
zovale intuicionisticka objasnjenja njihove filozofije. Ovo je dovelo do saznanja da
razli¢iti intuicionisti na razli¢ite nacine dolaze do zakljucka i shvataju intuicionizam.
Cinjenica da razliciti nacini razmisljanja vode do iste teorije je jak argument za
prirodnost i znacaj te teorije (intuicionizma).

Najpopularnije semantike su Kripkeove semantike, koje ¢emo predstaviti u ovom
radu i koje se ¢esto opisuju kao ,,temporalno epistemicke”, sto govori da pokusavaju
da objasne intuicionizam u odnosu na to kako matematicari sticu matematicka znanja
tokom vremena.

Heyting? je 1930-ih godina razvio intuicionisticku logiku, logiku koja je objasnjavala
osnovne principe intuicionistickog zaklju¢ivanja. U intuicionistickoj logici ne vazi za-
kon iskljucenja treceg, AV —A, sto predstavlja osnovnu razliku u odnosu na klasiénu
logiku. Intuicionisticka logika je naisla na veliki uspjeh, izmedu ostalog zbog duboke
povezanosti sa teorijom racunarstva.

Saul Kripke!'? je dao znac¢ajan doprinos logici, posebno modalnoj logici, jer je kao
devetnaestogodisnji student Harvard Univerziteta uveo semantiku modalne (klasi¢ne)
logike, koja je danas poznata pod nazivom ,Kripkeova semantika”, pogledati [13,
4] Cesto je nazivana i semantika moguéih svjetova. Ovo otkriée je bilo od velikog
znacaja i u teoriji neklasi¢nih logika.

Tako su prvobitno nastale kao semantike za modalnu (klasiénu) logiku, vremenom
su prilagodene i za sisteme neklasicnih logika kao npr. za intuicionisticku logiku,
pogledati [15]. Kripkeove semantike predstavljaju sasvim dobro osnovne intuicioni-

8L. E. J. Brouwer, 1981.-1966.

9A. Heyting, 1898.-1980.

105, A. Kripke, 1940-

11Vige o biogafiji Saula Kripkea kao i Slika 1 mogu se naéi na https://www.britannica.com/
biography/Saul-Kripke.
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Slika 1: Saul Kripke

sticke ideje, ali sa klasi¢ne tacke gledista (klasicne meta-matematike), jer teorema
potpunosti za semantike zahtijeva klasicno rezonovanje. Bilo je i pokuSaja da se
stvori verzija Kripkeove teorije modela u kojoj se koriste samo metodi prihvatljivi
intuicionistickim matematicarima, ali je bilo i nekoliko drugih uspjesnih klasi¢nih
pokusaja u kreiranju intuicionistickih modela, kao $to su Beth-ovi'? modeli, topologki
modeli i algebarski modeli.

Pocetkom XX vijeka zbog potrebe matematicara za formalizacijom matematike,
dolazi do razvoja formalnih rac¢una. Matematicari su tezili da konstruisu formalni
sistem, koji bi se sastojao od konacnog broja aksioma i pravila izvodenja, a pomoc¢u
kojeg bi se mogla izgraditi cijela matematika. Ovim problemom su se matematicari
bavili sve do Godel-ove teoreme, kojom je dokazano da je ovakva formalizacija ma-
tematike nemoguca. Iako se nije mogla formalizovati cijela matematika, stvorena je
ideja formalizacije njenih pojedinih dijelova.

Tada nastaje kombinatorni rac¢un Schonfinkel-a'® i Curry-ja*, a zatim 1930-ih
godina Alonzo Church!® objavljuje formalizam A-ra¢una. A-racun je formalni sistem
matematicke logike. Ovaj formalni sistem se moze nazvati najmanjim univerzalnim
jezikom, univerzalan je u smislu da se svaka izracunljiva funkcija moze predstaviti u
A-racunu. A-racun predstavlja osnovu funkcionalnog programiranja.

Od prve cetvrtine dvadesetog vijeka razvoj matematicke logike isprepletan je sa
razvojem racunarstva, prije svega sa razvojem teorijskog racunarstva. Jedna od bit-

12E. W. Beth, 1908.-1964.
I3M. 1. Schonfinkel, 1889.-1942.
Y. B. Curry, 1900.-1982.
15 A. Church, 1903.- 1995.
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nijih uloga formalnih sistema jeste njihov uticaj na razvoj racunarstva i programskih
jezika.

Zmacaj Kripkeovih semantika se ogleda u Sirokom dijapazonu upotrebe od formal-
nih sistema matematicke logike (intuicionisticka logika, modalna logika) do formalnih
sistema programskh jezika (A-racun). Zbog navedenog znacaja tema ovog rada su
upravo Kripkeove semantike za intuicionisticku logiku i lambda rac¢un.



Glava 1

Osnovni pojmovi intuicionisticke
logike

Klasi¢ni matematicari smatraju da je cilj matematike otkrivanje ve¢ postojecih
istina. Sa druge strane, intuicionisti akcenat stavljaju na dokaz, a ne na istinu.
Osnovna osobina intuicionizma je da se istinitim smatra samo ono Sto moze biti
dokazano. U intuicionistickoj logici, za razliku od klasi¢ne logike, gdje se izraz AN B
tumadi kao ,,A je tacno i B je tatno”, navedeni izraz ima znacenje ,,postoji dokaz za
A i postoji dokaz za B”, dokaz za A A B se sastoji od dokaza za A i dokaza za B.
Sli¢no, iskaz AV B tumacimo kao ,,postoji dokaz za A ili dokaz za B”, $to nas dovodi
do toga da u intuicionistickoj logici ne vazi klasicni zakon iskljucenja tre¢eg AV —A,
kao ni zakon dvostruke negacije =—A < A i Pirsov zakon (A = B) = A = A.
Intuicionisti ne prihvataju zakon iskljuc¢enja treéeg, jer bi se dokaz za AV —A morao
sastojati ili iz dokaza za A ili iz dokaza za — A, a nijedan od argumenata nije naveden.

Zbog navedenih osobina, intuicionisti prihvataju samo konstruktivne dokaze,
smatraju da je matematicki tacno samo ono Sto mozemo konstruisati, te odbacuju
sve dokaze, koji se zasnivaju na svodenju na kontradikciju.

Svaka logika ima tri aspekta: sintaksu, deduktivni sistem i semantiku. Poznato
je da deduktivni sistem moze biti aksiomatski (Hilbertov), prirodno dedukcijski ili
sekventni. Najpogodniji deduktivni sistem za intuicionisticku logiku jeste sistem
prirodne dedukcije.

U ovoj glavi dat je pregled iskazne, predikatske i modalne intuicionisticke logike,
tj. njihove sintakse i sistema prirodne dedukcije, dok o semantici govori naredna
glava.

1.1 Iskazna logika

U ovom potpoglavlju data je sintaksa (1.1.1) i sistem prirodne dedukcije (1.1.2)
za intuicionisticku iskaznu logiku.
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1.1.1 Sintaksa

Kada se govori o sintaksnom aspektu iskazne logike misli se na njen jezik, gdje se
formule posmatraju samo kao niz simbola, ne uzimajuéi u obzir bilo kakvo njihovo
znacenje.

Sintaksa iskazne logike preuzeta je iz [11].

1.1.1. Definicija Neka je alfabet > unija sljedeéa cetiri skupa:
1. prebrojivog skupa iskaznih slova P = {p1,p2,p3---q1,42,G3, - - -};

2. skupa logickh veznika {—, V, A, =, &}, gdje je = unarni veznik, a ostali su
binarni veznici;

3. skupa logickih konstanti {T, L};
4. skupa pomoénih simbola {(,)}.

Alfabet predstavlja neprazan skup simbola, dok je rije¢ nad datim alfabetom
svaki konacan niz simbola iz tog alfabeta.

1.1.2. Definicija Skup iskaznih formula (jezik iskazne logike) nad skupom P je
najmangi podskup skupa svih rijeci nad >, takav da vazi:

1. iskazna slova (elementi skupa P) i logicke konstante su iskazne formule, nazi-
vaju se i atomickim iskaznim formulama;

2. ako su A i B iskazne formule, onda su i (-A), (ANB), (AV B), (A= B) i
(A < B) iskazne formule.

Iskazna slova nazivaju se jos i iskazne promjenljive i oznacavaju se malim la-
tini¢nim slovima p, q,r, s. .., iskazne formule oznacavaju se velikim latinicnim slo-
vima A, B,C,.... Zbog preglednosti, spoljne zagrade izostavljaju se na osnovu kon-
vencije, zasnovane na prioritetu veznika, pri ¢emu veznici poredani po prioritetu (od
veceg ka manjem) ¢ine sljedeéi niz: = A V = &

U intuicionistickoj iskaznoj logici kao primitivni simboli mogu biti uzeti: kon-
stanta L, konjunkcija A, disjunkcija V i implikacija =. Nijedan od navedenih logickih
veznika u intuicionistickoj logici nije moguce definisati preko ostalih. Pomoc¢u ovih
primitivnih veznika definisu se: negacija —A Y= L, ekvivalencija
AsBY (A= B) A\ (B = A) ilogitka konstanta ,,tacno” T ' | = 1. Definicija
jezika intuicionisticke iskazne logike u Bachus-Naurovom obliku (BNF) data je sa:

AB:=p|L|ANB|AVB| A= B.
1.1.3. Definicija Pojam potformule definise se na sljedeci nacin:

e Svaka iskazna formula A je potformula same sebe;
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o Ako je A oblika =B, onda je svaka potformula formule B istovremeno i pot-
formula formule A. Ako je A oblika BANC, BV C, B= C ili B< C, onda

je svaka potformula od B i svaka potformula od C' istovremeno i potformula od

A.

Stepenom iskazne formule naziva se broj pojavljivanja logickih veznika u formuli.

1.1.2 Sistem prirodne dedukcije

Dok je teorija modela vezana za semantiku, deduktivni sistemi i teorija dokaza
je vezana za sintaksu. Deduktivni sistemi za iskaznu logiku primjenjuju se kroz
kombinovanje simbola, ne ulaze¢i u semantiku formula.

Prvi sistem za formalizaciju logike predlozio je David Hilbert. Aksiomatski ili Hil-
bertov sistem za intuicionisticku logiku sastoji se od tri aksiome i pravila izvodenja
modus ponens (MP). Medutim, dokazi zasnovani na Hilbertovom aksiomatskom si-
stemu su uglavnom komplikovani ¢ak i za najjednostavnije teoreme, te se javila po-
treba za pronalazenjem prirodnijeg i jednostavnijeg sistema za formalizaciju logike.
Sistem prirodne dedukcije uveo je Gerhard Gentzen 1935. godine, sa namjerom da
prirodnije opiSe uobicajeno zakljuc¢ivanje matematicara.

Prije predstavljanja sistema prirodne dedukcije, upoznajmo se sa definicijom for-
malne teorije.

Sljedeéa definicija preuzeta je iz [11].

1.1.4. Definicija Formalnu teoriju T cine:
e prebrojiv skup Y simbola, koji predstavlja alfabet teorije;

o podskup skupa svih rijeci nad alfabetom ", éiji se elementi nazivaju formulama
(dobro zasnovanim formulama) teorije T ;

e podskup skupa svih formula teorije T koji predstavija skup aksioma teorije T ;
ako je skup aksioma rekurzivan, tj. ako se za svaku formulu moZe efektivno
provjeriti da li pripada tom skupu, onda se teorija T naziva aksiomatskom
teorijom;

e konacan skup Ry, Rs,..., R, relacija (ili shema relacija) izmedu formula, koje
se nazivaju pravilima izvodenja. Za svako pravilo izvodenja R; arnosti k+1, 4
svaki skup od k+1 formula ($1, o, ..., Px, V) moZe se efektivno utvrditi da li
je prvih k formula u relaciji R; sa (k 4 1)-om formulom; ako jeste formula ¥
se naziva direktnom posljedicom datog skupa k formula na osnovu pravila R;,
sto se zapisuje na sledeéi nacin:

Oy Dy ... Dy
v

R;.
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1.1.5. Definicija

Dokaz je niz formula (ili skup formula pridruZenih stablu) ®1, ®s, ..., ®,, takav
da za svako i € {1,2,...,n} vazi ili da je ®; aksioma teorije T ili vazi da je direktna
posljedica nekih od prethodnih formula u nizu na osnovu nekog pravila izvodenja.

Dobro zasnovana formula W teorije T je teorema teorije T ako postoji dokaz, ¢iji je
poslednji ¢lan formula ¥. Taj dokaz naziva se dokazom formule V¥ i za formulu ¥ kaze
se da je dokaziva u teoriji T. Teorija T je odluciva, ako postoji efektivna procedura
da se za proizvoljnu formulu utvrdi da li je dokaziva u teoriji 7, u suprotnom teorija
je neodluciva.

Formula W teorije T je deduktivna posljedica skupa formula I" ako postoji dokaz
formule W, koji pored aksioma moze da ukljucuje i formule iz skupa I'. Elementi
skupa I se tada nazivaju hipotezama ili premisama dokaza. Ukoliko je ¥ posljedica
skupa I' to se zapisuje na sljedeéi nacin I' F+ U (simbol I ¢itamo ,,rampa”). Ako
je ' = {®y, ®o,...,P,} tada pisemo Py, Py,..., P, F V. Ako je I' prazan skup,
umjesto ) = ¥ pisemo F ¥ i to vazi ako i samo ako je ¥ teorema teorije 7 .

Sistem prirodne dedukcije za intuicionisticku iskaznu logiku moze se naci u
[11, 18, 22].

Sistem prirodne dedukcije za iskaznu logiku sastoji se od jedne aksiome i niza
pravila izvodenja.

Aksioma:
AF A
Pravila izvodenja:
[A4]
A A=B
(=B (=)
ANB ANB
WN: (AI) " (AE) 5 (AE)
[A] [B]
AvB C C A B
c VB zve™) ave M
- L
= ()
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Dokazi u sistemu prirodne dedukcije predstavljaju se najces¢e u obliku stabla
izvodenja, u ¢ijim listovima se nalaze premise ili hipoteze, a u korijenu izvedena for-
mula. Prilikom izvodenja dokaza u sistemu prirodne dedukcije, mogu se koristiti neke
nedokazane pretpostavke, tokom izvodenja one mogu biti eliminisane i oznacavaju se
tako §to se stavljaju u uglaste zagrade. Zapis [A]* znaci da je pretpostavka A elimi-
nisana u koraku u, gdje je u prirodan broj. Ako za formulu A postoji dokaz u ¢ijem
je korijenu formula A i koji nema neoslobodenih pretpostavki, tada je A teorema
i pisemo F A. Ako u dokazu ipak ima neoslobodenih pretpostavki i sve pripadaju
skupu I', tada pisemo I' - A i kazemo da je A deduktivna posljedica skupa formula
.

Sljedeéi primjer preuzet je iz [11].

1.1.6. Primjer Navodimo stablo izvodenja za formulu A = (AV B) A (AV C).

[A]! [A]!
avs D e
(AVB)A(AVC)

A= (AVB) A (AVO)

(AD)

1(=1)

Pravila izvodenja i aksioma zajedno sa ranije definisanim pojmovima formalne
teorije u potpunosti opisuju sistem prirodne dedukcije za intuicionisticku iskaznu
logiku.

Naredna lema preuzeta je iz [8].

1.1.7. Lema Za skupove formula T' i A i formule A i B vazi:
AkoTHA I A A B onda ', A+ B.

1.2 Predikatska logika

U ovom potpoglavlju data je sintaksa (1.2.1) i sistem prirodne dedukcije (1.2.2)
za intuicionisticku predikatsku logiku.

1.2.1 Sintaksa

Sintaksa predikatske logike preuzeta je iz [11], pri ¢emu su neke od oznaka preu-
zete iz [22].

1.2.1. Definicija Logicki dio jezika predikatske logike cine skupovi, ¢iji se elementi
naziwaju logickim simbolima 1 to su:

1. prebrogiv skup promjenljivih V- = {z,y, z,...};

2. skup logickih veznika {—,\,V,=, <}, gdje je = unarni veznik, a ostali su bi-
narni;
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3. skup kvantifikatora {¥,3}, gdje se ¥ naziva univerzalni kvantifikator, a 3 egzi-
stencijalni kvantifikator,

4. skup logickih konstanti {T, L};
5. skup pomoénih simbola {(,),, }.

Alfabet (signatura) £ sastoji se od skupova: >, skup funkecijskih simbola i [],
skup relacijskih (predikatskih) simbola, koji su najvise prebrojivi i od funkcije ar :
SUIT = MNo. Vrijednost ar(f), za f € >, U]] naziva se stepen ili arnost simbola
f. Navedeni skupovi predstavljaju nelogicki dio jezika predikatske logike i njihovi
elementi nazivaju se nelogickim simbolima. Funkcijski simboli arnosti 0 nazivaju se
jos i konstantama.

Za alfabet £ = (>, ][, ar), rije¢ nad L je bilo koji niz simbola iz skupova >, [|
ili logickog dijela jezika.

U radu ¢emo koristiti sljedec¢e oznake za simbole:

1. f,g,h,... za funkcijske simbole arnosti ve¢ od 0;

2. P,Q,R,... za relacijske simbole;

3. x,y,%2,...za promjenljive.

1.2.2. Definicija Skup termova nad alfabetom L i skupom promgenljivih V' je naj-
mangi skup za koji vazi:

1. svaki simbol konstante je term;
2. svaki simbol promjenljive je term;

3. ako je f funkcijski simbol arnostik ity, ta, ..., tx termi, onda je i f(ty,ts, ..., tx)
term.

1.2.3. Definicija Skup atomickih formula nad signaturom L i skupom promjenljivih
V' je nagmangi skup za koji vazi:

1. logicke konstante T ¢ L su atomicke formule;

2. ako je P relacijski simbol arnosti k ity,ts, ... 1, termovi, onda je P(t1,ts,. .., t)
atomicka formula.

Atomicke formule éemo oznacavati sa a,b,c, .. ..

1.2.4. Definicija Skup dobro zasnovanih formula (jezik predikatske logike) nad al-
fabetom L i skupom promjenljivih V' je najmangi skup za koji vazi:

1. svaka atomicka formula je dobro zasnovana formula;

2. ako je ¢ dobro zasnovana formula, onda je i =¢ dobro zasnovana formula;

10
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3. ako su ¢ i1 dobro zasnovane formule. onda su i (¢ N),(d6 V), (¢ = ) i

(¢ < ) dobro zasnovane formule;

4. ako je ¢ dobro zasnovana formula i x promgenljiva, onda su i ((Vz)¢) i ((3x)¢p)
dobro zasnovane formule.

Dobro zasnovane formule oznacava¢emo malim slovima grckog alfabeta ¢, 1, . . ..
Kao i kod iskaznih formula, usvaja se konvencija da se spoljne zagrade ne pisu,
zasnovana na prioritetu veznika, pri ¢emu kvantifikatori imaju veéi prioritet od svih
logickih veznika.

U intuicionistickoj predikatskoj logici kao primitivni simboli mogu biti uzeti: kon-
stanta 1, konjunkcija A, disjunkcija V, implikacija =, univerzalni kvantifikator V i
egzistencijalni kvantifikator 3. Kao i u iskaznoj logici nijedan od navedenih logickih
veznika u intuicionistickoj logici nije moguce definisati preko ostalih. Pomoc¢u ovih
primitivnih veznika negacija, ekvivalencija i logicka konstanta T definisu se kao u is-
kaznoj logici. Definicija jezika intuicionisticke predikatske logike u Bachus-Naurovom
obliku (BNNF) data je na sljedeéi nacin:

o :=al|L[oAV |V | o= | (Va)g | (Iz)o.

Promjenljive u formuli mogu se pojavljivati kao slobodne i kao vezane promjen-
ljive, o tome govore sljedece dvije definicije.

1.2.5. Definicija Slobodno pojavijivanje i vezano pojavljivane promjenljive u for-
muli, definise se na sljedecéi nacin:

e svako pojavljivanje promgjenljive u atomickoj formuli je slobodno u toj formuli;

e svako pojavljivanje promjenljive koje je slobodno (vezano) u formuli ¢ je takode
slobodno (vezano) i u formuli —¢;

e svako pojavljivanje koje je slobodno (vezano) u ¢ ili u 1) je slobodno (vezano) i

u(pAY),(pVY), (=) i(de);

e svako slobodno pojavljivanje promgjenljive razlicite od x u formuli ¢, je takode
slobodno i u formuli (Vx)¢, svako slobodno pojavljivanje promjenljve x u formuli
¢ je vezano u formuli (V)¢ i kazemo da je x pod dejstvom kvantifikatora V,
svako pojavljivanje promjenljive x u (V) u formuli (Vx)¢ je vezano; analogno
vazi za egzistencijalni kvantifikator 3.

1.2.6. Definicija Promjenljiva je slobodna (vezana) u formuli ako i samo ako ima
slobodno (vezano) pojavljivanje u toj formuli.

Ako su u formuli ¢ slobodne promjenljve z1,xs,...,z,, onda se za tu formulu
Cesto koristi zapis ¢(z1,xs,...,2,). Formula koja nema slobodnih promjenljivih
naziva se jos$ i zatvorena formula. Ako su z1, x», ..., z, jedine slobodne promjenljive

11
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u formuli ¢, onda je formula (Vzy)(Vzs)...(Vx,)¢ njeno univerzalno zatvorenje, a
(3x1)(Fx2) ... (3x,)é njeno egzistencijalno zatvorenje.

Formula ¢[t/x] je formula dobijena od formule ¢, kada se sva slobodna pojavlji-
vanja promjenljive x u formuli ¢ zamijene termom t¢.

1.2.2 Sistem prirodne dedukcije

Sistem prirodne dedukcije za intuicionisticku predikatsku logiku moze se naéi u
[11, 18, 22].

Sistem prirodne dedukcije za predikatsku logiku, je prosirenje sistema prirodne
dedukcije za iskaznu logiku. Pored aksiome i pravila izvodenja navedenih u sistemu
prirodne dedukcije za iskaznu logiku, ovdje se dodaju jo§ pravila za eliminaciju i
uvodenje kvantifikatora.

t/x
o D @Ee D
]
(Vo) @)oo
ofja F) —y B

U pravilu VI promjenljiva x ne smije biti slobodna u formuli ¢ kao ni u jednoj
pretpostavci prilikom izvodenja formule ¢. U pravilu 3E promjenljiva  ne smije
biti slobodna u formuli % niti u jednoj pretpostavci prilikom izvodenja formule v
sem eventualno u formuli ¢. Promjenljiva x u navedenim pravilima se naziva jos i
eigenvariable (karakteristicna promjenljiva) pravila.

Sljedeéi primjer preuzet je iz [11].

1.2.7. Primjer Pokaza¢emo da vazi (Vz)¢, (Vz)(¢ = ¢) F (Va)i.

Primjenom pravila izvodenja, konstruisemo stablo izvodenja:

(V)9 (V2)(6 = ¥)
I ¢W " n
oy 7

1.3 Modalna logika

Za definisanje modalne logike koristili smo [7, 9, 20, 22].
Tacni iskazi mogu se podijeliti na one koji su uvijek istiniti, koji ne mogu biti
pogresni i na one koji mogu biti istiniti, isto tako netac¢ni iskazi mogu se podijeliti
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na one koji su uvijek netacni, koji ne mogu biti istiniti i na one za koje se desi da su
netacni. Ovakva klasifiacija iskaza dovodi do definisanja novih pojmova: nuznosti,
nemogucénosti, kontigentnosti i moguénosti.

Intuicionisticka modalna logika je modalna logika u ¢ijoj osnovi lezi intuicioni-
sticka iskazna logika. Kao sto je klasicna modalna logika, klasi¢na u smislu da je
njen iskazni dio zapravo klasi¢na iskazna logika, tako je u intuicionistickoj modalnoj
logici njen iskazni dio zapravo intuiocionisticka iskazna logika.

Kada se govori o intuicionistickoj modalnoj logici, pri ¢emu se misli na logiku
bez kvantifikatora, odnosno iskaznu logiku prosirenu modalnim operatorima ocekuje
se da sve sto se moze dokazati u intuicionistickoj iskaznoj logici, moze dokazati i u
intuicionistickoj modalnoj logici. Takode, ocekivano je da sadrzi sve izvode teorema
iz iskazne logike, odnosno da je formula dobijena zamjenom promjenljivih (formula)
u teoremi iz iskazne logike, sa formulama modalne logike, teorema u modalnoj logici.

Kako se intuicionisticka modalna logika zasniva na intuicionistickoj iskaznoj, koja
dodavanjem zakona iskljucenja treceqg vodi u klasié¢nu logiku, o¢ekujemo i da doda-
vanje zakona iskljucenja treceg A V —A u intuicionisticku modalnu logiku vodi u
klasiécnu modalnu logiku.

Sljedec¢a opsta osobina intuicionisticke logike je osobina disjunkcije, koja kaze :
Ako je AV B teorema, onda je A teorema ili je B teorema, ova osobina je poznata
pod nazivom ,,svojstvo disjunkcije”.

U modalnoj logici ¢emo posmatrati razlicite sisteme, odnosno sisteme koji se
razlikuju po skupu teorema, koje ih odreduju. Medutim, neke osobine ¢e biti prisutne
u svim sistemima, te ¢emo poceti sa uvodenjem definicija osnovnih pojmova i njihovih
osobina.

1.3.1 Sintaksa

Uvodimo dva unarna modalna veznika (operatora) O i &. Veznik O oznacava
,,iuzno je da”, dok veznik < oznacava ,,moguce je da”. U klasiénoj modalnoj lo-
gici navedeni veznici mogu se definisati jedan preko drugog, i viSe, od cetiri nova
pojma (nuznosti, nemoguénosti, kontigentnosti i moguénosti) svaka tri mogu se iz-
raziti preko ¢etvrtog. Ipak, najbitnija veza je izmedu nuznosti i moguc¢nosti.

Ako je p nuzan iskaz, to je ekvivalentno tome da nije mogucée da je p netacan
iskaz, sto mozemo zapisati formulom

Op & =~O—p.

Ako je p mogué iskaz (moguée je da je tacan) to je ekvivalentno sa recenicom
,,iije nuzno tacno da je p netacno”, sto mozemo zapisati formulom

Op & -0O-p.

U intuicionistickoj logici ova dva veznika su nezavisna, ne vaze navedene ekviva-
lencije i ne mozemo jedan definisati pomoc¢u drugog.
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Formule u modalnoj logici se formiraju na isti nac¢in kao formule u iskaznoj logici,
pri cemu dodajemo i dva pravila za navedene modalne veznike. Ako je A dobro
zasnovana formula, onda su i OA i ©A dobro zasnovane formule.

Jezik intuicionisticke (iskazne) modalne logike mozemo definisati Bachus-Naurovom
formom na sljedec¢i nacin:

AB:=p|L|ANB|AVB|A= B|OA|CA.

Kada govorimo o klasi¢noj logici, razlika izmedu logickih veznika i modalnih ve-
znika je u tome sto istinitost formule koja sadrzi samo logicke veznike, moze zakljuciti
na osnovu istinitosnih vrijednosti dodijeljenih iskaznim slovima, koja se pojavljuju u
formuli, dok istinitosnu vrijednost iskaza Op ne mozemo zakljuciti na osnovu istini-
tosne vrijednosti dodijeljene slovu (iskazu) p, zato kazemo da modalni operatori nisu
istinitosne-funkcije. Zato je za definisanje znac¢enja modalnih operatora, neophodno
uvesti pojam mogucih svjetova, pa ¢e iskaz Op biti tacan ako je p taéno u svakom
mogucem svijetu, dok ¢e iskaz Op biti tacan, ako postoji svijet u kome je p tacno.
Pojam mogucih svjetova koristimo i u intuicionistickim modelima. Svaki model ¢e
biti uredena cetvorka (W, < R, V'), gdje je W skup svih mogucéih svjetova, R binarna,
refleksivna i tranzitivna relacija na W, relacija dostiznosti (vidljivosti) svjetova i V'
funkcija koja dodjeljuje istinistosne vrijednosti iskazima. Relaciju dostiznosti izmedu
svjetova w; 1wy zapisujemo wy Rws i ¢itamo wy je dostizno (vidljivo) svijetu wy. Sada
je moguce definisati istinitosnu vrijednost iskaza Op i Op.

1.3.1. Definicija V,,(Op) = T ako i samo ako za svako w' takvo da je wRw', vazi
v (p) =TT.

1.3.2. Definicija V,,(Op) = T ako i samo ako postoji v takvo da wRv i vazi
v,(p)=T.

O modelima ¢e biti rijeci u narednoj glavi.

Kako modalni operatori nisu istinitosne funkcije, formula Op < p nece biti va-
ljana. Iako formula Op < p nece biti valjana, ipak ¢e jedan smjer implikacije vaziti
u svim sistemima modalne logike. Vrlo je lako intuitivno zakljuciti da vazi ,,Sta god
je nuzno tacno, to je i tacno”, §to predstavlja formulu Op = p poznatu pod nazivom
aksioma nuznosti. Slicno, mozemo zakljuciti da vazi ,,ako je nesto tac¢no, onda
je moguce da je to tacno”, Sto se moze zapisati formulom p = <p i poznato je kao
aksioma mogucénosti.

Sljedec¢a osobina, koja ¢e biti prisutna u svim sistemima, je da iz nuzne istine
logicki slijedi nuzna istina, sto predstavljamo formulom

O(p = ¢q) = (Op = Og).

Kao sto smo rekli, u zavisnosti od toga koje teoreme sadrze, posmatramo razlicite
sisteme modalne logike. Ako je neka formula teorema datog sistema, kazemo da ona
pripada tom sistemu. Ako je svaka teorema sistema A ujedno i teorema sistema B,
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ali sistem B sadrzi jos neke teoreme re¢i ¢emo da je A slabiji tj. da je B jaci sistem.
Ako je svaka teorema sistema A ujedno i teorema sistema B (bez obzira da li sistem
B sadrzi jos neke teoreme) kazemo da sistem B sadrzi sistem A.

1.3.2 Sistem prirodne dedukcije

Sistem prirodne dedukcije za intuicionisticku modalnu logiku moze se naéi u [22].

Cilj je da se obezbijedi sistem prirodne dedukcije za intuicionisticku logiku, u
kome ¢e se iz pravila izvodenja moci zakljuciti znac¢enje modaliteta u moguéim svje-
tovima. Dakle, potrebno je uvesti pravilo za uvodenje i eliminaciju veznika O i <,
uzimajuci u obzir interpretaciju mogucih svjetova. Osnovni pojam u modalnoj logici
jeste relativna istina. Da bi se izgradio deduktivni sistem za intuicionisticku mo-
dalnu logiku, za osnovu tog deduktivnog sistema uzimaju se tvrdnje koje dobijamo
procjenom relativne istine. Ovdje je nemoguée u potpunosti rastaviti semantiku od
sintakse. Ukoliko je cilj da sistem direktno pripisuje znacenje modalitetima onda je
potrebno konstruisati sistem sa istom idejom kao i semantiku, na taj nacin dobija se
sistem sa osobinama, koje smo naveli kao pozeljne u svakom sistemu modalne logike.

Osnovna procjena ovog sistema prirodne dedukcije je oblika x : A, gdje je = pro-
mjenljiva, koja intuitivno predstavlja svijet u modelu modalne logike. Datu tvrdnju
¢itamo ,,A vazi u x”.

Pravilo uvodenja veznika O treba da izrazi da ako A vazi u svakom svijetu y
dostiznom iz x, onda OA vazi u . Da bi se formulisalo pravilo potrebna je i tvrdnja
xRy koja kaze da je svijet y dostizan svijetu x. Sada, pravilo za uvodenje veznika O
glasi:

[z Ry

y: A
x:OA’
gdje promjenljiva y predstavlja proizvoljan svijet dostizan svijetu x i ne pojavljuje
se u drugim pretpostavkama sem u xRy, koja je oslobodena.
Na osnovu navedenog, pravilo za eliminaciju veznika O glasi:

r:0A zRy
y: A

Pravilo za uvodenje veznika < treba da izrazi da ako A vazi u nekom svijetu vy,
koji je dostizan svijetu x, onda ¢ A vazi u svijetu x, tako da pravilo glasi:

y:A xRy
x:CA

Pravilo za eliminaciju veznika < je nesto komplikovanije. Pretpostavimo da
mozemo zakljuciti da B vazi u nekom svijetu z na osnovu pretpostavke da A vazi u

15



1.3. MODALNA LOGIKA Simona Kasterovié

nekom svijetu y dostiznom iz x, tada zaista iz prepostavke da ¢ A vazi u xr mozemo
zakljuciti da B vazi u z i pravilo glasi:

[y : A] [zRy]

x:OA z: B
2:B ’
gdje promjenljiva y predstavlja proizvoljan svijet razlicit od x i z, i ne smije se
pojaviti u drugim pretpostavkama sem u y : A i zRy.

Sada ¢emo predstaviti sistem prirodne dedukcije za intuicionisticku modalnu lo-
giku, predstavljajuéi pravila za uvodenje i eliminaciju svih logi¢kih i modalnih ve-
znika, pri ¢emu su pravila za logicke veznike analogna pravilima u sistemu prirodne
dedukcije za iskaznu logiku.

Osnovni sistem prirodne dedukcije za modalnu logiku

- 1F
ZL‘:A( )
z: A q::B/\I z:ANB AE1 z:ANB AE2
x:ANB (A]) rz: A ( ) x:B ( )
[z:A] [z:B]
A : B r:AVB y:C y:C
x:A\/B(\/H) :I::A\/B(VIQ) y:C (VE)
[z : A
r:B r:A z:A=B
ZL‘:A:>B(:>) r:B (= E)
[z Ry
y: A r:0A zRy
O (O
x:DA( D y: A (DE)
[y« A] [zRy]
y:A xRy x:OA z: B
z:OA (©1) z: B (CF)

U pravilu O7 promjenljiva y mora biti razlic¢ita od x i ne smije se pojaviti u nekoj
neoslobodenoj pretpostavci, sem u oslobodenim pojavljivanjima xRy.

16



1.3. MODALNA LOGIKA Simona Kasterovié

U pravilu ¢ F promjenljiva y mora biti razlicita od x i z i ne smije se pojavljivati u
slobodnim pretpostavkama od kojih zavisi z : B, sem u oslobodenim pojavljivanjima
y:AizRy.

Prednost ovako konstruisanog sistema jeste Sto je relacija dostiznosti R proi-
zvoljna relacija, tako da kada se uvede relacija dostiznosti sa nekim dodatnim oso-
binama u datom sistemu vazi¢e jos neka dodatna izvodenja, odnosno moze se nado-
graditi sistem tako da zadovoljava osobine relacije.

U ovim pravilima promjenljiva y se naziva eigenvariable (karakteristi¢na promjen-
ljiva). Kao sto je ranije navedeno, ovakav sistem prirodne dedukcije zadovoljava sve
osobine, koje vaze u svakom sistemu modalne logike, u sljede¢em primjeru je poka-
zana jedna od njih.

1.3.3. Primjer Prikazujemo izvodenje formule O(A = B) = 0OA = 0OB.

[z:0(A= B)P’ [IRy]l( ) [z: OA]?  [zRy]!
y: A= B y: A
y: B
L (Or)
rz: 0B 2
x:E\DA:>DB (=1)
r:0A=B)=UA=0OB

(OE)

(= E)

3 (=1)

Naredni primjeri prikazuju izvodenja jos nekih formula.

1.3.4. Primjer Navodimo izvodenje formule O(A = B) = (CA = OB).

[z:0(A= B)]* [zRy]

AL
y:A=D A 1
B [z Ry]
. 2 :
[z: 04 z: OB ;
r: OB )
z: < CA= OB 3

r:0(A= B)= (CA={DB)
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1.3.5. Primjer Navodimo izvodenje formule (CA = OB) = 0O(A = B).

r: OA = OB y: AP Ryl
' z:OA Ry’
x:0OB Y
y:B )
y: A= B )
r:0(A= B)

3

z:(CA=0B)=0(A= B)

Osnovni sistem prirodne dedukcije, konstruisan je tako da vazi za proizvoljnu
relaciju dostiznosti, medutim ta relacija moze da ima neke dodatne osobine kao Sto
su simetriénost, tranzitivnost itd. U slucaju da relacija posjeduje neku dodatnu
osobinu, sistem se nadograduje dodavanjem odgovarajuceg pravila izvodenja, koje
opisuje datu osobinu.

Ukoliko je relacija dostiznosti refleksivna, odnosno vazi (Va)z Rz, sistem prirodne
dedukcije se nadograduje dodavanjem pravila

[z Rz

y: A
y: A

Ako je relacija R simetri¢na, tj. ako vazi (Vx)(Vy)(xRy = yRz), tada se sistem
nadograduje dodavanjem pravila

[yRz]
tRy z:A
z: A ’

U slucaju da je relacija dostiznosti R tranzitivna, odnosno da vazi
(Vx)(Vy)(Vz)(xRy AN yRz = xRz), tada se sistem prirodne dedukcije nadograduje

dodavanjem pravila
[zRz]

xRy yRz w:A
w: A '
Detaljnije objasnjenje za nadogradivanje sistema prirodne dedukcije, uzimajuéi
u obzir osobine relacije dostiznosti, moze se pronaéi u [6].
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1.3.3 Sistemi modalne logike

Kao $to je ve¢ intuitivno opisano, postoje uslovi koje treba da zadovoljava svaki
sistem modalne logike. Jo$ jednom dajemo pregled tih uslova, koji predstavljaju
osnovu svakog sistema modalne logike. Svaka valjana formula, treba da ispunjava
ove uslove, ipak postojace formule ¢ija valjanost se ne¢e moéi odrediti samo na osnovu
ovih uslova, te ¢e biti potrebno dodati neke nove uslove, koji ¢e nam dati nove sisteme
modalne logike.

Iskazne promjenljive ¢emo oznacavati sa p, q,r, ..., logicki veznici V, A, =1 L se
mogu posmatrati kao primitivni, dok se negacija, ekvivalencija i logicka konstanta
T definisu na sljedec¢i nacin:

e pEp= L

def
e psq=(p=q AN(g=p);

o T | o .

1.3.6. Definicija Dobro zasnovane formule definisu se na sljedeci nacin:
e svaka promjenljiva p i logicka konstanta L(T) je dobro zasnovana formula;

e ako je A dobro zasnovana formula, onda su i ~A, OA i OA dobro zasnovane
formule;

e ako su A i B dobro zasnovane formule, onda sui AVB, ANB, i A= B dobro
zasnovane formule.

Odnosno kako je ve¢ ranije navedeno jezik modalne logike u BNF notaciji definise
se na sljedeci nacin:

AB:=p|L|ANB|AVB|A= B|OA|OA.

Dobro zasnovane formule ¢emo oznacavati sa A, B, .. ..

Kako modalni operatori nisu istinitosne funkcije, formula OA < A nije valjana.
Princip za koji se oc¢ekuje da vazi u svakom sistemu, jeste da ono sto logicki slijedi
iz neceg Sto je nuzno tacno, je i samo nuzno ta¢no i mozemo ga zapisati pomocu
sljedece implikacije

0(A= B)= (0DA=0B).

Sistem intuicionisticke modalne logike koji zadovoljava do sada navedene uslove
oznacavacemo sa IK (analogno sistemu klasicne modalne logike K) i to je sistem
kome odgovara ranije naveden osnovni sistem prirodne dedukcije za modalnu logiku.
U klasi¢noj logici, sistemi modalne logike su dati aksiomatski. Dodavajué¢i nove
aksiome sistemu K dobijaju se novi sistemi klasicne modalne logike T, S4 i S5.
U ovom radu ¢emo posmatrati sisteme intuicionisticke modalne logike IT, IS4 i
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IS5, koji su analogni navedenim sistemima klasi¢cne modalne logike, a dobijaju se
nadogradivanjem sistema IK i oni ¢e u radu biti predstavljeni sistemom prirodne
dedukcije.

U tim sistemima ¢emo zahtijevati da budu zadovoljena i sljede¢a dva uslova :
aksioma nuznosti i aksioma mogucénosti.

Aksioma nuznosti: 0A = A.
Aksioma mogucnosti: A = CA.

U klasi¢noj logici aksioma nuznosti i aksioma mogucnosti su bile ekvivalentne, i
bilo je dovoljno dodati jednu u sistem, a druga bi slijedila iz nje. U intuicionistickoj
logici ove dvije aksiome nisu ekvivalentne, te ukoliko zelimo da vaze u nekom sistemu,
potrebno je dodati obje.

Sistem IT

Sistem IT je najslabiji sistem koji zadovoljava navedene principe. Sistem T je
prvi predstavio Robert Feys 1937. godine. U klasi¢noj logici sistem T se dobija tako
sto skupu aksioma sistema K doda aksioma nuznosti, a kako je njoj ekvivalentna
aksioma mogucénosti, ona ¢e onda direktno slijediti.

Sistem IT na slican nac¢in se dobija iz sistema IK. Ako navedene sisteme predsta-
vljamo aksiomatski, da bismo dobili sistem IT aksiomatizaciji sistema IK dodamo
aksiomu nuznosti i aksiomu moguc¢nosti. Kako je u nasem radu sistem IK dat si-
stemom prirodne dedukcije, mi zelimo da sistem IT predstavimo sistemom prirodne
dedukcije u kome ¢e vaziti navedene aksiome. Sistem prirodne dedukcije, koji od-
govara ovom sistemu je sistem prirodne dedukcije u kome je relacija dostiznosti R
refleksivna, odnosno kao $to smo ranije naveli osnovni sistem prirodne dedukcije
prosiruje se pravilom :

[z Rz

y: A
y: A
Sada ¢emo pokazati da u ovakvom sistemu prirodne dedukcije zaista vaze aksioma
nuznosti OA = A i aksioma moguénosti A = OA.

(R).

1.3.7. Teorema OA = A

Dokaz. Kako je relacija R refleksivna, za svaku promjenljivu (svijet) x vazi xRx.

—

r:0A]? [zRz]!

r: A
1
z: A (F)

z:O0A= A

(OF)

2= 1)
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1.3.8. Teorema A = CA

Dokaz. n .
R
AP Rl
x:OA
(R)
x:OA 2 (= 1)
r: A= CA
(]
Sada ¢emo navesti i dokazati jos neke teoreme u sistemu IT.
1.3.9. Teorema OAV OB = O(AV B)
Dokaz.
. 3 2 ) 4 2
[z Dzz] A[:I;Ry] (OE) [x DJ};] B[ny] (OE)
: 1 : ( : (
[z:0AV OB] , AVE (VI) ) AVE \vI)M
(VE)
y: AV B
— oy (B0)
x:0(AV B) (= 1)
x:0AVOB= 0O(AV B)
O
1.3.10. Teorema OG(A A B) = CAANOB
Dokaz.
ly: ANB]* [zRy]* [y: AN B]* [zRy?
y: A y: B
S O(A A B x:OA z:$OB
[z: O(ANB)) x: CANCB 2
x: OANOB .
r:O(ANB) = OCANOB
([
Sistem 1S4

Kao sto smo veé ranije naveli, sistem IT je najslabiji sistem koji zadovoljava
navedene uslove. Postoje formule koje nisu teoreme sistema IT, jedan primjer takve
formule je OA < OOA. Formule poput ove je tesko intuitivno shvatiti, a razlog za
to su sekvence modaliteta (modalnih operatora), koji se pojavljuju jedan do drugog.
U formuli OA < OOA sekvenca koja se pojavljuje je O0O. Ovakve sekvence nazivaju
se iterirani modaliteti. Ipak, jedan smjer implikacije vazi i u sistemu IT, a to je
O0A = OA, koja predstavlja verziju aksiome OA = A. Dakle, formula koja ne
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vazi u sistemu IT je OA = OOA, ova formula neformalno znaci ,,nuzno je obavezno
nuzno”, odnosno ako je A nuzno ta¢no, onda je nuzno da je A nuzno ta¢no. Kako
su mnogi smatrali da je ova formula ipak tacna, javila se potreba da se napravi
sistem jaci od sistema IT. U takvom sistemu, ova formula ¢ée biti teorema. Takode
u sistemu IT vazi formula CA = OO A, kao verzija aksiome A = OA; dok obratan
smjer OOCA = O A ne vazi.

U klasi¢noj modalnoj logici iz formule OA = OOA se moze izvesti formula
OO A = A, te je bilo dovoljno skupu aksioma sistema T, dodati aksiomu OA = OOA
pri ¢emu se dobijao sistem S4 jaci od sistema T u kome su vazile obje navedene
formule. Takode, formule CA = OCA i COA = OA su se mogle izvesti jedna iz
druge, i formula OA = OOA se mogla izvesti iz formule A = OO A. Na taj nacin
dodavanjem u skup aksioma sistema T aksiome A = OO A dobijao se sistem jaci
od S4 i takav sistem nazivamo S5.

I u intuicionistickoj modalnoj logici mozemo napraviti dva sistema, oba jaca od
IT. Medutim, u intuicionistickoj logici navedene ekvivalencije ne vaze, iz formule
OA = O0OA se ne moze izvesti formula GOA = A, te ako Zelimo (aksiomatizovan)
sistem jaci od IT u kome ¢e vaziti obje formule, pri aksiomatizaciji ih obje moramo
dodati kao nove aksiome i dobijamo sistem IS4, ovdje ¢emo takav sistem u kome
¢e navedene formule vaziti dati njegovim sistemom prirodne dedukcije. Isto tako
u intuicionistickoj logici formule CA = OCA i OOA = OA nisu ekvivalentne, te
ako zelimo (aksiomatizovan) sistem ja¢i od IT u kome e vaziti obje formule, pri
aksiomatizaciji ih obje moramo dodati kao nove aksiome i dobijamo sistem IS5,
ovdje ¢emo i taj sistem dati njegovim sistemom prirodne dedukcije. Sistem prirodne
dedukcije koji odgovara sistemu IS4, je sistem prirodne dedukcije, gdje je relacija
dostiznosti R refleksivna i tranzitivna, odnosno osnovni sistem prosiren pravilima:

[z Rx] [zRz]

y: A xRy yRz w:A
(R T).
y: A (), w:A (T)
Pokazac¢emo da se u sistemu prirodne dedukcije sa ovim pravilima mogu dokazati

teoreme OA = O0A 1 OCA = OA.

1.3.11. Teorema 0OA = OOA.

Dokaz. [ A]4 [ ]1
5 , T O TRz
[Ry]®  [yRz] o X
z: A )
y:O0A 4

z:O0A 4
z:0A=00A
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1.3.12. Teorema CCA = CA

Dokaz. , s
oA oy SIS
OCAPR L 3
& ) z: <A 2
z:OA
z: OCA = CA

Sve formule koje su teoreme sistema IT su i teoreme sistema 1S4.

Sistem IS5

Sistem prirodne dedukcije koji odgovara sistemu IS5 je sistem prirodne dedukcije,
gdje je relacija dostiznosti R refleksivna, simetricna i tranzitivna, odnosno osnovni
sistem prirodne dedukcije prosiren pravilima:

[z Rz [y Ra] [ R2]

y: A TRy z:A rRy yRz w: A
_ T).
y:A (R)7 Z:A (5)7 w:A ()
Sve formule koje su teoreme sistema IS4 su i teoreme sistema IS5. Pokazactemo da u

sistemu prirodne dedukcije za modalnu logiku, koji odgovara sistemu modalne logike
IS5 vaze teoreme CA = OCA 1 COA = OA.

1.3.13. Teorema A = OCA

Dokaz. ) .
2R [z A]* [yRz]
CA
SO Al 3 Yy 1
v OAI [zRy — 2
y: A
z: OCA 4
z:OCA=0CA
O
1.3.14. Teorema <0OA = OA
Dokaz. ) ,
2Ry ly: OA]"  [yRz]
. OOAN R4 z: A 3
& I ek z: A 2
z: A .
r:OA
r: OOA = 0OA
O
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Glava 2

Kripkeove semantike za
intuicionisticku logiku

Rani pokusaji da se razvije zadovoljavaju¢a matematicka teorija za intuicionizam
bili se odbaceni, uglavnom iz razloga Sto su rani intuicionisti bili strogi anti-formalisti
i odbijali da prihvate da se matematicka aktivnost moze uprostiti mehanickim sku-
pom pravila. Matematickim filozofima problem je predstavljao nedefinisan pojam
konstrukcije, odnosno algoritma, koji bi transformisao jednu vrstu dokaza u drugu.

U tom pogledu, spisi ranih intuicionista, posebno Brouwer-a, bili su izuzetno
nerazumljivi, ¢inilo se da su viSe namijenjeni da ucine nerazumljivim, nego da razja-
sne. Tako su vremenom intuicionisti prihvatili da su sve lambda-izrac¢unljive funkcije
i konstruktivne, nisu priznali da su to jedini valjani dokazi transformacija. Njihov
stav bio je: ,,Znam konstrukciju, kada je vidim”. Svaka formula dokaziva u ovom
sistemu je intuicionisticki valjana, ali su intuicionisti sac¢uvali moguénost da postoji
formula, koja nije dokaziva u ovom sistemu, ali je ipak intuicionisticki valjana. Kako
je vrijeme prolazilo i nisu pronalazili takvu formulu, ova ideja ¢inila se sve manje
mogucom.

U pokusaju da se intuicionisti vezu za odreden logicki sistem, predlagane su
brojne formalne semantike za razne intuicionisticke racune, koje bi takode forma-
lizovale intuiocionisticka objasnjenja njihove filozofije. Ovo je dovelo do saznanja
da razliciti intuicionisti na razli¢ite nac¢ine dolaze do zakljucka i shvataju intuicioni-
zam. Cinjenica da razli¢iti nac¢ini razmisljanja vode do iste teorije je jak argument
za prirodnost i znacaj te teorije (intuicionizma).

Najpopularnije semantike su Kripkeove semantike, koje ¢emo predstaviti u ovom
radu i koje se ¢esto opisuju kao ,,temporalno epistemicke”, sto govori da pokusavaju
da objasne intuicionizam u odnosu na to kako matematicari sticu matematicka znanja
tokom vremena.

Kripkeove semantike predstavljaju sasvim dobro osnovne intuicionisticke ideje,
ali sa klasi¢ne tacke gledista, jer teorema potpunosti za semantike zahtijeva klasi¢no
rezonovanje. Bilo je i pokusaja da se stvori verzija Kripkeove teorije modela u kojoj
se koriste samo metodi prihvatljivi intuicionistickim matematicarima, ali je bilo i
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nekoliko drugih uspjesnih klasi¢nih pokusaja u kreiranju intuicionistickih modela,
kao Sto su Beth-ovi modeli, topoloski modeli i algebarski modeli.

Kao sto smo ranije ve¢ naveli svaka logika ima tri aspekta: sintaksu, deduktivni
sistem i semantiku. U Glavi 1 predstavili smo sintakse i sisteme prirodne deduk-
cije za iskaznu, predikatsku i modalnu (intuicionisticku) logiku. U ovoj glavi éemo
predstaviti i semantike za navedene logike i to Kripkeove semantike i dokazati te-
oreme potpunosti za neke od njih. Teorema potpunosti je teorema koja daje vezu
izmedu semanticke istine i sintaksne dokazivosti, odnosno povezuje teoriju modela,
koja proucava §ta je tacno u razli¢itim modelima i teoriju dokaza, koja proucava sta
moze biti dokazano u odredenom formalnom (deduktivnom) sistemu.

2.1 Kripkeove semantike za iskaznu logiku

U ovom dijelu ¢emo dati definicije Kripkeovih semantika za intuicionisticku iska-
znu logiku, navodeéi primjere i neke njihove osobine.

2.1.1. Definicija Kripkeov model za intuicionisticku iskaznu logiku je uredena trojka
(W, R, V), gdje je W neprazan skup mogucih svjetova, R refklesivna i tranzitivna
binarna relacija na skupu W, V' funkcija koja dodjeljuje istinitosnu vrijednost T ili L
svakoj iskaznoj promjenljivoj u svakom moguéem svijetu V- : W x Var — {T, L}
i funkcigja V' je monotona u odnosu na relaciju R, to jest vazi:

Ako je V(w,p) = T i wRw' tada V(w',p) = T.

Ureden par (W, R) sa gore definisanim osobinama, naziva se Kripkeov okvir za
intuicionisticku iskaznu logiku. Relacija R naziva se relacijom dostiznosti i ako vazi
wRw' kazemo da je svijet w’ dostizan svijetu w. Dajemo definiciju relacije zadovo-
ljivosti F na skupu W x Form, gdje je Form skup svih iskaznih formula. Relaciju &
¢itamo ,,(dvostruka) rampa”.

2.1.2. Definicija Relacija zadovoljivosti = definise se indukcijom po strukturi iska-
zne formule:

w E p ako i samo ako V(w,p) =T,

wkE L;

wkE AN B ako i samo ako wE A iwE B,

wkE AV B ako i samo ako wE A ili wE B;

wkE A= B akoisamo ako za svako w' takvo da wRw', ako vazi w' = A tada
vazi w' E B;

wkE A ako i samo ako  za svako w' takvo da je wRw' vazi w' ¥ A.

Za iskaznu formulu A kazemo da je tacna u svijetu w ako i samo ako vazi w E A,
$to mozemo zapisati i na sljedeéi nac¢in V(w, A) = T. Formula A je taéna u modelu

M = (W, R, V), pisSemo M E A, ako i samo ako je ta¢na u svakom svijetu w € W.
Iskazna formula A je wvaljana (pisemo F A) ako i samo ako je taéna u svakom modelu.
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Slika 2.1: Primjer 2.1.3

2.1.3. Primjer Posmatrajmo Kripkeov model M = (W, R, V'), dat na slici 2.1, gdje
je W = {wp, w1}, R = {(wo, wy), (wo,w1), (wy,w1)} iV (wy,p) =T, odnosno vazi
wy E p. Ostalim iskaznim slovima je u svijetu w; dodijeljena vijednost L funkcijom
V', dok je u svijetu wy svim iskaznim slovima dodijeljena vrijednost L. Odredimo
vrijednost V' (wg,p V —p).

Prvo odredimo V (wg, —p). Kako je woRw; i V(wy,p) = T, tj. wy F p, na osnovu
definicije 2.1.2 wg ¥ —p, odnosno V(wqy, —p) = L. Dalje, kako iz konstrukcije modela
vazi wy ¥ p, na osnovu definicije 2.1.2 imamo V(wq,p V —p) = L, tj. wy ¥ p V —p.
Kako formula p V —p nije taéna u svijetu wy, ona nije tatna u datom modelu, te
formula nije valjana i time smo pokazali da zakon iskljucenja tre¢eg p V —p ne vazi
u intuicionistickoj logici.

Analogno, kako smo dosli do zakljucka da vazi wg ¥ —p, na osnovu definicije 2.1.2
zakljuc¢ujemo da vazi wg F ——p. Posto iz konstrukcije modela imamo wg ¥ p, na
osnovu definicije 2.1.2 vazi wy ¥ ——p = p. Dakle, zakon dvostruke negacije nije
tacan u svijetu wyp, pa nije tacan ni u datom modelu. Time smo pokazali da zakon
dvostruke negacije nije valjana formula u intuicionistickoj logici.

p

W1

¥

Wo

o

Slika 2.2: Primjer 2.1.4
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2.1.4. Primjer Posmatrajmo Kripkeov model M = (W, R, V), dat na slici 2.2,
nge je W = {wo,wl,wg}, R = {(wo,’w()), (wo,’IUl), (wo,’IUQ), (wl,wl), (U)Q,’IUQ)}
i V(wg,p) = T, odnosno vazi wy F p. Ostalim iskaznim slovima je u svijetu ws
dodijeljena vrijednost L funkcijom V', dok je u svjetovima wg i w; svim iskaznim
slovima dodijeljena vrijednost L.

Odredimo vrijednost V (wg, =pV——p). Kako je wy, jedini element w’ iz W, tako da
je w Rw', ((wy,wy) € R) 1 V(wy,p) = L, na osnovu definicije relacije zadovoljivosti
za negaciju (2.1.2), imamo wy F —p, tj. V(wy,—p) = T. Iz ¢injenice da vazi woRws
i V(wg,p) = T, zakljuéujemo da je V(wo, —p) = L, tj. wo ¥ —p. Dalje, iz woRw;
i V(wy,—p) = T, §to smo malo prije pokazali, zakljuc¢ujemo da je V(wy, 7—p) = L,
odnosno wy ¥ ——p. Sada, na osnovu definicije relacije zadovoljivosti za disjunkciju
(2.1.2) zakljucéujemo da je V(wp, —p V =—p) = L, odnosno wg ¥ —p V =—p

2.1.5. Teorema Ako vazi wRw' 1 wE A, tada vazi w' E A.

Dokaz. Ova teorema govori da je relacija zadovoljivosti F monotona u odnosu na
relaciju R. Dokazuje se indukcijom po slozenosti formule A.

e Ako je formula A = p iskazno slovo, tada teorema vazi, jer ako w F p, tada
V(w,p) =T i ako je wRw', na osnovu monotonosti funkcije V', vazi
V(w',p) =T, tj. w' E p.

e Ako je A = 1, kako za svako w € W, w ¥ L tj. w ¥ A, tada implikacija
trivijalno vazi.

e Neka je A = B A C. Pretpostavimo da vazi w £ B A C i wRw'. Na osnovu
definicije 2.1.2 imamo da vazi w F B i w F C. Kako na osnovu indukcijske
hipoteze, teorema vazi za svaku formulu manje slozenosti od formule A, vazi i
za formule B i C, te vazi w' F B i w' F C. Tada na osnovu definicije 2.1.2 vazi
w EBAC, tj. w'E A

e Pretpostavimo da je A = BV (. Neka za proizvoljan svijet w vazi w F BV C
i wRw'. Na osnovu definicije 2.1.2 imamo da vazi w £ B ili w = C. Sada na
osnovu indukcijske hipoteze, teorema vazi za svaku formulu manje slozenosti
od formule A, te vazi i za formule B i C. Ako vazi w ¥ B imamo da vazi
w’ £ B. Tada na osnovu definicije 2.1.2 vazi w’' = BV C, tj. w' £ A. Analogno,
ako vazi w E C', onda na osnovu indukcijske hipoteze vazi w' £ C, pa na osnovu
definicije 2.1.2 vazi w' E A.

e Posmatrajmo slucaj kada je A = B = C. Pretpostavimo da vazi w = B = C'i
wRw'. Na osnovu definicije 2.1.2, ako je w £ B = C, tada je za svako w; € W,
takvo da je wRwq, ako vazi w; F B tada vazi i w; FE C. Pretpostavimo da
w' ¥ B = C, tada postoji w” € W, takvo da w'Rw” i w” £ B iw"” ¥ C. Sada
zbog tranzitivnosti relacije R, vazi wRw” i imamo da vazi w” F B iw"” ¥ C, §to
je u kontradikciji sa pretpostavkom da za svako w; € W, takvo da je wRw;,
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ako vazi wy E B tada vazi i w; £ C. Dakle, pretpostavka w’ ¥ B = C je
pogresna, te vazi w' £ B = C.

e Neka je sada A = = B. Uzmimo da vazi w F =B i wRw'. Na osnovu definicije
2.1.2, iz w F —B, zakljucujemo da za svako w; € W, takvo da je wRw, vazi
wy, ¥ B. Pretpostavimo da vazi w’ ¥ —B, tada postoji w” € W takvo da
w' Rw” 1 w” £ B. Iz tranzitivnosti relacije R imamo wRw”, te iz w” F B slijedi
kontradikcija sa pretpostavkom da za svako w; € W, takvo da je wRw; vazi
wy ¥ B. Kako nas je pretpostavka w’ E =B dovela do kontradikcije, ona je
pogresna pa vazi w' = A.

Ovim smo pokazali da za svaku formulu A vazi teorema. O

Teorema potpunosti

Prilikom predstavljanja teoreme potpunosti sa dokazom za Kripkeove modele u
intuicionistickoj iskaznoj logici koristili smo [5, 8, 18] . Prije nego §to predstavimo
teoremu potpunosti sa dokazom, uves¢emo neke nove pojmove i dati dokaze lema,
koje ¢emo kasnije koristiti.

2.1.6. Definicija B je semanticka posljedica skupa formula T' (T'E B) ako i samo
ako za svaki Kripkeov model M i svaki svijet w iz tog modela vazi: ako su sve formule
A €T taéne u svijetu w (wk A) onda je i formula B taéna u svijetu w (wE B).

2.1.7. Teorema Iz '+ B slijedi I' F B.

Dokaz. Ako pretpostavimo da vazi I' = B i ho¢emo da pokazemo I' E B, onda
treba pokazati da ako je u proizvoljnom svijetu w nekog modela M, tacna svaka
formula iz skupa I'; odnosno svaka premisa, tada je u tom svijetu tacna i formula B,
odnosno zakljucak. Dokazuje se indukcijom po duzini izvodenja I' = B. Posmatramo
poslednji korak u izvodenju i pretpostavljamo da tvrdenje vazi za sve formule koje
su dobijene primjenom manjeg broja pravila izvodenja. U zavisnosti od toga koje je
poslednje pravilo primijenjeno posmatramo sljedece slucajeve:

e Pretpostavimo da je poslednje primijenjeno pravilo R dakle ovdje je formula

1
B = Aj izvedena iz 1. Na osnovu definicije 2.1.2 za svaki model M i svijet w iz
tog modela vazi w ¥ 1. Dakle, u svakom proizvoljnom modelu i proizvoljnom
svijetu tog modela, premisa je netacna, te je ovaj slucaj trivijalan.

Ar Ay
Al N Ay
izvedena iz skupa formula I' = {A4;, Ay}. Pretpostavimo da su u proizvoljnom
Kripkeovom modelu M i proizvoljnom svijetu tog modela w tac¢ne sve formule
iz skupa I' (sve premise), tj. da su ta¢ne formule A; i A i hoéemo da pokazemo
da je onda u tom svijetu w tacna i formula B. Iz w F A; i w F As na osnovu
definicije 2.1.2 mozemo zakljuciti da vazi w = A; A As odnosno w = B. Dakle,
formula B je tacna u svijetu w modela M.

e Neka je poslednje primijenjeno pravilo . Ovdje je formula B = A1 A A,

28



2.1. KRIPKEOVE SEMANTIKE ZA ISKAZNU LOGIKU Simona Kasterovi¢

ATNA
Ay
skupa formula I' = { A; A Ay }. Pretpostavimo da je u proizvoljnom Kripkeovom
modelu M i proizvoljnom svijetu tog modela w ta¢na premisa A; A As tj.
w E Ay A\ Ay 1 hoéemo da pokazemo da je onda u tom svijetu w tacna i formula
B =A;. Iz wE A; A Ay na osnovu definicije 2.1.2 slijedi w F Ay 1 w E As, pa

imamo da vazi w F B.

e Ako je poslednje primijenjeno pravilo 2 formula B = Ay je izvedena iz

e Posmatrajmo slucaj kada je poslednje primijenjeno pravilo AAﬁ’ ovdje je
formula B = A; V A, izvedena iz skupa formula I' = {4, }. Prletpos%cavimo da
je u proizvoljnom Kripkeovom modelu M i proizvoljnom svijetu tog modela w
tacna premisa Aj, tj. w F A;. Na osnovu definicije 2.1.2 w F A; V Ay ako i
samo ako w £ A ili w E As, kako smo pretpostavili da vazi w £ A;, mozemo
zakljuciti da vazi i w E B.

. . . N LA A= Ay .

e Prepostavimo da je poslednje primijenjeno pravilo S — dakle ovdje
je formula B = A, izvedena iz skupa formula I' = {A;, jl = Ay}. Pretpo-
stavimo da su u proizvoljnom Kripkeovom modelu M i proizvoljnom svijetu
tog modela w tacne premise A; 1 A = A, tj. wE A1 1wk A = Ay, treba
pokazati da je onda u tom svijetu w ta¢na i formula B = Ay. Na osnovu defi-
nicije 2.1.2 w F A; = A, vazi ako i samo ako za svaki svijet w’ takav da wRuw'’
iz w' E A slijedi w' E Ay. Uzimajudi u obzir da je relacija R refleksivna, od-
nosno da vazi wRw i pretpostavku w F Ay, dobijamo da mora da vazi w F As,
odnosno w F B.

[A4]

A
e Neka je poslednje primijenjeno pravilo —2, ovdje je B=A; = A;. U
Al = A2

premisi imamo izvodenje formule A, iz formule A4, tj. A1 F As. Ovo izvodenje
manje je slozenosti od izvodenja formule B, te na njega mozemo primijeniti
indukcijsku hipotezu i vazi A; F A,, odnosno ako je u nekom svijetu nekog
modela tacna formula A; onda je u tom svijetu ta¢na i formula A;. Uzmimo
proizvoljan Kripkeov model M i proizvoljan svijet u tom modelu w, ispitajmo
kada je formula B tacna u svijetu w. w F A; = Ay vazi ako i samo ako za
svaki svijet w’ takav da wRw' iz w' = A; slijedi w' £ As, a ovo vazi na osnovu
prethodno izvedenog zakljucka. Dakle, w F B.

e Za kraj, posmatrajmo slucaj kada je poslednje primijenjeno pravilo
[A1] [Ag]

AiVA, C O
C

. Ovdje je B = C, dok u premisi imamo formulu A; V Ay
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i izvodenja A; F C' i Ay F C koja su manje slozenosti od izvodenja formule
B pa za njih vazi indukcijska hipoteza. Pretpostavimo da u proizvoljnom
Kripkeovom modelu M i proizvoljnom svijetu tog modela w vazi w E Ay V As,
sada na osnovu definicije 2.1.2 vazi w = A; ili w F As. Na osnovu indukcijske
hipoteze iz A; = C' (i = 1,2) mozemo zakljuciti iz w F A; slijedi w F C. Kako
iz pretpostavke imamo da vazi w E A; ili w E As, zaklju¢ujemo da vazi w E C|
tj. wE B.

Ovim smo dokazali teoremu, koja je poznata pod nazivom teorema saglasnosti. O

Sljedece definicije preuzete su iz [5].

2.1.8. Definicija Teorija je deduktivno zatvoren skup, odnosno skup formula koji je
zatvoren u odnosu na pravila izvodenja sistema prirodne dedukcije.

2.1.9. Definicija Skup formula I ima svojstvo disjunkcije ako iz AV B € " slijedi
Aelii Bel.

Sljedece definicije i leme preuzete su iz [5, §] .

2.1.10. Definicija Za formulu B @ skup formula I kaZemo da je I' B-maksimalan
skup formula, ako I' ¥ B i za svaku formulu A ¢ I vazi ', A+ B.

2.1.11. Lema Za svaku formulu B i svaki skup I' takav da I' ¥ B, postoji
B-maksimalan skup T koji sadrzi skup T

Dokaz. Neka je B proizvoljna formula i I' proizvoljan skup takav da vazi I' ¥ B.
Numerisimo sve formule A;, Ay, Az, ... i definiSimo rekurzivno:

o Ihy=1;
e ', 1 =T,UA,; akovazi I', A, ¥ B;
e [',,1=1,akovazi ', A, F B.

Uzmimo I = |,y 'n. Jasno je da vazi I' C I, jer je I' = I'g € J,,enI'n = I'.
Takode, nijedno I',, pa ni samo I ne dokazuje B tj. vazi I'' ¥ B. Ostaje jos da
pokazemo da je I zaista B-maksimalan skup, odnosno da pokazemo da za svaku
formulu A ¢ TV vazi I'; A = B. Zbog konstrukcije skupa I za svaku formulu A
takvu da IV, A¥ B, vazi A € I, te smo time pokazali da je I zaista B-maksimalan

skup. O

Skup T' koji je B-maksimalan skup ima sljedec¢a svojstva:
e Za svaku formulu Avaziii AeTiil’, A+ B;
e Za svaku formulu A, ako A ¢ I" tada I', A+ B.
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2.1.12. Lema Za svaku formulu A, ako vazi I' = A tada A € T.

Dokaz. Ova osobina slijedi iz leme 1.1.7, gdje uzmemo A = T'. Ako bi bilo A ¢ T
onda bismo imali I'; A = B, §to zajednosa ' - A daje I' - B, a to je kontradikcija. O

Da bi se dokazala potpunost, potrebno je definisati specijalne Kripkeove modele.

2.1.13. Definicija Kanonicki model intuicionisticke iskazne logike je Kripkeov mo-

delU = (W, R, V) gdje vazi:
o svijet w € W je uredeni par (I, B), gdje je I' B-maksimalan skup formula;
e relacija R definisana je na sljedeéi nacin (I', B)R(I", B") :=T C I";

e kanonicka valuacija V' definisana je sa (I', B) E p ako i samo ako p € T' (gdje
je p iskazno slovo).

2.1.14. Lema Za svaku formulu A u svakom svijetu (I', B) kanonickog modela U
vazi:

AeTl < (I, B)E A.

Dokaz. Dokazujemo indukcijom po slozenosti formule A. Slucajevi gdje je formula
Aiskazno slovo pili L su trivijalni. Slucaj kada je A = p slijedi iz definicije kanonicke
valuacije. Ako je A = 1, tada za svaki svijet (I', B) vazi (I', B) ¥ L i kako je I B-
maksimalan skup, iz definicije skupa lako je zakljuciti da vazi L ¢ I'. Sada, u
zavisnosti od slozenosti formule razlikujemo sljedece slucajeve:

e Neka je A = A; A Ay. Pokazujemo da vazi Ay A Ay € ' < (I, B) E A; A Ay,
pri cemu ¢emo odvojeno pokazivati smjerove ekvivalencije.

(<) Neka je (I', B) E Ay A As. Pretpostavimo suprotno, tj. da A; A Ay ¢ T,
tada na osnovu leme 2.1.12 vazi I' ¥ A; A Ay. Sada na osnovu leme 2.1.11
imamo da postoji skup I'” takav da je A; A Ay-maksimalan skup i I' C I, pa je
(I'"; Ay A As) svijet kanonickog modela U. Kako je I' C I na osnovu de-
finicije 2.1.13 imamo da vazi (I', B)R(I", A; A As). Uzimajuéi u obzir mo-
notonost relacije zadovoljivosti i pretpostavku (I, B) ¥ A; A Ay dobijamo
(I",; A1 A Ag) E Ay A As sto je kontradikcija, jer je IV A; A Ay-maksimalan
skup. Dakle, pretpostavka A; A Ay ¢ T' je pogresna, te vazi A; A Ay € T.

(=) Krenimo od pretpostavke da vazi A A Ay € T'i (I', B) ¥ Ay A As. Sada
na osnovu definicije 2.1.2 imamo da vazi (I', B) ¥ A; ili (I', B) ¥ A,, kako su
formule A; i A5 manje slozenosti od formule A, na osnovu indukcijske hipoteze
za njih vazi tvrdenje pa imamo da vazi A; ¢ I' ili Ay ¢ I". Dalje, na osnovu
osobina I' skupa vazi I'; A; = B ili I', Ay F B, iz oba slu¢aja zakljucujemo
I', Ay A Ay | B sto je u kontradikciji sa pretpostavkom A; A As € T', na osnovu
osobina skupa I'. Dakle, pretpostavka (I', B) ¥ A; A Ay je pogresna, te vazi
(I, B) E Ay A As.
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e Posmatrajmo slucaj kada je A = A; V As. Treba pokazati da vazi
Al\/AQ cel's (F,B) ':Al\/Ag.

(<)Pretpostavimo suprotno, tj. da je (I', B) F A; V As. 1 A; V Ay ¢ T'. Sada
na osnovu leme 2.1.12 vazi I' ¥ A; V Ay. Zatim na osnovu leme 2.1.11 postoji
A; V As-maksimalan skup IV takav da je I' C I”, pa je

(I, Ay V As) svijet kanonickog modela Y. Na osnovu definicije 2.1.13 i osobine
I' C I” imamo da vazi (I', B)R(I", A; V As). Iz monotonost relacije zadovolji-
vosti i pretpostavke (I', B) £ A; V Aj slijedi da vazi (I, A1 V Ay) £ A1 V Aj §to
je kontradikcija, jer je IV A; V Ay-maksimalan skup. Kako nas je pretpostavka
A1V Ay ¢ T dovela do kontradikcije, ona je pogresna, pa zakljuc¢ujemo da vazi
AV Ay el

(=) Pretpostavimo da vazi A; V Ay € I'i (I', B) ¥ A; V Ay. Tada na osnovu
definicije 2.1.2; vazi (I', B) ¥ A; i (I', B) ¥ As. Na osnovu indukcijske hipoteze
tvrdenje vazi za sve formule manje slozenosti od formule A. Kako su formule
A; 1 Ay manje sloZenosti, imamo da vazi A; ¢ T'i Ay ¢ T'. Iz konstrukcije
skupa I" mozemo zakljuciti da vazi I'y) A; F Bi T, Ay - B, odakle dalje slijedi
I Ay V Ay F B. Ovo je u kontradikciji sa pretpostavkom A; V Ay € T'. Kako
smo dosli do kontradikcije, zaklju¢ujemo da mora da vazi A; V Ay € T'.

e Neka je sada formula A oblika A; = A,. Dokazujemo da vazi
A=A el (ILB)EA = A

(<) Pretpostavimo suprotno, odnosno da vazi (I', B) F A; = Ay i

Ay = Ay ¢ T. Na osnovu leme 2.1.12 vazi I' ¥ A; = A,. Sada na osnovu
leme 2.1.11 imamo da postoji skup I takav da je A; = As-maksimalan skup
i C TV, te je po definiciji kanonickog modela (I", A} = As) svijet kanonickog
modela U. Iz osobine I' C I, na osnovu definicije kanoni¢kog modela imamo
da vazi (I', B)R(I", Ay = Aj). Pretpostavka (I',B) £ A; = A, zajedno sa
osobinom monotonosti relacije zadovoljivosti nas dovodi do zakljucka da vazi
(I",; A1 = As) E A; = As. Ovo je kontradikcija sa pretpostavkom da je I
A; = Aj-maksimalan skup. Zakljucujemo da je pretpostavka A; = Ay ¢ T’
pogresna i da vazi Ay = A, € T

(=) Neka je Ay = Ay € T'. Pretpostavimo suprotno, da

(I, B) ¥ Ay = A,. Na osnovu definicije 2.1.2 imamo da postoji svijet (I, B)
takav da je (I', B)R(I", B"), (I",B") k A; i (I", B") ¥ Ay. Formule A; i Ay su
manje slozenosti od formule A, te na osnovu indukcijske hipoteze za njih vazi
tvrdenje, odnosno mozemo zakljuciti da vazi A; € IV'1 Ay ¢ T, Iz Ay € TV
zakljucujemo I'" + A;. Iz pretpostavke A; = Ay € I' i osobine I' C T”,
zakljuéujemo da vazi A; = Ay € I, te mozemo zakljuciti da vazi

I"F Ay = A,, sto nam zajedno sa veé pokazanim I'" + A, daje IV + A,. Sa
druge strane iz Ay ¢ I na osnovu toga sto je IV B’- maksimalan skup imamo
da vazi [V, Ay - B’, §to zajedno sa I" F A, daje IV F B’, a to je kontradikcija sa
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pretpostavkom da je IV B’- maksimalan skup. Pretpostavka (I', B) ¥ A; = A,
je pogresna, tj. vazi (I', B) F A} = A,.

Razmatranjem svih mogué¢ih oblika formule A dokazali smo tvrdenje. O

2.1.15. Teorema Ako ' E B onda '+ B.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da vazi ' = B i [' ¥ B. Tada, na osnovu leme
2.1.11 postoji skup I koji je nadskup skupa I' i B-maksimalan skup, te na osnovu
definicije 2.1.10 IV ¥ B. Uredeni par (I, B) je onda svijet u kanoni¢kom Kripkeovom
modelu U u kome je svaki clan iz I' tacan, odnosno (I, B) F A za svaku formulu
A € ' C T na osnovu leme 2.1.14. Kako formula B nije tacna u (I", B), tj.
(I, B) ¥ B, zaklju¢ujemo da je u svijetu (I, B) tac¢an skup formula I, a nije ta¢na
formula B, sto je kontradikcija sa pretpostavkom I' E B. Ako vazi I' E B, to znaci
da je svaki model skupa I" ujedno i model formule B, a svijet (I", B) ne zadovoljava
to svojstvo. Dakle, naSa pretpostavka I' ¥ B je pogresna, jer nas je dovela do
kontradikcije, te vazi [' F B. Time smo dokazali teoremu potpunosti. O

2.1.16. Teorema I'E B ako 1 samo ako ' - B.

Dokaz. Na osnovu 2.1.712.1.15 . O

2.2 Kripkeove semantike za predikatsku logiku

U ovom dijelu ¢emo dati definiciju Kripkeovih semantika za intuicionisti¢ku pre-
dikatsku logiku, navodeéi primjere i neke njihove osobine. Koristili smo [18].

Svaki intuicionisticki model ima domen D i sa £(DD) oznacavamo jezik modela
nad domenom D. Pretpostavimo da je D neprazan skup.

2.2.1. Definicija Kripkeov okvir za intuicionisticku predikatsku logiku je uredena
trojka (W, R, D), gdje je (W, R) Kripkeov okvir za iskaznu logiku, tj. W je neprazan
skup mogucih svjetova, a R binarna, refleksivna i tranzitivna relacija na W. D je
funkcija koja svakom svijetu w € W dodjeljuje neprazan skup D,,, podskup skupa D
» 1ma sljedecu osobinu u odnosu na relaciju R:

Iz wRw' slijedi Dy, C Dy

2.2.2. Definicija Kripkeov model za intuicionisticku predikatsku logiku nad dome-
nom D je uredena cetvorka M = (W, R, D, V), gdje je (W, R, D) Kripkeov okvir
za intuicionisticku predikatsku logiku, a V' funkcija koja svakom funkcijskom simbolu
f dodjeljuge funkciju V(f) i svakom relacijskom (predikatskom) simbolu P dodjeljuje
relaciju V(P), tako da su sljedeéi uslovi zadovoljeni:
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o Za svako w € W i dy,ds,...,d, € D, i funkcijski simbol f, arnosti n, takav
da V(f)(w,dy,ds, ..., d,) € D, vazi:

Iz wRw' slijedi V(f)(w',dy,da,...,d,) = V(f)(w,dy,ds, ... dy).
e Za svako w € W 1 dy,ds,...,d, € D, i relacijski simbol P, arnosti n, takav
da V(P)(w,dy,ds, ... ,d,) € {T, L} vazi:
Lz wRw' i V(P)(w,dy,dy,...,d,) =T slijedi V(P)(w',dy,dy,...,d,)=T.
Prvo dajemo definiciju funkcije V' na skupu konstantnih termova (bez promjen-
ljivih) i atomickih formula.
2.2.3. Definicija Za konstantan term t € D, vrijednost V(w,t) definise se na
sljedeci nacin:
o V(w,d):=d ako za konstantu d vazi d € D,,;

L] V(w, f(thtg, ce ,tn)) = V(f)(w, tl,tg, o ,tn)

Za atomicku formulu vrijednost se definise na sljedeci nacin:

V(w, P(ty,....t,)) == V(P)(w, V(w,ty),...,V(w,ty,)).

Sada se definicija relacije zadovoljivosti F moze prosiriti za sve formule intuicio-
nisticke predikatske logike.

2.2.4. Definicija Relacija zadovoljivosti E definise se indukcijom po sloZenosti for-
mule ¢.

wkE L;

wkE @AY ako 1 samo ako wE ¢ 1w E Y;

wE @V Y ako i samo ako w E ¢ ili w F

wE ¢ =1 akoisamo ako za svako w' takvo da wRw', ako vazi w' E ¢ tada

vazi w' EY;

w E =g ako i samo ako  za svako w' takvo da je wRw' wvazi w' ¥ ¢;

wE (Jz)¢ ako i samo ako za neko d € D, vazi w E ¢[d/z];

w E (Yx)¢ ako i samo ako za sve w' € W takve da wRw' i sve d € D,y vaZi

w' E ¢ld/x].

Primijetimo da je za formule koje sadrze samo iskazne veznike relacija zadovolji-
vosti definisana analogno kao za iskaznu logiku.

Ako vazi w F ¢, kazemo da je formula ¢ tacna u svijetu w modela M, piSemo
jos 1 V(w,¢) = T. Za skup formula S vazi w £ S ako i samo za svaku formulu
¢ € S vazi w £ ¢. Ukoliko je formula tacna u svakom svijetu w € W modela
M = (W, R, D, V), kazemo da je formula tacna u modelu M. Formulu koja je
tacna u svakom modelu nazivamo valjanom formulom.
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1.2 Janm

1 b(1)

Slika 2.3: Primjer 2.2.5

2.2.5. Primjer Posmatrajmo model M = (W, R, D, V'), dat na slici 2.3, gdje je
W = {wy,we}, R = {(wy,wy), (w1, ws), (we,ws)}, Dy, = {1}, Dy, = {1,2} 1 vazi
wy Eb(1), wy ¥ a, wy Faiwsk b(l). Pokazaéemo da formula

(Vz)(aV b(z)) = (aV (Vz)b(x)) nije taéna u ovom modelu.

Iz primjera imamo da vazi w; & b(1), te vazi i wy F a V b(1). Zatim na osnovu
pretpostavki ws F a1 ws F b(1) i definicije za zadovoljivost disjunkcije (2.2.4) mozemo
zakljuciti we F a V b(1) i we F a VvV b(2). Sada imamo da za svako w’ takvo da w; Rw'’
i svako d € D,y vazi w' F a V b(d), te zaklju¢ujemo na osnovu definicije relacije
zadovoljivosti u slu¢aju univerzalnog kvantifikatora (2.2.4) wy £ (Va)(aVb(x)). Kako
imamo da wsy ¥ b(2), mozemo zakljuciti wy ¥ (Vz)b(x) 1 iz postavke primjera imamo
wy ¥ a, te na osnovu definicije 2.2.4 zaklju¢ujemo w; ¥ a V (Vz)b(z). Odatle slijedi
wy ¥ (Vz)(aVb(x)) = (aV (Vx)b(z)). Dakle, posmatrana formula nije taéna u svijetu
w1, pa nije ta¢na u posmatranom modelu, te samim tim nije ni valjana.

2.2.6. Teorema Ako vazi wRw' tada iz w E ¢ slijedi w' = ¢.

Dokaz. Dokazujemo indukcijom po slozenosti formule ¢. Slucajevi kada je formula
dobijena od potformula primjenom iskaznih veznika su analogni kao u teoremi 2.1.5,
te ih ovdje necemo ispisivati ponovo, nego posmatramo sljedece slucajeve:

e Ako je formula oblika ¢ = (3z)1, formula v je manje slozenosti, te za nju vazi
indukcijska hipoteza. Pretpostavimo da vazi w E ¢, tj. w & (Jz)Y i wRw'. 1z
definicije relacije zadovoljivosti zakljucujemo da postoji d € D,, tako da vazi
w E Y[d/z], ali kako iz wRw' slijedi D,, C D,,, imamo da onda d € D,, C D,,,
tj. d € D,y. Kako za formulu ¢ vazi indukcijska hipoteza, vazi w' F ¢[d/x] te
vazi i w' E (3x)1, odnosno w' E ¢.

e Neka je ¢ = (Vx)i, opet je formula 1) manje slozenosti, te za nju vazi induk-
cijska hipoteza, odnosno vazi dato tvrdenje. Pretpostavimo da vazi w F ¢,

35



2.2. KRIPKEOVE SEMANTIKE ZA PREDIKATSKU LOGIKU Simona Kasterovi¢

tj. w E (Vz)Y i wRw'. Treba da pokazemo w’ E ¢. Uzmimo proizvoljno
w” takvo da w'Rw” i proizvoljno d € D,». Sada zbog tranzitivnosti relacije
R vazi wRw"”. Kako je w E (Vz)1, na osnovu definicije 2.2.4 slijedi da vazi
w" E [d/x]. Kako smo w” i d birali proizvoljno, vazi za sve elemente sa tim
osobinama, te mozemo zakljuéiti da vazi w' F (Vz)y, odnosno w' k ¢.

Time smo pokazali da za relaciju zadovoljivosti F vazi monotonost u odnosu na
relaciju R. O

1 b(1)

Slika 2.4: Primjer 2.2.7

2.2.7. Primjer Posmatrajmo model M = (W, R, D, V), dat na slici 2.4, gdje je
W = {wy,ws}, R = {(w1,wy), (wi,ws), (wa,wa)}, Dy, = Dy, = {1}, 1 za atomicku
formulu b(1), vazi wy & b(1) i wy ¥ b(1). Pokazaéemo da u ovom modelu formula
—(dz)-b(z) = (Vz)b(x) nije tatna. Kako wy ¥ b(1), 1 € D,, i wiRw;, na osnovu
definicije 2.2.4 zakljuéujemo wy ¥ (Vx)b(x). Iz postavke imamo da vazi wq F b(1), te
zakljucujemo da onda wy ¥ —b(1), a kako je 1 jedini elemenat skupa D,,,, na osnovu
definicije 2.2.4 zakljuéujemo wy ¥ (Jz)—b(x). Sada, kako je w;Rwy; mora da vazi
wy ¥ (Jz)=b(x), jer bi u suprotnom na osnovu teoreme 2.2.6 vazilo wy F (Jz)—b(x),
sto je u kontradikeiji sa pokazanim. Kako je za svako w’ € W takvo da je w; Rw'’
(takvi elementi iz W su w; i wy) vazi w' ¥ (Jz)-b(x), na osnovu definicije relacije
F (2.2.4) zakljuéujemo w; F —=(3z)—b(x). Ako uzmemo u obzir prethodno pokazano
wy ¥ (Vz)b(x), mozemo zakljuciti wy ¥ —(3x)-b(x) = (Vz)b(z). Dakle, posmatrana
formula —(3z)-b(x) = (Vz)b(x) nije tatna u svijetu w;, pa nije tacna u datom
modelu M, te nije ni valjana.

Teorema potpunosti

Prilikom predstavljanja teoreme potpunosti sa dokazom za Kripkeove modele u
intuicionistickoj predikatskoj logici koristili smo literaturu [18, 23] . Najprije dajemo
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definiciju pojmova, te formulacije i dokaze lema koje ¢emo koristiti da bismo dokazali
potpunost.

Za skup formula I' i formulu ¢, semanticku posljedicu definisemo analogno kao u
definiciji 2.1.6. Za zamjenu o (zamjena slobodnih pojavljivanja promjenljive nekim
termom) i formulu ¢, formulu koja se dobija primjenom navedene zamjene na formulu
oznacava¢emo sa ¢o.

2.2.8. Teorema Iz ' - ¢ slijedi ' & ¢.

Dokaz. Ova lema je analogna lemi 2.1.7 u iskaznoj logici. Dakle, mi ho¢emo da
pokazemo da pravila izvodenja u sistemu prirodne dedukcije ocuvavaju zadovoljivost,
tj. ako je I' F ¢ i ako je u proizvoljnom Kripkeovom modelu M i proizvoljnom
svijetu w iz tog modela ta¢na svaka formula iz skupa I' onda je u tom svijetu tacna i
formula ¢. Dokazuje se indukcijom po duzini izvodenja I' F ¢, pri ¢emu posmatramo
poslednji korak u izvodenju i pretpostavljamo da tvrdenje vazi za sva izvodenja sa
manje koraka od posmatranog. Kako smo u lemi 2.1.11 pokazali da sva pravila
uvodenja i eliminacije logickih veznika ocuvavaju zadovoljivost, ostaje nam ovdje da
pokazemo za pravila koja sadrze kvantifikatore.

e Pretpostavimo da je poslednje primijenjeno pravilo ovdje je

T
()’
¢ = (Fz)y. Uzmimo proizvoljan Kripkeov model M = (W, R, D, V'), proizvo-
ljan svijet w i proizvoljnu zamjenu o = [dy/x1,...,d,/z,], gdje su dy,...,d,
elementi skupa D,,, a 1, ..., x, slobodne promjenljive u formuli (3z)v iz za-
kljucka. Progirimo tu zamjenu o sa zamjenom o’ gdje éemo sve promjenljive
y € FV(t) (promjenljive slobodne u termu t) koje nisu slobodne u zakljucku
zamijeniti sa proizvoljnim elementima iz D,. Pretpostavimo da je premisa
tacna u svijetu w, tj. w E Y[t/x], tada kada u formuli ¢ slobodne pro-
mjenljive zamijenimo prozivoljnim elementima iz D,, dobijamo ta¢nu recenicu,
te je formula tacna i za navedenu zamjenu o’. Dakle imamo w k., ¥[t/x],
tj. V(w,y[t/z]o’) = T pa je onda V(w, [V (w,to’)/xz]c) = T. Element
d = V(w,to’) je element iz D, takav da vazi V(w,¢[d/z]oc) = T pa za-
kljuéujemo da je w k&, (3x)1 za proizvoljnu zamjenu o, tj. w E (Iz).

e Neka je sada poslednje primijenjeno pravilo , pri ¢emu z nije slobodna

Yz
promjenljiva u v, tada je ¢ = (V). Uzmi(mo)lﬁroizvoljan Kripkeov model
M = (W, R, D, V) i proizvoljan svijet w iz tog modela. Pretpostavimo da je
formula ¢ tacna u svijetu w, tj. w F 1. Tada svakom zamjenom slobodnih
promjenljvih u ¢ elementima iz D,, dobijamo tacnu recenicu. Dalje, ako je
w E Y 1 wRw' zbog monotonosti relacije zadovoljvosti £ u odnosu na relaciju
R, vazi i w' F . Posmatrajmo sada formulu ¢ = (Vz)iy, ona e biti tacna
u svijetu w, tj. vaziée w F (V)i ako i samo ako za svako w' takvo da je
wRw' i svako d € D,y vazi w' k 1[d/x], a to zaista vazi na osnovu prethodnog
zakljucka, jer z nije slobodna promjenljva u ¢ pa je ¥[d/x] = 1.
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Va)y .
O/ tada je

¢ = Y[t/x]. Uzmimo proizvoljan Kripkeov model M = (W, R, D, V) i pro-
izvoljan svijet w iz tog modela. Pretpostavimo da je w £ (Vx)y, na osnovu
definicije 2.2.4 to znaci da za svako w’ € W takvo da wRw' i svako d € D, vazi
w F [d/x], kako je relacija R refleksivna vazi wRw te na osnovu navedenog
imamo da za svako d € D,, vazi w F ¢[d/x]. Za formulu 9[t/x] vazi w E [t/ x]
ako i samo ako za svaku zamjenu (supstituciju) o = [dy/y1, .. ., d,/ys], gdje su
Y1, - - -, Yn slobodne promjenljve u ¥[t/x] i dy,...,d, € D, vazi w E ¢[t/z]o, a
to je tacno jer smo zakljucili da za svako d € D,, vazi w & ¢[d/z].

e Posmatrajmo slucaj kada je poslednje primijenjeno pravilo

]
. . o L (Fx)e -
e Pretpostavimo da je poslednje primijenjeno pravilo ———— pri ¢emu =

nije slobodna promjenljiva u ¢, ovdje je ¢ = 1. Uzmimo proizvoljan Kripkeov
model M = (W, R, D, V) i proizvoljan svijet w iz tog modela. Pretpostavimo
da vazi w E (3z)p 1 izvodenje ¢ F 9 je kraée duzine nego posmatrano, pa za
njega vazi tvrdenje, na osnovu indukcijske hipoteze. 1z w F (3x)¢p zakljucujemo
na osnovu definicije 2.2.4 da postoji d € D,, tako da vazi w F ¢[d/x]. Sada
iz pretpostavke ¢ = 1 i indukcijske hipoteze slijedi w £ ¢[d/x], a kako x nije
slobodna promjenljva u formuli v, to znaci w E .

Time je dokazana teorema saglasnosti. O

Sljedecée definicije preuzete su iz [23].

2.2.9. Definicija Neka suT i A skupovi recenica (dobro zasnovanih formula) jezika
L. Uredeni par (T, A) je konzistentan ako i samo ako ne postoje konacni podskupovi

ToCT @Ay CA takvi da jet ATy = \/ Ay, uzima se daje N0 =T i\/0 = L.
Skup T' je konzistentan ako i samo ako je uredeni par (I',0) konzistentan.

Sa AT oznacavamo konjunkciju svih formula iz skupa T', a sa \/ A disjunkciju
svih formula iz skupa A.

2.2.10. Definicija Neka je C' skup konstanti. Skup recenica (dobro zasnovanih
formula) T jezika L je C-zasiéen ako i samo ako vazi:

1. T je konzistentan;

2.TF¢o=09cly

3oV =TkFoiliTFq;

4. T'F (3x)p(z) = ¢(c) €T, za neko c € C.
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Sljedeca lema kaze da za svaki konzistentan skup I' jezika £ i skup konstanti C
postoji njegov nadskup, koji je C-zasicen.

2.2.11. Lema Neka su skup U i formula ¢ iz jezika L, takvi da T" ¥ ¢,
C ={co,c1,co,...} prebrojiv skup konstanti koji nije u jeziku L i neka je L(C) jezik
L prosiren skupom C. Postoji C-zasicen skup I'Y, takav da T’ C T“ ¢ 'Y ¥ ¢.

Dokaz. Za I'¥ uzimamo |J{I'* : k € N }; Ty = ' . Skup I'*\ Ty je konacan. Skup
I'* definise se induktivno. Ozna¢imo sa g(n), prvi parametar i takav da se ¢; ne
pojavljuje u I' \ I' i numerisimo sve disjunktivne i egzistencijalne formule u jeziku
L(C') sa beskona¢nim ponavljanjem (x;1V xi2): 1 ((3x)1;(2));. Pretpostavimo da je
I'* definisan.

e Akoje k =2niT'* - (32)9,(r), definisemo

PR = 12000 DE U {ah (cq) }

e Akoje k=2n+1iT*F xu1V X2, tada definisemo
Fk-‘rl — F2n+2 — Fk’ U {an}
gdje je i najmanji element skupa {1,2} takav da T*™ U {x,;} ¥ ¢;
e Ako ni prvi ni drugi sluc¢aj ne vaze, definiSemo
I+t =T*,

Sada treba pokazati da je 'Y zasi¢en i I'Y ¥ ¢. Pokazimo prvo da I'Y ¥ ¢. Iz
konstrukcije skupova I'* vidi se da ¢ ¢ I'*, Vk € N, jer ¢ ¢ Iy, a svaki skup I'*
konstruisemo ili dodavanjem formule x takve T*~1 U {x} ¥ ¢, te formula y ne
moze biti ¢ ili dodavanjem formule ¥ (c) € L(c), za ¢ ¢ L, pa ni takva formula
ne moze biti ¢ € L. Pretpostavimo sada suprotno, tj. I'“ - ¢. Tada postoji
niz formula ¥y, s, ..., ¥, € ['Y, koji predstavljaju dokaz za ¢, te vazi ¢ = 1,.
Kako je 1, 1s,... 1, € T¥ = |J{T* : k € N}, za svaku formulu 1;, postoji
[Vi tako da 1); € TV, Uzmimo sada m = max{ji, jo, ..., jn}, kako su skupovi
konstruisani tako da I'* C T**! vazi 9,109, ..., 1, € I'™. Sada, kako znamo
da je ¢ = 1,, imamo ¢ € I'™, Sto je kontradikcija sa prethodno izvedenim
zakljuckom da ¢ ¢ I'*, Vk € N. Pokazimo sada da je I'“ zasi¢en skup. Treba
pokazati da vaze cetiri osobine iz definicije 2.2.10.

1. Pokazimo da je I'* konzistentan. Pretpostavimo suprotno, da nije kon-
zistentan, tada na osnovu definicije konzistentnog skupa 2.2.9 imamo da
postoji konacan skup I'g = {1, ¢s, ..., 1, } takav da vazi
F oy Aa AL AW, = L, §to je na osnovu pravila izvodjenja u sistemu pri-
rodne dedukcije ekvivalentno sa 1y A A. .. A, F L. Kako iz 1 mozemo
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izvesti bilo koju formulu zaklju¢ujemo da vazi L F ¢, sto zajedno sa pret-
hodnim zakljuckom daje ¢y Ao A ... Ay &, tj. V1,09, .0, F @, a
kako je {11,109, ...,¢,} C T dobijamo da vazi I | ¢, $to je kontradik-
cija sa prethodno pokazanim I'Y ¥ ¢.

2. Pokazimo sada da za proizvoljnu formulu ¢ vazi I F ¢ = ¢ € T'*.
Pretpostavimo da vazi I'Y F 1, tada postoji niz formula
X1, X2 - > Xn € I takvih da je dati niz dokaz za formulu ¢ (¢ = x,).
Sada, kako x1,X2,...,Xn € I'¥ = J{I'* : k € N} zaklju¢ujemo da za
svako i, i = 1,2, ...,n postoji I'Vi tako da x; € I'Yi. Uzmimo
m = max{Jji, J2, .-, Jn}, tada x1, X2, .., xn € [, tj.

p=xn eI C| I keN} =T,

time smo pokazali da ¢ € I'*.

3. Pokazimo sada da za proizvoljne formule )y, ¢y vazi
[“F Vipg =T 1y ili I by, Pretpostavimo da vazi I' F 1)y V 1)s.
Tada, postoji niz xi, x2,...,Xxn € 'Y koji predstavlja dokaz za formulu
Y1V Y, te e Xn = 1 Viba. Kako x1,x2,..., xn € I = U{I* : k € N}
za svako x;, 1 € {1,2,...,n}, postoji [V, tako da x; € [Vi. Uzmimo sada
m = max{ji, j2, ..., Jn} ili m = max{ji,j2,...,jn} + 1 tako da m bude
neparno. Tada x1, X2,---,Xn € [, tj. U1 Vb = x, € '™, te
'™ b 4by Vg, Ako bi vazilo "™ U{u1} F ¢ 1 T™U{ie} F ¢, na osnovu pra-
vila izvodenja u sistemu prirodne dedukcije dobili bi T'"™ U {11 V s} = ¢.
Kako je ¥1 V19 € I'™ to bi onda znacilo da I'™ F ¢, odakle bi slijedilo
[ F ¢, a to je kontradikcija sa prethodno pokazanim. Dakle, pretpo-
stavka je pogresna, te vazi I'™ U {1} ¥ ¢ ili I U {19} ¥ ¢. Na osnovu
konstrukcije imamo da vazi T™"! = T™ U {¢;} ili ™ = T™ U {4},
tada ; € T™*Lili ¢, € I™*L. Kako je I™*! C I'“ dobijamo ¢, € I'¥ ili
Yy € ') odakle slijedi I' F 9y ili T | )9, Sto je i trebalo dokazati.

4. Pokazimo da vazi ['Y - (Jz)i(z) = 9(c) € I, za neko ¢ € C. Pretpo-
stavimo da vazi ['Y I (3z)y(z). Tada postoji niz formula
X1, X25 -+ -5 Xn € I, koji je dokaz za formulu (3z)u(x), te vazi
xn = (3z)Y(z). Kako x1,X2,...,xn € [ = U{T* : k € N}, za svako y;,
i €{1,2,...,n} postoji 'V tako da y; € I'Vi. Uzmimo
m = max{ji, j2, ..., jn} ili m = max{j1,j2,...,jn} + 1 tako da m bude
parno, tada x1,X2,...,Xn € I'™, odnosno (3x)Y(z) = x, € I'™ te vazi
'™ b (3z)y(z). Sada, po konstrukciji skupova I'*, k € N, imamo da je
™t =Tm U {y(c)} za neko ¢ € C, te vazi
P(e) € T C | Y{I* : k € N} = I'*, za neko ¢ € C, §to je trebalo
dokazati.

O

Sada ¢emo sliéno kao u iskaznoj logici dati definiciju posebne klase Kripkeovih
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modela, kanonic¢kih modela, koja je preuzeta iz [23].

2.2.12. Definicija Neka je Cy, C1,Cs, ... prebrojiv niz disjunktnih prebrojivih sku-
pova konstanti, koji nisu u jeziku L, oznacimo sa C; uniju CoUCy U ... UC,. Neka
je Uy skup recenica u jeziku L. Tada definisemo kanonicki Kripkeov model

K =(K,C,D,kF) tako da:

1. K se sastoji iz svih skupova I takvih da Ty C T, L(I") = LUC} i T je C-zasi¢en
za neko n;

2. ako je I' C*-zasicen i L(I') = LU C? tada je D(T') = C;
3. za atomicku formulu a € L(D(T)) vazi I' k a ako i samo ako a € T.

2.2.13. Lema U kanonickom modelu IC, za svako I' € K i svaku formulu
¢ € L(D(T)) vazi

I'E ¢ ako i samo ako ¢ € T'.

Dokaz. (<) Ovaj smjer je trivijalan za svaku formulu ¢. Neka formula ¢ pripada

skupu I' (¢ € T"), pretpostavimo da je I proizvoljan kanonicki Kripkeov model, koji

je model skupa I'; tj. svaka formula iz I' je ta¢na u tom modelu, pa je i formula ¢

tacna u tom modelu. Dakle, svaki model skupa I' je i model formule ¢, te vazi I" E ¢.
(=) Ovaj smjer dokazujemo indukcijom po slozenosti formule ¢.

e Ako je ¢ = a atomicka formula, tvrdenje vazi po definiciji kanonickog modela
2.2.12.

e Pretpostavimo da je ¢ = ¥y Ay idavazi ' E ¢ tj. T' F ¢y Ay, tada vazi
' E )y i T E 4y, na osnovu indukcijske hipoteze svaka formula manje slozenosti
od formule ¢ zadovoljava tvrdenje, a formule 17 i 99 su manje slozenosti, te
vazi ¥ € I'i ¢y € T'. Odatle vazi i ' - ¢ i I' F 1o, jer iz skupa formula
se moze izvesti svaka formula, koja pripada tom skupu. Na osnovu pravila
izvodenja u sistemu prirodne dedukcije mozemo da zakljué¢imo da I" F 11 A 1o,
te na osnovu definicije 2.2.10 slijedi da vazi ¥; Ay € T'.

e Neka je ¢ = U1 V 1)y 1 pretpostavimo da vazi I' £ ¢ tj. ' F 91 V ¢y. Na
osnovu definicije relacije zadovoljivosti zakljuc¢ujemo da vazi I' E vy ili I" F 1)s.
Formule 1 i 95 su manje slozenosti od formule ¢, a kako na osnovu indukcijske
hipoteze svaka formula manje slozenosti zadovoljava tvrdenje, zakljucujemo da
vazi ¢ € I'ili ¢y € T'. Dalje, vazii I' F 4y ili ' F 19, jer se svaka formula koja
pripada nekom skupu, moze izvesti iz tog skupa. Sada na osnovu izvodenja
u sistemu prirodne dedukcije, zakljucujemo da vazi I' = 1, V 1)5. Na osnovu

definicije 2.2.10 dobijamo da vazi ¥ V ¢y € T'.
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e Posmatrajmo slucaj kada je formula ¢ oblika ¢ = x i kada vazi I" E ¢, tj.
I' E ¢ = x. Sada, za svaki zasi¢en skup I D I' vazi I £ ¢ = I £ x.
Pretpostavimo da vazi T' ¥ ¢ = x, tada T U {¢} ¥ x, te na osnovu leme 2.2.11
postoji zasi¢en skup IV D I' U {¢}, takav da [V ¥ x. Tada, vazi IV F ¢, ali
na osnovu indukcijske hipoteze vazi IV ¥ x , §to nas dovodi do kontradicije sa
pretpostavkom I' F 1) = y, dakle pretpostavka I' ¥ 1) = y je pogresna, te vazi
I' Y = x i na osnovu 2.2.12 zakljucujemo ¢ = x € I'.

e Pretpostavimo da je ¢ = (Jz)p(z) i ' E ¢, tj. T F (Jz)y(x), tada na osnovu
definicije 2.2.4, vazi I' F ¢(c) za neko ¢ € D(I"). Na osnovu indukcijske hipoteze
imamo da ¥ (c) € I' za neko ¢ € D(I'), a to je na osnovu osobina zasi¢enog
skupa ekvivalentno sa (3x)y(z) € T.

e Neka je ¢ = (Vx)y(z). Pretpostavimo da vazi I' F ¢, odnosno I' E (V)i (z).
Dakle, za svako I" D I' i svako ¢ € D(I") vazi I'' F ¢(c). Pretpostavimo sada da
je I'¥ (Vx)i(x) i I' Cr-zasi¢en. Sada za svako ¢ € C, 11, vazi I' ¥ 9(c), te na
osnovu leme 2.2.11 postoji Cr; , ;-zasi¢en skup I O T', takav da I ¥ 9(c), te vazi
Y¥(c) ¢ TV. Na osnovu indukcijske hipoteze, imamo da vazi IV ¥ ¢(c), §to je u
kontradikciji sa pretpostavkom I' F (Vz)i(x). Pretpostavka I' ¥ (Vx)i(x) nas
je dovela do kontradikcije, te je pogresna. Dakle, imamo da vazi I' - (Vz)i(x)
i na osnovu definicije 2.2.10 slijedi da vazi (Vx)y(z) € I

Time smo pokazali nase tvrdenje. O

2.2.14. Teorema Iz ' F ¢ slijedi I' - ¢.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. ' E ¢ i I' ¥ ¢. Na osnovu leme 2.2.11 postoji
zasi¢en skup I'g takav da I' C 'y i ¢ ¢ I'. Sada na osnovu leme 2.2.13 vazi I'g ¥ ¢.
Skup I' predstavlja svijet kanonickog modela K. Kako je I' C T'y, svaka formula 1
iz skupa I' je u skupu Iy, te na osnovu leme 2.2.13 slijedi I'y £ 1. Dalje, kako je
svaka formula iz I' taéna u svijetu I'y modela I, a formula ¢ nije ta¢na u svijetu I'y
(T'o ¥ ¢), zakljuéujemo da vazi I' ¥ ¢. Ako bi vazilo I" k ¢ onda je svaki model skupa
I' i model za formulu ¢, a svijet I'y ne zadovoljava to svojstvo, pa zaklju¢ujemo da
vazi I' ¥ ¢, sto je u kontradikciji pretpostavkom I' E ¢. Dakle, nasa pretpostavka
I' ¥ ¢ je pogresna, jer nas je dovela do kontradikcije, te vazi I' = ¢, sto je trebalo
dokazati. O

2.2.15. Teorema I' F ¢ ako i samo ako ' - ¢.

Dokaz. Na osnovu 2.2.8 1 2.2.14. O
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2.3 Kripkeove semantike za modalnu logiku

U ovom dijelu ¢emo dati kratak uvod u Kripkeove semantike za intuicionisticku
modalnu logiku, navodeéi neke njihove osobine. Modalna logika koju ovdje posma-
tramo, je modalna iskazna logika, odnosno iskazna logika prosirena modalnim ope-
ratorima.

Za definisanje Kripkeovih modela u intuicionistickoj modalnoj logici koristili smo
[21].

2.3.1. Definicija Kripkeov okvir za intuicionisticku modalnu logiku je uredena trojka
(W, <, R), gdje je W neprazan skup svjetova, < refleksivna i tranzitivna relacija
na skupu W i R binarna relacija na skupu W, relacija dostiznosti svjetova.

Mozemo primijetiti da u iskaznoj i predikatskoj logici, u Kripkeovom okviru fi-
gurise samo jedna relacija na skupu W, dok su ovdje neophodne dvije. Moze se
pretpostaviti da ¢e ove dvije relacije biti povezane i ta njihova povezanost je iska-
zana sa sljedece dvije osobine, koje ¢e vaziti u Kripkeovom okviru za intuicionisticku
modalnu logiku (sistem IK):

1. Ako je w < w' i wRv tada postoji v’ tako da je w' Rv' i v </,
2. Ako je v <v' i wRv tada postoji w’ tako da je w' Rv' i w < w'.

Ovdje je relacija R definisana kao binarna relacija, bez dodatnih osobina. Ako
se prisjetimo, kad smo definisali sisteme modalne logike, osnovni sistem IK smo
predstavili sistemom prirodne dedukcije, gdje je relacija dostiznosti R bila proizvoljna
binarna relacija, bez dodatnih osobina. Ukoliko je relacija imala odredene osobine,
dobijali smo sisteme modalne logike jace od IK. Ukoliko je relacija R bila refleksivna
dobijali smo sistem I'T, za refleksivnu i tranzitivnu relaciju smo dobijali sistem 1S4,
a za refleksivnu, simetricnu i tranzitivnu relaciju R dobijali smo sistem IS5. Na
slican nacin se definisu i Kripkeovi modeli. Definise se Kripkeov model za osnovni
sistem intuicionisticke modalne logike IK, a zatim dodavanjem navedenih osobina
relaciji dostiznosti svjetova R i joS nekih osobina koje povezuju relaciju R i relaciju
<, dobijaju se Kripkeovi modeli za sisteme intuiocionisticke modalne logike I'T, IS4

i IS5.

2.3.2. Definicija Kripkeov model za intuicionisticku modalnu logiku (IK) je uredena
cetvorka M = (W, <, R, V), gdje je (W, <, R) Kripkeov okvir za intuicionisticku
modalnu logiku (IK), a V' funkcija V: W x Var — {T, L}, koja svakom svijetu i
iskazu dodjeljuje vrijednost iz skupa {T, L} i ima sljedeéu osobinu:

Ako je V(w,p) =T iw < ' tada vazi V(w',p) = T.

Sa V(w,p) = T oznacavamo da je iskaz p tac¢an u svijetu w, odnosno sa
V(w,p) = L da iskaz p nije tacan u svijetu w. Sada ¢emo dati definiciju relacije
zadovoljivosti F na skupu W x Form, gdje je Form skup svih formula modalne
logike. Ako je formula A tacna u svijetu w, tj. ako je V(w, A) = T pisac¢emo w & A.

43



2.3. KRIPKEOVE SEMANTIKE ZA MODALNU LOGIKU Simona Kasterovic¢

2.3.3. Definicija Relacija zadovoljivosti E definise se indukcijom po sloZenosti for-
mule:

w kE p ako i samo ako je V(w,p) = T;

wk L;

wkE AN B ako i samo ako wE A i wE B;

wkE AV B ako i samo ako wE A ili w E B;

wkE A= B akoisamo ako za svako w' takvo da wRw', ako vazi w' F A tada
vazi w' E B;

wkE OA ako samo ako postoji w' € W takvo da wRw' vazi w' E A,

wE OA ako i samo ako za svako w' € W takvo da w < w' i svako u € W ako je
w'Ru tada vazi u E A.

Kao sto smo vec ranije naveli, ovako definisan Kripkeov model je model za osnovni
sistem intuicionisticke modalne logike IK.

Ako je formula A taéna u svakom svijetu modela M onda je M model za for-
mulu A i pisSemo M E A. Ako postoji model u kome je formula taéna onda je ona
zadovoljiva. Formula koja je tacna u svakom modelu je valjana.

I u intuicionistickoj modalnoj logici, kao i u iskaznoj i predikatskoj relacija zado-
voljivosti je monotona u odnosu na relaciju < o ¢emu govori sljedeca lema.

2.3.4. Lema Ako vazi wkE A i w < w' tada vaZi i w' E A.

Dokaz. Dokazujemo indukcijom po slozenosti formule A. Slucajevi kada je formula
dobijena od formula manje slozenosti pomocu logickih veznika se pokazuju analogno
kao u potpoglavlju 2.1 u lemi 2.1.5. Tako da ovdje razmatramo samo slucajeve sa
modalnim operatorima.

e Neka je A = OB. Pretpostavimo da w F OB i w < w’. Na osnovu definicije
2.3.3 iz w F OB slijedi da postoji v € W takvo da wRv i v £ B. Kako imamo
da vazi w < w’ i wRv, na osnovu prve osobine koja povezuje ove dvije relacije
mozemo zakljuciti da postoji v’ tako da w'Rv’ i v < v'. Dalje, kako je v £ B
i v < ' na osnovu indukcijske hipoteze tvrdenje vazi za svaku formulu manje
slozenosti od formule A, pa vazi za formulu B, odnosno mozemo zakljuciti
v' E B. Ako uzmemo u obzir da vazi w’Rv’ na osnovu definicije 2.3.3 imamo
da vazi w’ E OB §to je i trebalo dokazati.

e Neka je A = OB. Pretpostavimo da w F OB i w < w’. Na osnovu definicije
2.3.3 iz w E OB slijedi da za svako v takvo da w < v svako u takvo da v Ru vazi
u E B. Treba pokazati w’ £ OB odnosno da za svako v" takvo da w’ < v’ i svako
v’ takvo da v'Ru’ vazi v/ £ B. Uzmimo proizvoljno v’ takvo da vazi w’ < v
i proizvoljno u' takvo da v'Ru’. Kako je w < w' i w' < o' i < tranzitivna
relacija slijedi da je w < v/, sada iz w £ OB i 2.3.3 zakljucujemo v’ £ B, ¢ime
je pokazano da vazi w' F OB.

Time smo pokazali lemu. O

I ovdje vazi teorema potpunosti i mi ¢emo je samo navesti bez dokaza.
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2.3.5. Teorema Iz ' = A slijedi I' - A.

Ovdje ¢emo stati sa proucavanjem Kripkeovih modela za intuicionisticku modalnu
logiku. U ovom radu je akcenat ipak na Kripkeovim modelima za intuicionisticku
iskaznu i predikatsku logiku, dok smo za modalnu logiku dali samo kratak pregled.
Ukoliko su ¢itaoci zainteresovani da se detaljnije upoznaju sa Kripkeovim semanti-
kama u intuicionistickoj modalnoj logici mogu pogledati [1, 12, 17, 21, 22].
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Glava 3

Kripkeove semantike za lambda
racun

Razvoj formalnih ra¢una poceo je pocetkom XX vijeka, jer se pojavila teznja
matematicara za formalizacijom matematike. Matematicari su tezili da konstruisu
formalni sistem, koji bi se sastojao od konacnog broja aksioma i pravila izvodenja,
a pomocu kojeg bi se mogla izgraditi cijela matematika. Ovim problemom su se
matematicari bavili sve do Godel-ove teoreme, kojom je dokazano da je ovakva for-
malizacija matematike nemoguca. Iako se nije mogla formalizovati cijela matematika,
stvorena je ideja formalizacije njenih pojedinih dijelova.

A-racun je formalni sistem matematicke logike, [2]. Formalizam A-rac¢una je razvio
Alonzo Church 1930-ih godina. Ovaj formalni sistem se moze nazvati najmanjim
univerzalnim jezikom, univerzalan je u smislu da se svaka izracunljiva funkcija moze
predstaviti u A-racunu. Veza A-racuna i intuicionisticke logike je u tome sto su prema
Curry-Howard-ovoj korespodenciji, prirodna dedukcija za intuicionisticku logiku i
A-racun sa tipovima uzajamno odgovarajuci sistemi, tako da pojednostavljivanje
dokaza odgovara redukciji A-izraza, odnosno izvrsavanju programa.

Jedna od bitnijih uloga formalnih sistema jeste njihov uticaj na razvoj racunarstva
i programskih jezika. A-racun predstavlja osnovu za funkcionalno programiranje.
Funkcionalni programski jezici spadaju u grupu deklarativnih programskih jezika
koji imaju jasnu vezu sa matematickom logikom. Funkcionalno programiranje pred-
stavlja vezu izmedu formalnih matematickih metoda i prakti¢ne primjene. Citaoci
koj zele detaljnije da se upoznaju sa lambda racunom i njegovom ulogom u funkcio-
nalnom programiranju mogu pogledati [4, 10].

3.1 Osnovni pojmovi lambda racuna
Najprije ¢emo uvesti osnovne pojmove A-racuna. Definisa¢emo sintaksu A-rac¢una,

predstaviti A-racun bez tipova, a zatim i A\-racun sa tipovima. Tipskih sistema ima
viSe, mi ¢emo predstaviti samo osnovni tipski sistem. Za predstavljanje osnovnih
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pojmova lambda racuna koristili smo [2, 3].
Izrazi u A-racunu nazivaju se A-izrazi (A-termi). Osnovni izrazi su promjenljive
V ={z,y,z,...}. Na promjenljve djelujemo operatorima apstrakcije i aplikacije.
Apstrakciju definiSemo A-izrazom Ax. M, gdje je M izraz koji zavisi od promjen-
ljive x, tj. M = MJz]. Apstrakcija od izraza M pravi unarnu funkeciju, tj. ovako
definisana apstrakcija predstavlja funkciju  — M|z].

3.1.1. Napomena Simbol = oznacava da je nesto sintaksno ekvivalentno.

Aplikaciju definiSemo A-izrazom M N, gdje su M i N A-izrazi. M mozemo po-
smatrati kao funkciju, koju primjenjujemo na argument N. U aplikaciji prvi A\-izraz
se naziva operator, a drugi operand. Svaki A-izraz moze da bude operator ili operand
u aplikaciji, sto pruza veliku slobodu u modelovanju.

Skup A-izraza obiljezava se sa A. Promjenljive ¢emo oznacavati sa z,¥, z, ..., a
M-izraze sa M, N, L, .... Predstavljamo formalnu definiciju A-izraza.

3.1.2. Definicija Skup A\-izraza A definise se induktivno:
1. x € A;
2. M e N= \x.M e A;
3. M,N eA= MN € A;
pri cemu je x u tackama 1. @ 2. proizvoljna promjenljiva.
Definicija M-izraza u Bachus-Naurovoj formi je data na sljede¢i nac¢in:
M = x| \x. M|MM.
Koristi¢emo sljedece skracene zapise:
o \r1.(Axo.(... Az, M) .. ) = Ay .oy M
o (...((MiM3)Ms3)...M,)= M{MsMs...M,.

Sada dajemo definiciju slobodnih i vezanih promjenljivih. Promjenljiva = je ve-
zana ukoliko se nalazi pod dejstvom operatora apstrakcije u suprotnom je slobodna.
Ista promjenljiva se u jednom izrazu moze pojaviti i kao slobodna i kao vezana.

3.1.3. Definicija Skup slobodnih promjenljivih u izrazu M oznacava se sa FV (M)
i definise se induktivno:

o FV(z)={z};
o FV(\z.M) = FV(M)\ {z};
e FV(MN) = FV(M)U FV(N).
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3.1.4. Definicija \-izraz koji nema slobodnih promjenljivih naziva se zatvoren izraz
ili kombinator. Skup svih zatvorenih \-izraza oznacava se sa A°.

3.1.5. Primjer Navodimo primjere nekih kombinatora:

o [ = )x.1;

o K = \xy.x;

o S =\ryz.xz(yz).

Sa [N/x]M oznacavamo izraz, koji se dobije od izraza M, gdje su sva slobodna
pojavljivanja promjenljve x zamijenjena izrazom N.

3.1.6. Definicija Pojam zamjene (supstitucije) definise se na sljedeci nacin:

[N/z]z = N;

(N/zly =y, x #y;

(Ay.[N/a]M) = My ([N/z]M), v #y, y ¢ FV(N);
[N/x](MyMs) = ([N/x]My)([N/2]Ma).

Jednakost \-izraza definise se na sljedeé¢i nacin.

3.1.7. Definicija Formule oblika

gdje su M, N X-izrazi, definisu se pomocu sljedecih aksioma i pravila:

1.

7.

S v e e

M = N,

(Ax.M)N = [N/z|M  B-redukcija (5 pravilo);
M= M;

M=N=— N=M;

M=NN=L= M=1L;

M=N=— MZ=NZ;

M=N=ZM =ZN;
M=N= \x.M = \z.N.

Sada ¢emo predstaviti osnovni tipski sistem.

Osnovni tipski sistem oznac¢avac¢emo sa A_,.

Jedini operator ovog sistema je —

pomocu kojeg se od tipskih primjenjivih grade tipovi. Glavna ideja ovog sistema je
da ako je izraz M ima tip 0 — 7 (M : 0 — 7) i izraz N ima tip o (N : o), tada
je aplikacija M N definisana i ima tip 7 (M N : 7), pri ¢emu M posmatramo kao
funkciju iz skupa izraza tipa o u skup izraza tipa 7.
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3.1.8. Definicija Neka je A = {«, 3,...} neprazan skup tipskih promjenljvih (atomickh
tipova). Skup osnovnih tipova nad A, u oznaci T = T* definise se induktivno:

1. svaka tipska promjenljva je tip (atomicki)

a€A=acT;

2. ako su o 1 T tipovi, onda je 1 0 — T tip

ooteT=0—71€T.
Definicija tipova u Bachus-Naurovoj formi data je na sljede¢i nacin:
o= alo — o.
3.1.9. Definicija
e Dodjela tipa je izraz oblika M : o, gdje je M A-izraz, a o tip.
e Dodjela tipa u kojoj je izraz promjenljiva, x : o, naziva se deklaracija.

o Skup ' = {x1 : 01,...,2, : 0.} u kome je svaka promjenljiva x; deklarisana
najvise jednom, predstavlja bazu dodjele tipova.

U izrazu oblika M : o, izraz M je subjekat, a tip o predikat i ¢itamo ga ,,izraz
M ima tip o”. Koristi¢emo sljedecu skra¢enicu I';z : 0 = T' U {z : o}, pri ¢emu
pretpostavljamo da se x ne pojavljuje u I'. Kada kazemo dodjela tipova I', mislimo
na dodjelu tipova ¢ija je baza I

3.1.10. Definicija Izraz M : o se moze izvesti iz I', ako se I'> M : 0 moZe izvesti
pomocu sljedece aksiome i pravila izvodenja.

(aksioma) riodbx:io

I'sM:0—-7 T'bN:o

)
(= ) I'>MN :T
I'z:ovpM: 7
(= >N M):0—T1
i I'sM:t
(add var) 'e:ovpM: 7

49



3.2. KRIPKEOVI LAMBDA MODELI Simona Kasterovi¢

Kazemo da je izraz dobro tipiziran ako je dobijen na osnovu navedenih pravila.

Izraz napisan u formi I'> M : 7 znaci da je izraz M tipa 7 u odnosu na bazu
I'. Ako je I'> M : 7 dobro tipiziran izraz onda se sve slobodne promjenljve iz M
pojavljuju u I'.

Mozemo primijetiti da u sklopu sintakse A-izraza imamo Kripkeovu strukturu.
Dodjelu tipova I' mozemo tumaciti kao ,,moguéi svijet”, tada izraz I'> M : o in-
terpretiramo na sljede¢i nacin ,,M je definisano i ima tip ¢ u svijetu I'”. Prirodni
poredak na dodjelama tipova jeste sadrzanost (inkluzija), sto nam zajedno sa pravi-
lom izvodenja (add var) obezbjeduje da ako je izraz M definisan i ima tip o u svijetu
I', tada on ostaje definisan sa tipom o u svakom svijetu I, takvom da je IV > T
Dakle, mozemo zakljuéiti da éemo u svakom svijetu IV > I imati bar elemente od T,
ali IV moze i da sadrzi izraze koji nisu u I'.

Definisali smo pojam kombinatora i naveli neke primjere, sada ¢emo predstaviti
izvodenje tipa kombinatora K odnosno pokaza¢emo da je navedeni kombinator tipa
o—T—0.

3.1.11. Primjer K:0 -7 =0

[z : o]}
ANyx:T—=0
ATy.x .0 =T —0

3.2 Kripkeovi lambda modeli

Slicno kao kod Kripkeovih modela u prethodnoj glavi, Kripkeov model ¢e se
sastojati od skupa svjetova W, koji ¢e biti parcijalno ureden relacijom <. Za svaki
svijet w € W i tip o postojace skup elemenata, koji su u svijetu w tipa . Modeli ¢e
imati osobinu da ako je neki element tipa o u svijetu w, tada za svaki svijet w’ € W
takav da vazi w < w’, navedeni element ostaje tipa o u svijetu w'.

Prije nego navedemo definiciju Kripkeovih lambda modela, odnosno modela za
lambda racun sa osnovnim tipskim sistemom, uves¢emo neke nove pojmove i osobine,
koji ¢e pomoci pri definisanju i razumijevanju navedenih modela i koji su preuzeti iz
[19].

Kripkeovi lambda modeli se definisu koriste¢i pomoéni pojam aplikativne struk-
ture.

Sljede¢u definiciju smo preuzeli iz [19)].

3.2.1. Definicija Kripkeova aplikativna struktura je uredena petorka
A= (W, < {AL} {Appy" A0 w )
koja se sastoji 1z:

o skupa mogucih svjetova W, koji je parcijalno ureden relacijom <;
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o familije { A%} skupova indeksiranih tipovima o i svjetovima w € W;

o famlije {AppS™} | aplikativnih funkcija” AppZ™ : AT x A7 — A7 | indeksira-
nth parovima tipova o, T 1 svjetovima w € W ;

an o ;- » O . ag ag S S y Y Y Y
o familije {Zw,w’} sfunkceija prelaza” i, o Ay — A7, indeksiranih tipovima o i
parovima svjetova w < w'.

Navedeni pojmovi treba da zadovoljavaju odredene osobine, koje ¢emo ovdje
predstaviti.
Funkcija prelaza iz A9 u A je identitet.

(id) i ¢ Ag — A7, je identitet.
Na funkcije prelaza moze se primijeniti kompozicija na sljede¢i nacin:

o v / 7
(comp) Gt © Ly = gy o 22 SVE W < W' <’

Na osnovu prethodne osobine iz A7 u A, postoji samo jedna funkcija prelaza za
sve w < w'.
U datoj strukturi vazi komutativnost aplikacije i funkcije prelaza.

(nat) (Vf € A7) (Va € A7)

b (Appyy (f, a)) = AppyT (%0 f) (15,00 @))

Kada pravimo model na osnovu Kripkeove aplikativne strukture, mozemo naici
na dva problema. Moze da se desi da je tip 0 — o prazan, te je nemoguce identifi-
kovati funkciju Az : o.x. Drugi problem na koji mozemo naici jeste da dva razlicita
elementa funkcionalnog tipa imaju isto funkcionalno ponasanje, tj. da aplikacija
nije ekstenzionalna, sto bi nas dovelo do toga da A-izraz Az : o.M nije jednoznacno
odreden. Ova dva moguca problema se rjesavaju uvodenjem dodatna dva uslova za
Kripkeovu aplikativnu strukturu.

Jedan od dodatnih uslova je da aplikacija bude ekstenzionalna. Uobicajeni uslov
za ekstenzionalnost jeste da iz fz = gz (gdje je x odgovarajuceg tipa) slijedi da vazi
f = g. Kod Kripkeovih aplikativnih struktura elemente f,g € A7~ ne posmatramo
samo kao funkcije iz A7 u A], nego i kao funkcije iz A7, u A7, za sve w’ > w.

w?
Ekstenzionalnost aplikacije se definise na sljede¢i naé¢in:

Za svako f,g € A7 vazi ((Yw' > w)(Va € A7) ((i, o0 fla = (ig, 0w 9)a)) = f = g.

w,w’

Da bi Kripkeova aplikativna struktura imala dovoljno elemenata da interpre-
tiramo svaki A-izraz, dovoljno je definisati kombinatore K i S. Globalni element

51



3.2. KRIPKEOVI LAMBDA MODELI Simona Kasterovi¢

a : o od A se definise kao preslikavanje w — a,,, koje svijetu w dodjeljuje element
aw € A, tako da za sve w' > w vazi i, ,,(aw) = a,. Na primjer, u logickim for-
mulama konstante predstavljaju globalne elemente. Kripkeova aplikativna struktura
ima kombinatore ako za sve tipove p, g, 7 postoji globalni element K, tipaoc — 7 — o
i globalni element S, tipa (p — 0 — 7) = (p = 0) = p — 7, tako da vazi

(K) AKzy = x

(S) AeSzyz =22 (y 2).

U navedenim uslovima pretpostavljamo da su x,y, z odgovarajuceg tipa.

3.2.2. Definicija Kripkeov lambda model A je Kripkeova aplikativna struktura koja
je ekstenzionalna i ima kombinatore.

Izrazi i njihovi tipovi definisani su dodjelom tipova definisanoj u 3.1.9 i pravilima
izvodenja datim u 3.1.10.

Sada kada smo definisali Kripkeov model, koji sadrzi skup moguéih svjetova, izraz
x : oM : 7 tumacimo na sljedec¢i nacin ,,u svakom svijetu w ako je x tipa o u svijetu
w, onda je izraz M tipa 7 u datom svijetu”.

U lambda ra¢unu sa tipovima, paznju ¢emo posvetiti jedna¢inama izmedu izraza
istog tipa. Jednacine pisemo u formi I'> M = N : 7, gdje pretpostavljamo da su
izrazi '> M : 7 i I'> N : 7 dobro tipizirani izrazi. Navedene jednacine u potpunosti
definise sistem aksioma i pravila izvodenja, koji smo preuzeli iz [19] i koji ovdje

predstavljamo.
Aksiome:
() Xz :oM=MNy:oly/z]M, gdjey ¢ FV (M)
(8) I'>(Az:0.M)N = [N/z|M
(n) Xz :oMx=M, gdjex ¢ FV(M)
(ref) 'sM=M:o
Pravila izvodenja:
'>M=N:o
(sym) ToN=M:o
; 'sM=N:o, I'b N=P:o
(trans) ToM=P:o
'>My=My:0—717, I'>Ny=Ny:0
(cong)

I's MiNy = MyNy - 7
Ne:o>M=N:71
FeXx:oM=Xx:0N:o—rT
I'sM=N:o
INz:toM=N:o0o

3,

(add var)
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Neka je £ skup jednacina, ako se izraz I'> M = N : 0 moze izvesti iz skupa & na
osnovu navedenih aksioma i pravila izvodenja, tada pisemo £+ T'>M = N : 0.

3.2.3. Definicija Okolina n za Kripkeovu aplikativnu strukturu A je parcijalno
preslikavanje promgenljivih i svjetova u elemente skupa A, takvo da vazi
(env) Ako je nzw € A7, i w' > w tada vaZi nzw' = i, (nrw).

Ako je n okolina i a € A7, sa nfa/x] se oznacava okolina, koja se od 7 razlikuje

w?

samo na mjestu promjenljive x, odnosno dobijena od 7 supstitucijom promjenljive x
sa elementom a 1 za sve w’ > w vazi

(nla/z])zw’ =7, ,a.

Za w' za koje ne vazi relacija w’ > w uzimamo da je (n[a/x])zw’ nedefinisano.

Neka je n okolina aplikativne strukture A i I" dodjela tipova, ako zasvakox : 0 € T’
vazi nzw € A9, kazemo da w zadovoljava I" u 1 i pisemo w k I'[]. Primijetimo da
izwkEnliw<w slijedi da vazi w' = T'[n).

3.2.4. Definicija Za Kripkeovu aplikativnu strukturu A i okolinu n takvu da
w E L[], definise se znacenje izraza I'> M : o u okolini n i svijetu w, u oznaci
[T'> M : o]nw, indukcijom po strukturi izraza.

o [I'>a:o]nw=nrw;
o [I'>MN :7]nw = AppZ ™ ([I'> M : 0 — 1]nw)([I'> N : o]nw);
[

o ['bAx:0.M:0o— Tnw = jedinstveno d € A% takvo da za sve a € A%, i
w' > w vazi Appy) (i, 7d)a = [,z : o> M : 7]nla/z]w’.

3.2.5. Definicija

1. Ako iz w E Tn] slijedi [I'> M : onw = [I'> N : o]nw, kaZemo da jednacina
I'>M = N : 0 vazi u svijetu w i okolinin i piSemo wE (I'> M = N : o)[n).

2. Model A zadovoljava jednacinu I'> M = N : o, piSemo AET'>M = N : o,

ako je jednacina zadovoljena za svaki svijet w 1 okolinu 1.

3.2.1 Teorema potpunosti

Leme tranzicije i supstitucije preuzete su iz [19)].

3.2.6. Lema (Lema tranzicije). Neka je A Kripkeov lambda model i  okolina,
koja zadovoljava I' v w. Tada za svako w' > w vazi

[To M :ofnw' =i, ([0 > M : olnw).
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3.2.7. Lema (Lema supstitucije). Neka je A Kripkeov lambda model n okolina,
koja zadovoljava I' w w. Za sve dobro tipizirane izraze ' N : ot U,z : o> M : T
vazi

[T [N/z|M :7]nw = [T,z : 00 M : 7](n[[l' > N : o]nw/z])w.
Teorema saglasnosti moze se naci u [19] bez dokaza.

3.2.8. Teorema Neka je € skup dobro tipiziranih jednacina. Ako EFTeM = N : o,
tada svaki model koji zadovoljava & takode zadovoljava i I'> M = N : o, .
EE>M=N:o0.

Dokaz. Lemu dokazujemo indukcijom po duzini izvodenja € - I'> M = N : 0.
Posmatramo poslednji korak u izvodenju. Bazni slucajevi su ako je izvodenje nastalo
primjenom aksiome, dok u ostalim slu¢ajevima posmatramo poslednje primijenjeno
pravilo, pretpostavljamo da model zadovoljava hipotezu i pokazujemo da zadovoljava
i formulu u zakljucku. Uzimamo proizvoljan Kripkeov model A. U zavisnosti od toga
koje je poslednje pravilo (ili aksioma) primijenjeno, posmatramo sljedece slucajeve.

e Pocnimo sa slucajem kada je primijenjena aksioma

FoXx:oM =Ny :oy/z|M,y ¢ FV(M). Treba pokazati da svaki model
zadovoljava datu jednacinu, tj.

AT Ax:0.M = \y:o.ly/z]|M . Za svaki svijet w iz modela A i okolinu 7
treba da vazi [I'> Az : o.M]nw = [I'> Ay : o.[y/x]M]nw. Kako aksioma («)
samo vrsi preimenovanje vezane promjenljive, tj. navedeni izrazi se razlikuju
samo u imenu promjenljve, vrlo je jasno da oni imaju isto znacenje i da vazi
navedena jednakost.

e Neka je sada primijenjena aksioma I'> (Az : o.M )N = [N/z]M. Treba pokazati
da model zadovoljava datu jednac¢inu, tj. Ak I'> (Ax : o.M )N = [N/z|M.
Uzmimo proizvoljan svijet w iz modela A i okolinu 7 treba pokazati
[C>(A\x:o.M)N : 7Jnw = [I'> [N/z]M : T]nw.

Koristi¢emo definiciju [['>Ax : o.M : 0 — 7] g gdje je d € A7 jedinstveno
tako da vazi za svako w' > wia € A7,

Appy) (igrd)a = [L,z : o> M : 7]na/z]w’

pri ¢emu navedenu jednakost koristimo za w > w ia = [I'> N : o]nw. Primi-
jetimo da je i 27 (d) = d, jer je funkcije 47, , identitet.

[C>Ae:0.M:0—71)(N:o)|ygw o
def

Appe™([T> Az : o.M : 0 — 7]nw, [['> N : o]nw) =
App7(d, [T> N = onw) =

(ITz:00 M :7]n[[L'> N : o]nw/z|w,)
[T'> [N/z|M : T]nw

3.2.7
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e Pretpostavimo da je primijenjena aksioma 't (Az : o.M)x = M, x ¢ FV(M).
Treba pokazati da model zadovoljava datu jednacinu, t;j.
AT (Ax:0.M)x = M. Uzmimo proizvoljan svijet w iz modela A i okolinu
7, treba pokazati
[C>Ae:oM:o— 7)(zx:o))pw = [I'>M: 7]npw. Pokazuje se slicno kao
prethodni slucaj za N = x.

e Posmatrajmo slucaj kada je primijenjena aksioma I'>M = M. Treba pokazati
da model zadovoljava datu jednacinu, tj. A F I'>M = M . Uzmimo proizvoljan
svijet w iz modela A i okolinu 7 treba pokazati [I'> M : o]nw = [['>M : o]nw.
Ovaj slucaj je trivijalan, jasno je da vazi jednakost.

I'>M=N:o

e Neka je sada poslednje primijenjeno pravilo ToN = o i da model A za-
dovoljava jednacinu I'> M = N : ¢. Dakle, za proizvoljan svijet w iz modela i
proizvoljnu okolinu 7 imamo da vazi [I'> M : o]nw = [I'> N : o]nw. Jasno je
da na osnovu simetricnosti relacije jednakosti vazii [['>N : o] = [I'> M : o],
tj. za proizvoljan svijet w i okolinu n vazi w E (I'> N = M : o)[n], $to nam
govori da model A zadovoljava i zakljucak, odnosno jednac¢inu I'> N = M : o.

) ) ) o I'vM=N:oc I'>bN=P:o
e Pretpostavimo da je poslednje primijenjeno pravilo ol =P o

i da model A zadovoljava jednac¢ine I'>M = N : 6 iI'b N = P : 0. Da-
kle, za proizvoljan svijet w iz modela i proizvoljnu okolinu 7 imamo da vazi
[C>M:ojnpw=[>N:ojpwi[l'>N:ojpw = [I'>P : o]nw. Jasno je da
na osnovu tranzitivnosti relacije jednakosti vazi i
[C'>M:o]nw=[>N:ojqpw=[I'> P :o]nw, tj. za proizvoljan svijet w i
okolinu n vazi w = (' M = P : o)[n|, $to nam govori da model A zadovoljava

i zakljucak, odnosno jednacinu ' M = P : 0.

e Posmatrajmo slucaj kada je poslednje primijenjeno pravilo

I'sMi=My:0—>7 I'bNy=Ny:0
FI>M1N1 = M2N2 T

' My =My :0 —7il'> Ny = Ny : 0. Dakle, za proizvoljan svijet w iz
modela i proizvoljnu okolinu 7 imamo da vazi
[C>My:0—=71nw=[>Ms:0— 7pwi[l'>N;:o]pw=[Tv>N;:o]nw.
Sada na osnovu definicije znacenja izraza (3.2.4) i navedenih jednakosti imamo
da vazi [I'> MiNy : 7|nw = AppZ ™ ([T'> My : 0 — 7]nw, [I'> Ny : o]pw) =
Appo™([L'> My : 0 — 7]nw, [I'> Ny @ o]npw) = [['> MaNy : 7]nw, tj. za
proizvoljan svijet w i okolinu n vazi w £ (I'> M1 Ny = MyN, @ 7)[n], $to nam
govori da model A zadovoljava i zakljucak, odnosno jednacinu
FI>M1N1 = MQNQ T,

i model A zadovoljava jednacine

I'N'e:ooM=N:T1

T ) FD)\J':U.M:)\Q}ZU.NIQ—)'TI
neka model A zadovoljava jedna¢inu I', x : oM = N : 7. Dakle, za proizvoljan

e Neka je sada poslednje primijenjeno pravilo
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svijet w iz modela i proizvoljnu okolinu 7 imamo da vazi
[C,z:o>M:7]nw=[C,z:0> N :7]nw.
Treba pokazati da vazi
[C>Az:0M:0—1jnw=[>Ax:0.N:0— 1|nw.
Na osnovu definicije znacenja izraza imamo da je
[C>Az:0.M:o— T]nw = d,

gdje je dy € A777 jedinstveno tako da za svako w’ > w i svako a € A7, vazi
Appy) (15 2idy)a = [0z o> M = 7]nla/z]w'’.

Slicno, [I'>Ax : 0.N : 0 — T]|nw = dg, gdje je dy € A" jedinstveno tako da za
svako w' > w i svako a € Af, vazi Appy) (i idy)a = [[', 2 : o> N : 7]nla/x]w’.
Sada, na osnovu jednakosti

[T,z :op M :7]nw =[x : 0> N : 7]nw i jedinstvenosti elemenata d; i d
mozemo zakljuciti da vazi d; = dy. Dakle, model A zadovoljava i zakljucak,
odnosno jednacinu I'> Ax : o.M = Az : o.N : 0 — 7.

: : o : '>M=N:o
e Pretpostavimo da je poslednje primijenjeno pravilo o 7oM=N.o ida
model A zadovoljava jedna¢inu I'> M = N : . Dakle, za proizvoljan svijet w iz
modela i proizvoljnu okolinu 1 imamo da vazi [I'> M : onpw = [I'> N : o]nw.
Treba pokazati da vazi [I'z : 7> M : ojpw = [Iz : 7> N @ o]nw, za
proizvoljan svijet w modela A i okolinu 7. Na osnovu aksiome (1) iz jednakosti
[C'>M:ojnw=[I'>N : o]nw slijedi da vazi

[C>M\e:7M)x:7—ojnpw=[> Az :7.N)x: 7 — o]nw.

Sada na osnovu definicije 3.2.4 imamo da vazi.

[T>(Ax 2 7.M)x : 7 — o]nw = d; jedinstveno tako da za svako w’ > w i svako
a € Ay, vazi

Appy) (il wdy)a = L,z 7> M : o]nla/z|w’.

[I'>(Az : 7.N)x : T — o]nw = dy jedinstveno tako da za svako w' > w i svako
a € Ay, vazi

Appl7 (in2ddg)a = [Tz 7> N : onla/z]w'.

w,w’

Kako je dy = dy, imamo da za svako w’ > w i svako a € A7, vazi
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[Tz :70 M :o]nla/z|w" =T,z : 7> N : onla/z|w'.

Za w > w i a = x dobijamo jednakost

[Cyz:7oM:ojnpw=[Tz:7>N:o]npw.

Dakle, model A zadovoljava i zakljucak, odnosno jednacinu
z:7roM=N:o0.

Time je zavrsen dokaz leme. O

Naredna teorema nam daje jacu osobinu od potpunosti jednakosti A-izraza i moze
se nadi u [19] sa idejom dokaza, mi ovdje dajemo detaljno ispisan dokaz.

3.2.9. Teorema Neka je £ skup jednacina zatvoren nad b. Postoji Kripkeov model
A takav da vazi

AT’ M =N :0 ako i samo akoT'>M =N : 0 € &.

Dokaz. Da bismo dokazali lemu kontruiSemo Kripkeov lambda model na sljedeci
nacin. Neka je A = (W, < ,{A%}, {App%™}, {i97}) tako da vazi :

Zw,w'

e W je parcijalno ureden skup dodjela tipova (tipiziranja), ureden inkluzijom.
Proizvoljan element iz W oznacavacemo sa I';

e A7 je skup svih klasa ekvivalencije [I'> M : o] u odnosu na &, tj.

>M:o]={T>bN:clfFT>M=N:0};

o Appi"('>M :0 = 7],[[>N:0])=[>MN :7];
o Zn(l>M:o])=[I">M:0]zal CT"

Pokazujemo da je ovako definisan model, zaista Kripkeov lambda model, odnosno
da je Kripkeova aplikativna struktura, koja je ekstenzionalna i ima kombinatore.
Pokazimo prvo da zadovoljava sve osobine aplikativne strukture. Direktno iz defini-
cije imamo da je W parcijalno ureden skup, da vazi Appy” : AZ77 x AZ — AT i
ipr  Ap = A7 Kako je I' C ' i iz definicije modela imamo
itp([[>M :o]) = [['>M : o], te je funkcija tranzicije if. : AF — A7 identitet.
Dalje, za I' C IV C I imamo da vazi
(i 08 ) (L5 M 2 0)) = if (i ([0 M 2 0) = (8 (5 M 2 ]) =
"> M : o] =if (> M: o).

Ostalo je jos da pokazemo komutativnost aplikacije i funkcije tranzicije. Uzmimo
proizvoljne ['>M : 0 — 7] € AZ77 i [['> N : 0] € AZ. Tada vazi
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it (Appp (> M 20 — 7], [['> N 2 0])) = ipp([['> MN 2 7]) = "> MN : 7]

Appr ((ipp [T>M 2o — 7)), (it [['>N 2 0])) = ApplT (' M 20 — 7], [I'>N : o))

=" MN :7].

Time smo pokazali komutativnost aplikacije i funkcije tranzicije, te je data stuk-
tura Kripkeova aplikativna struktura. Globalni elementi K i S definiSu se na sljedeci
nacin

K=[\x:0\y: 1.1,

S=[:0—=(1T—=p)Ay:0— 1Az 022(yz)].

Da bi struktura A bila Kripkeov lambda model treba jos pokazati ekstenzional-
nost. Pretpostavimo da elementi [['>M : 0 — 7] 1 [['> N : 0 — 7] imaju isto
funkcionalo ponasanje, tj. da za sve IV > T'i [I"> P : o] vazi

M">MP:7]=[">NP: 7l

Sada za IV =T'Ux : o, pri ¢emu z nije u I' imamo da vazi
Lz:ovoMze:7|=[,z:0>Nx:T|.

Na osnovu pravila £ i aksiome 7 slijedi [['>M : 0 — 7] = [['> N : 0 — 7. Posto
smo pokazali sa su zadovoljeni svi uslovi, zaklju¢ujemo da je struktura A Kripkeov
lambda model. Pokazujemo da A zadovoljava samo jednacine iz £. Za proizvoljnu
dodjelu tipa I' definisimo okolinu 7 na sljede¢i nacin :

o — Mex: ol akox:oce C IV
157 nedefinisano , inace.

Indukcijom po strukturi izraza pokazujemo da za sve I' C TV C I vazi
[T> M :onl'™ = [I'"> M : o).

Sa & oznacavaéemo kada nesto zaklju¢ujemo na osnovu indukcijske hipoteze.
Indukcijska hipoteza je pretpostavka da tvrdenje vazi za sve izraze koji su po struk-
turi manje slozenost od posmatranog. U zavisnosti od strukture izraza M imamo
sljedece slucajeve.

o [I">x:onl™” L par & Mex: ol

o [I">MN : 7]nl” def Appla ([I'> M 2o — 7]nl”, [I"> N : a]nl”) |
Appln ([T">M 0 — 7], [I” >N : 0]) o "> MN : cT]
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o [">Ax:0.M:0— 7|nl” o jedinstveno d € A%’ takvo da vazi

za svako a € A7, i I C T vazi

Appln (igwtmd)a = [T,z - o> M : 7]n[a/z]T"

Pokazacemo da je trazeno d bas d = I > Az : 0.Mo — 7]. Kako je a € A,
ono je oblika a = [I'"> P : o]. Pokazimo da ovako izabrano d zadovoljava uslov.

Apppin (i fnd)a = Apppo (it tm [T & Az : o.M 2 o — 7], [[" > P : 0]) o

Appln (D" Az o.M 2 0 — 7], [I"">P : o) = M">(A\e:0.M:0—T)P: 0] £
0" [P/2]M : 7] L [V > [P/a)M : gl *Z7
[T, x:o0M:7|(n[[l"> P : onl™/z])I" «f [T x:o>M:7](nla/z])I"

Time smo pokazali da d = [I'" > \x : 0.Mo — 7| zadovoljava uslov.

Pokazimo sada da za ovako konstruisan model A vaze oba smjera tvrdenja.

(=) Ako A zadovoljava jedna¢inu I's M = N : o, po konstrukciji okoline 1 imamo
da vazi I' £ T'[n] , te na osnovu pokazane osobine koja povezuje elemente aplikativne
strukture i znacenje izraza imamo da vazi

>M:o0]=[Tb>N:ol.

Kako izvedeni zakljucak vazi za svako I', svaka formula (jednacina), koju zado-
voljava model A mora biti dokaziva iz skupa &, na osnovu konstrukcije modela A.
Pokazali smo da vazi A F ' M = N : 0 = EEFT>M = N : 0. Kako smo
pretpostavili da je skup £ zatvoren nad - formula koja je dokaziva iz &£, takode i
pripada skupu &, time smo pokazali jedan smjer tvrdenja.

(<) Treba pokazati da svaku jednacinu iz skupa & zadovoljava model A. Po-
smatra¢emo samo zatvorene izraze iz skupa &£. Prilikom ove restrikcije ne gubimo
opStost jer se na osnovu aksiome 7 i pravila izvodenja £ jednacine
0oy oy Ao o.M =Xvy :01.... v 0. Nixy:0,...,0, 0, b M =N
mogu izvesti jedna iz druge. Uzmimo zatvorenu jednacinu § > M = N : 7 € €. Na
osnovu pravila (add var) za svako I' imamo da vazi €+ I'> M = N : 7. Sada, za
svaki svijet I iz modela A dvije klase ekvivalencije [I'>M : 7] 1 [['> N : 7] su jednake,
na osnovu konstrukcije modela A. Na osnovu definicije znacenja izraza u modelu A,
imamo da je znacenje izraza - M : 7 u svakoj okolini 7 i svijetu I" dato sa [['>M : 7],
dok je znacenje izraza ) > N : 7 u okolini n i svijetu " dato sa [['> N : 7]. Sada na
osnovu jednakosti [I'>M : 7] = [['> N : 7], slijedi da navedeni izrazi za svaku okolinu
n i svijet I' imaju isto znacenje, te model A zadovoljava jednacinu @ > M = N : 7.
Dakle, mozemo zakljuciti da model A zadovoljava svaku jednacinu iz skupa £. Ovim
smo pokazali i drugi smjer tvrdenja. O
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Zakljucak

Na samom kraju ovog rada bitno je da napravimo rezime prethodno iznesene
teorije, ali isto tako i da ukratko predstavimo najnovija dostignuca iz ove oblasti.

U radu su predstavljene Kripkeove semantike za intuicionisticku logiku i lambda
racun. U intuicionistickoj logici smo posmatrali iskaznu, predikatsku i modalnu
logiku. Za iskaznu i predikatsku logiku smo dali detaljne definicije Kripkeovih modela
i pokazali neke njihove znacajne osobine. Zatim smo za oba sistema dokazali teoreme
potpunosti semantika u odnosu na sistem prirodne dedukcije. Pored toga za modalnu
logiku smo samo kratko uveli definiciju Kripkeovih modela i uputili zainteresovane
¢itaoce na korisnu literaturu, ukoliko zele detaljnije da se upoznaju sa semantikama
u modalnoj logici. Poslednja glava je posvecena Kripkeovim modelima za lambda
racun sa tipovima, za koje smo pokazali tvrdenje jace od potpunosti.

Kripkeove semantike su napravile veliki pomak i u teoriji intuicionisticke logike i u
teorijama druguh neklasi¢nih logika, jer do tada teorija modela za ovakve logike skoro
da nije postojala. Tako je dokaz teoreme potpunosti za ove semantike intuicionisticki
neprihvatljiv, jer u dokazu koristimo svodenje na kontradikciju, tj. oslanjamo se na
pravilo zaklju¢ivanja klasi¢cne matematike, one su ipak od velikog znacaja.

lako je svoj razvoj pocela 1930-ih intuicionisticka logika je i danas veoma aktuelna
oblast. Pored same intuicionisticke logike, tema interesovanja su i njena prosirenja.
Jedno takvo prosirenje jeste vjerovatnosno prosirenje intuicionisticke logike. I za
ovo prosirenje su definisane Kripkeove semantike i dokazana njihova potpunost, a
zainteresovani ¢itaoci mogu nesto vise nacéi o ovoj temi u [16].

Razvoj lambda racuna je takode imao ubrzani tok zbog svog znacaja i primjene.
Njegov znacaj ogleda se u tome Sto predstavlja vezu izmedu matematicke logike i
teorije racunarstva. Primjena lambda racuna je ve¢im dijelom zasnovana na ¢injenici
da je on matematicki model za funkcionalne programske jezike.

Pored lambda racuna sa osnovnim tipskim sistemom, koji smo ovdje posmatrali,
postoji i lambda ra¢un sa tipovima sa presjekom, sa rekurzivnim tipovima, sa tipo-
vima drugog i viseg reda, kao i zavisnim tipovima. Citaoci koji zele detaljnije da se
upoznaju sa lambda racunom, pored do sada citirane literature mogu pogledati [4].

Oblast lambda racuna kako bez tipova tako i sa tipovima zbog svoje velike pri-
mjene intrigira naucnike ve¢ duzi niz godina. S obzirom da se mnogo istrazivaca
bavi ovom interesantnom oblas¢u imamo i veliki broj rezultata i radova koji se bave
ovom temom, a neminovno je da ¢e tako biti i ubuduce.

60



Literatura

[1]

[11]

[12]

N. Alechina, M. Mendler, V. de Paiva, E. Ritter. Categorical and kripke seman-
tics for constructive S4 modal logic. In Computer Science Logic, 15th Inter-
national Workshop, CSL 2001. 10th Annual Conference of the EACSL, Paris,
France, September 10-13, 2001, Proceedings, pages 292-307, 2001.

H. P. Barendregt. The lambda calculus: its syntar and semantics. North-
Holland, 1984.

H. P. Barendregt, E. Barendsen. An introduction to lambda calculus. Learning
Press, 2012.

H. P. Barendregt, W. Dekkers, R. Statman. Lambda Calculus with Types. Per-
spectives in logic. Cambridge University Press, 2013.

N. Bezhanishvili, D. de Jongh. Intuitionistic logic. Technical report, Universiteit
van Amsterdam, 2010.

A. Block. Kripke models for first-order intuitionistic logic, 2013.

M. Fitting. Proof Methods for Modal and Intuitionistic Logics. Springer Net-
herlands, 1983.

H. Geuvers, T. Hurkens. Deriving natural deduction rules from truth tables. In
Logic and Its Applications - Tth Indian Conference, ICLA 2017, Kanpur, India,
January 5-7, 2017, Proceedings, pages 123—-138, 2017.

G. E. Hughes, M. J. Cresswell. An Introduction to Modal Logic. Methuen, 1972.

J. Iveti¢. Formalni ra¢uni za intuicionisticku logiku. Master’s thesis, Fakultet
tehnickih nauka, Univerzitet u Novom Sadu, 2007.

P. Janici¢. Matematicka logika u racunarstvu. Matematicki fakultet Beograd,
2009.

K. Kojima. Semantical study of intuitionistic modal logics. PhD thesis, Kyoto
University, 2012.

61



LITERATURA

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]
[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

S. A. Kripke. A completeness theorem in modal logic. Journal of Symbolic
Logic, 24:1-14, 1959.

S. A. Kripke. Semantical analysis of modal logic I. Normal propositional calculi.
Zeitschrift fur mathematische Logik und Grundlagen der Mathematik, 9:67-96,
1963.

S. A. Kripke. Semantical analysis of intuitionistic logic I. Studies in Logic and
the Foundations of Mathematics, 40:92-130, 1965.

Z. Markovi¢, Z. Ognjanovi¢, M. Raskovi¢. A probabilistic extension of intuitio-
nistic logic. Mathematical Logic Quarterly, 49(4):415-424, 2003.

M. Marti, T. Studer. Intuitionistic modal logic made explicit. IfCoLog Journal
of Logics and their Applications, 3(5):877-901, 2016.

G. Mints. A Short introduction to Intuitionistic Logic. Springer US, 2002.

J. C. Mitchell, E. Moggi. Kripke-style models for typed lambda calculus. Ann.
Pure Appl. Logic, 51(1-2):99-124, 1991.

Z. Ognjanovi¢, N. Krdzavac. Uvod u teorijsko racunarstvo. FON, Beograd, 2004.

G. D. Plotkin, C. Stirling. A framework for intuitionistic modal logics. In
Proceedings of the 1st Conference on Theoretical Aspects of Reasoning about
Knowledge, Monterey, CA, March 1986, pages 399-406, 1986.

A. K. Simpson. The Proof Theory and Semantics of Intuitionistic Modal Logic.
PhD thesis, University of Edinburgh, 1994.

A.S. Troelstra, D. Van Dalen . Constructivism in mathematics: An introduction.
North-Holland, 1988.

62

Simona Kasterovié



Biografija

Simona Kasterovi¢ rodena je 12.03.1992. godine
u Brékom, Bosna i Hercegovina. Zavrsila je osnovnu
skolu ,,Vaso Pelagi¢” u Pelagi¢evu 2007. godine
kao nosilac Vukove diplome. Zatim je upisala opsti
smjer Gimnazije ,,Vaso Pelagi¢” u Brckom. Istu je
zavrsila 2011. godine sa prosjecnom ocjenom 5.00
nakon cega je upisala osnovne studije matematike na
Departmanu za matematiku i informatiku Prirodno-
matematickog fakulteta Univerziteta u Novom Sadu,
smjer Diplomirani profesor matematike. Studije je
zavrsila zakljucno sa junskim rokom 2015. godine
sa prosjecnom ocjenom 9.42. Master studije upisala
je iste godine na Fakultetu tehnickih nauka u Novom
Sadu, smjer Matematika u tehnici. Sve ispite polozila
je u junskom roku 2016. godine sa prosjecnom ocje-

nom 9.75 i time stekla uslov za odbranu ovog master rada.

Novi Sad, jul 2017.

Simona Kasterovié

63



	Predgovor
	Uvod
	Osnovni pojmovi intuicionisticke logike
	Iskazna logika
	Sintaksa
	Sistem prirodne dedukcije

	Predikatska logika
	Sintaksa
	Sistem prirodne dedukcije

	Modalna logika
	Sintaksa
	Sistem prirodne dedukcije
	Sistemi modalne logike


	Kripkeove semantike za intuicionisticku logiku
	Kripkeove semantike za iskaznu logiku
	Kripkeove semantike za predikatsku logiku
	Kripkeove semantike za modalnu logiku

	Kripkeove semantike za lambda racun
	Osnovni pojmovi lambda racuna
	Kripkeovi lambda modeli
	Teorema potpunosti


	Zakljucak
	Literatura
	Biografija

