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Uvod u varijacioni racun sa primenom u obradi slika

Tamara Kopanja E| i Tibor Lukié E|

Sazetak. U ovom radu su prikazane osnove varijacionog racuna zajedno
sa fundamentalnom formulom, Ojler-Lagranzovom jedna¢inom. U radu
je dat uvod u primenu varijacionog rac¢una u obradi slike.
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1. Uvod

Varijacioni racun, kao jedan od moguéih pristupa za reSavanje optimiza-
cionih zadataka, predstavlja cesto koris¢en alat u reSavanju mnogih fizickih i
inzenjerskih problema. Krajem XVII i pocetkom XVIII veka javlja se problem
brahistrohrone koji je bio vrlo popularan u krugu matematicara. Problem se
svodio na to da se pronade kriva kojom se kreée materijalna tacka izmedu
dve tacke u vertikalnoj ravni pod dejstvom zemljine teze za Sto krace vreme.
Problem brahistrohrone je uspe$no resen tek primenom varijacionog racuna,
u ¢emu su bitnu ulogu imali Ojler i Lagranz ali i mnogi drugi poznati mate-
maticari, izmedu ostalog to su Njutn i Jakob Bernuli. Varijacioni ra¢un nalazi
svoju primenu i u digitalnoj obradi slike. Narocito se istic¢u sledece oblasti:

e otklanjanje Suma (denoising) [I1 2],

e rekonstrukeija nepotpune slike (inpainting) [3],

e poboljsanje kvaliteta zamuéene slike (deblurring) [4],
e segmentacija objekata pomocu aktivne konture [5].

Problem segmentacije slike se ¢esto reSava primenom modela aktivne konture.
Aktivna kontura predstavlja krivu definisanu na domenu slike, koja moze da
menja svoj oblik i duzinu u cilju da ,zaokruzi“ posmatrani objekat. Kretanje
krive od pocetnog polozaja do konac¢nog oblika nazivamo evolucijom konture.
Ovaj proces kretanja krive se moze opisati i kontrolisati pomoc¢u varijacionog
racuna.
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2. Varijacioni racun i Ojler-Lagranzova jednacina

Koris¢éenjem varijacionog ra¢una trazimo ekstrem funkcionele oblika

pri ¢emu je funkcija f : [a,b] — R, a podintegralna funkcija Flz, f(z), f'(z)] je
funkcija od tri nezavisne promenljive. R

Ozna¢imo ,,malu promenu“ funkcije f sa f(z) = f(x) +ep(x), gde jee € R
mali broj i ¢(z) proizvoljna funkcija za koju je ¢(a) = ¢(b) = 0. Varijaciju
funkcije d f definiSemo kao 6 f = f(:r) — f(z) = ep. Varijacija, u neformalnom
smislu, predstavlja malu promenu funkecije f do njoj bliske funkeije f. Prime-
timo da zbog p(a) = ¢(b) = 0 vazi da su u pocetnoj i krajnjoj tacki jednake
vrednosti funkcija, odnosno varijacija je 0.

Pretpostavimo da postoji ekstrem funkcionele i oznacimo taj ekstrem sa
f(z). Tada za sve ostale funkcije f(x) = f(x) + ep(x) odnosno za svako € > 0
vazi
I(f +ep) < I(f), ako je funkcija f maksimum funkcionele I ili
I(f +ep) > I(f), ako je funkcija f minimum funkcionele I nad [a, b].
Zakljuujemo da funkcionela I(f + e¢) dostize ekstremnu vrednost za & = 0.
Koristedi diferencijalni racun, to znaéi da je prvi izvod funkcije I(f + ep) po €
jednak nuli u tacki e = 0. Pomenuti izvod

(21) I e =0,

oznacCavamo sa 0 f i zovemo prva varijacija funkcionele I. Dakle, jednacina
predstavlja uslov za ekstrem funkcionele I(f).

Pre samog izvodenja fundamentalne jednacine varijacionog rac¢una, navo-
dimo lemu koja igra klju¢nu ulogu u procesu izvodenja.

Lema 2.1. [6] Neka vaZi f: S(z)h(z) = 0 za sve funkcije h = h(z) € C[a, b]
za koje vazi h(a) = h(b) = 0, pri éemu je S(x) € Cla,b] data funkcija. Tada je
S(z) =0 za svako x € [a,b], odnosno S = 0.

Kre¢emo od uslova za ekstrem funkcionele I(f), odnosno sredujemo izraz

(2-1)
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Znajudi da  ne zavisi od € i da je f(x) = f(x) + ep(x) sledi
de  df . df
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Koristeé¢i parcijalnu integraciju sredujemo integral
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Konacno koristeéi pocetni uslov za funkciju ¢ : ¢(a) = ¢(b) = 0 dolazimo do

(2.2) Wy —/ a7 ——pdr + ——

b
oF d OF
2. I = =
(2.3) ) /a<3f dx@f’)spdx 0.
Ako iskoristimo pomoénu lemu na jednakost dolazimo do formule
oF d OF
(2.4) < T aE =
af dxof

koja se naziva Ojler-LagranZova jednakost. U nastavku rada ¢e nam biti
vazna funkcionela oblika :

b
(2.5) Alf) = / L(f (), f'(2), 1"(2))da

gde je f najmanje dva puta neprekidno diferencijabilna funkcija. Odgovarajuca
Ojler-Lagranzova jednacina za ovu klasu funkcionela izvodi se slicno kao u
prethodnom sluc¢aju i izgleda

OL d oL d* oL

Jednakosti predstavljaju potreban uslov za ekstrem funkcionele, ali ne i do-
voljan. Integralne krive koje zadovoljavaju Ojler-Lagranzovu jednacinu zovu
se ekstremale. Za dovoljan uslov potrebno je uvodenje druge varijacije 621 §to
se moze pronadi u [7] i [8]. Takode, bitno je naglasiti da ¢esto nije lako naéi
analiticko resenje Ojler-Lagranzove jednacine pa se u tim slucajevima pri-
menjuju razli¢ite numericke metode resavanja, kao $to ¢e biti u nasem slucaju.

3. Aktivna kontura

Posmatrajmo dvodimenzionalnu digitalnu sliku kao ureden par (D, f) gde
je D C Z? , D je konac¢an i f : D — R funkcija slike koja tackama dodeljuje
intenzitet odnosno sivi deo ako posmatramo crno-belu slikuﬂ Elemenat skupa
D zovemo piksel. Pikseli, uz pomo¢ funkcije f pohranjuju informacije digitalne
slike kao S$to su boja, svetlina i slicno. U oblasti digitalne obrade slike zelimo da
saznamo $to vise informacija i obradimo ih u cilju poboljSanja kvaliteta slike.
Jedna od bitnih faza u digitalnoj obradi slike je evolucija krive. Kretanje, od-
nosno evoluciju i oblik krive kontrolise funkcionela energije koja upravo ima
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Slika 2: Konacna (ciljna) pozicija aktivne konture.

minimalnu vrednost kada je aktivna kontura u ciljnoj poziciji (slika i slika
Dakle, problem se svodi na pronalazenje funkcionele energije i njenu mini-
mizaciju, gde nam pomaze varijacioni racun. Mi ¢emo se pozabaviti klasi¢nim
modelom aktivne konture koji se koristi za detekciju konture konveksnog, po-
vezanog oblika.

Neka je ve¢ pomenuta funkcija f dovoljno puta neprekidno diferencijabilna
funkcija i p C D zatvorena parametarska kriva

p(t) = [z(t),y()]" . t € [a,b] i p(a) = p(b).

Definisemo funkcionelu energije E[p]

b
(3.1) Elp) = / (Eint(p(1)) + Beat (p(1))) dt

pri ¢emu je sa FE;,; oznacena unutrasnja energija a sa F.,; spoljasnja energija.
Uloga unutrasnje energije jeste da kontrolise oblik i duzinu krive p(t) i defini-
sana je sa

(32) Bunlp) = 5 (a)| 2|+ 50| S2[) -

Tezinski parametri «(t) i 5(t) kontrolisu znac¢aj ¢lanova uz koje stoje. Pri tome
. dp dr dy .
e —=|—,—| i
o dt’ dt

. H Euklidska norma.

3U sluéaju slike u boji funkcija f je vektorska funkcija
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Uloga spoljasnje energije je da ,vuce“ krivu ka zeljenom polozaju, a mozemo
je definisati na vise nacina. U klasicnom modelu aktivne konture, koristi se
diskontinuitet tacaka. Tipi¢ni na¢in definisanja je

2
(3.3) Eext(z,y) = —HVf(l“ay)H
gdeje V f = [%;%a"'?%]T'

Spoljasnja energija ima minimum na lokacijama slike sa velikim vrednostima
gradijenta V(f) a to su ba$ konture odnosno ivice objekta koji Zelimo za-
okruziti. Pri tome, pomenute vrednosti na ivicama objekta mogu biti to-
liko velike da stvaraju probleme u operativnoj primeni. Zato se koriste i
drugi nacini definisanja spoljasnje energije. Najjednostavniji za primenu je
Eeri(z,y) = —f(x,y), koji moZemo koristiti u slu¢aju binarne slike.

Minimizacija funkcionele energije

Nakon sto smo modelirali problem, sledeé¢i zadatak je minimizacija funkci-
onele energije

eui= [ (s (o) A2 ) - o}

(3.4) "
= / L(p,p',p") dt,
b
gde su pozitivni realni brojevi o i 8 parametri postupka. Kriva p(¢) koja mi-
nimizira funkcionelu E[p] i koju trazimo mora zadovoljavati Ojler-Lagranzovu
jednacinu [2.6] odnosno vazi

(3.5) ap’ — Bp'V —VE,, = 0.
Kako je p(t) = [z(t),y(t)]T imamo zapravo sistem dve diferencijalne jednacine
OF,
") — BV (t) - === =0
aa” () — ¥ (1) ~ 2 =,
OF,
1" t v t ext 0
ay”(t) — By" " (1) a9y

koji ne mozemo resiti analitickim putem, pa se trazi priblizno resenje diskreti-
zujucéi problem.

Medu nedostatke aktivnog modela ubrajamo nedovoljno teoretskog znanja o
odredivanju pocetnog polozaja evolucione krive. Takode, kao $to je ve¢ receno,
spoljasnja energija bazira se na diskontinuitetu funkcije slike Sto moze dovesti
do poteskoéa u slucaju naglih varijacija u intenzitetu piksela, kao $to je na
primer efekat prisustva Suma.

4. Zakljucak

Na pocetku rada videli smo osnovne pojmove iz varijacionog racuna i iz-
veli fundamentalnu, Ojler-Lagranzovu jedna¢inu. Pomenuta jedna¢ina predsta-
vlja potreban uslov za odredivanje ekstremne funkcije posmatrane funkcionele.
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Cesto se ne moze analiticki resiti Ojler-Lagranzova jednacina, pa samim tim
ne znamo uvek analiticki oblik stacionarne funkcije, kao $to je bio slucaj u po-
smatranom klasiénom modelu aktivne konture. U ovakvim slucajevima cesto
se pribegava diskretizaciji i numerickom resenju modela.

Varijacioni racun nalazi siroku primenu u digitalnoj obradi slike, videti [9].
U radu je opisana i analizirana primena u segmentaciji slika koja se oslanja na
klasican model aktivne konture. U buduéem radu vidimo moguénost adaptacije
ovog modela za resavanje drugih problema obrade slika. Ovaj rad zeli pruziti
motivaciju i fundamentalna znanja za buduéa istrazivanja u tim pravcima.
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