Dualni problemi

Neka je dat (primarni) problem u standardnoj formi:

max(c1xy + cae + ... + cpy) (1.1)
anxrr +  apry + ... 4+ apz, < b
anri +  axpr2 + ... 4+ amT, < by
am1T1  + Gm2T2 + ...+ Qmpp < bm

xle,x220,...,mn20

Pomnozimo nejednacine redom sa y; > 0,352 > 0,...,y,, > 0. Tada je
(anizr +  a2ze + ... 4+ awmTu)y +
(a1z1 +  agers + ... +  awmTy)y: +
(am1171 + am2r2 + ... + amnzn)ym < by +baya 4.+ bnYm

Ako je leva strana vecéa ili jednaka od c¢yxq + coxs + ... + ¢y, onda desna strana daje gornju granicu za
vrednosti funkcije. U tom sluc¢aju imamo

carytery+.. ez, < (anyr + oanmye + .+ GmaYm)T1
(1251 + a22y2 + ..+ AGmaYm)T2
(alnyl + a2nY2 + ...+ amnym)xna

Odredjivanje minimuma na ovakav na¢in konstruisanih gornjih granica predstavlja dualni problem. Znadi,
dualni problem je

min(byy + baye + ... + bpyn) (1.2)
anyr + a21y2 + ...+ GmiYm = <1
ar2yr + azy: + ... + ameYym = C2
aipyY1 + a¥y2 + ...+ AmaYm = Cn

y1203y2207-"7ym20

Teorema 1.0.1 Dualni problem od dualnog problema (1) je primarni problem (1.1).



Dokaz. Standardna forma duala je

—max(—biyr — baya — ... — bnYm)
—auy1r — a1yY2 — ... — GmiYm < —G1
—Qi2Yy1 — A22Y2 — ... — am2Ym < —C2
—Q1pY1 — G2pY2 — .- — GmalYm S —Cp
Y1 ZO’yQ 2075ym ZO
Njegov dualni problem je tada:
—min(—c1x1 — caa — ... — CpTy)
—a;1r1 —  @1T2 — ... — AT, < —b
—a21¥1 —  GTy — ... — A2,Tn < —by
—am1T1 — Am2T2 — ... — OGmpTn S _bna
T 207332 207"'7xn 20
Sto se lako pokazuje da je bas problem (1.1). a
1.1 Tvrdjenje slabe dualnosti
Teorema 1.1.1 Neka je v = (x1,...,x,) dopustivo reSenje primarnog problema, a y = (Y1,--,Ym)

dopustivo resenje dualnog problema. Tada je

C1T1 + Co%2 + ... + CpTy S blyl + b292 +...+ bmym

Dokaz. Ako u primarnom problemu (1.1) nejedna¢ine pomnozimo redom sa y; > 0,...,4, > 0, a u
dualnom promeru ih pomnozimo redom sa x7 > 0,...,x, > 0, dobijamo
ari+cere+...+tepey < anriyys + ..+ GmiZTiYm
a2y + ...+ amaZolm
UpTpyYl + oo+ GmnTalm < b1y1 + b2y + ...+ b Ym.
|

Posledica 1.1.1 Ako su x iy dopusiva reSenja primarnog i dualnog problema i
max ¢z = min b’ y,

onda su x 1y tacke u kojima funkcije cilja dostizu optimalne vrednosti.

1.2 Tvrdjenje jake dualnosti

Teorema 1.2.1 Ako primarni problem ima optimalno resenje x* = (z3,...,x

ima optimalno reSenje y* = (yi,...,yr,) @ vazi

*

*), onda dualni problem

ATy + coxy + .. cnxy, = b1yl +bays + ..+ by, (1.3)



Dokaz. Neka je x* optimalno reSenje primara koje odgovara optimalnoj Simpleks tabeli:

T1 cee Ty W1 ... Wy
g ...oc di ... dy, |z 2"
Uvedimo oznake
* *
yi =d;, i=1,...,m

Pokazacemo da
(i) y* zadovoljava jednakost (1.3) i
(ii) y* je dopustivo resenje dualnog problema.

Tada ¢e tvrdjenje vaziti na osnovu Posledice 1.1.1.
Za datu Simpleks tabelu je
n m
z—2" = —Zc;ij - dewi.
j=1 i=1

Zamenjujuéi optimalno reSenje u funkciju cilja, dobijamo

*

2" =czl 4. epx.

Funkcija cilja z zadovoljava slede¢u jednakost:

n n m
_ * _ * L * .
E ¢y = 2 g c;; E d;w;
j=1 j=1 i=1
n m n
= 2 - § CiLyj E Yi (bz § azjxj)
j=1 i=1 j=1

n m

m
2= by (e = Y aiyiey
i=1 i=1

j=1

Leva strana jednakosti jednaka je desnoj ako i samo ako su koeficijenti uz odgovarajuée nepoznate jednaki,

tj. ako vazi

T (15
i=1
cj:—c;+2aijy;‘, ji=1,...,n. (1.6)
i=1
(i) Na osnovu (1.4) i (1.5), sledi (1.3).
(ii) Kako je primarni problem optimalan, sledi da je ¢j > 0 za svako j = 1,...,n, odakle koristeci (1.6)

vazi

m
Zaijy;‘ >¢i, j=1...,n
i=1



1.3 Tvrdjenje komplementarnosti dopunskih nepoznatih

Teorema 1.3.1 Neka je x = (x1,...,2,) dopustivo resenje primarnog problema i y = (Y1,-..,Ym)
dopustivo redenje dualnog problema. Neka su (w1,...,wm) @ (21,...,2,) dopunske (slabe) nepoznate u
primarnom i dualnom problemu, respektivno.

x 1y su optimalna resenja redom primarnog i dulanog problema
akko

(1) za svako j € {1,...,n} vazi zjz; =0 i
(i) za svako j € {1,...,n} vaZi wyy; = 0.
Dokaz. 1z tvdjenja slabe dualnosti sledi
caxy+ ... Fepxn < (a1y1+ - F amiym)rr + -+ (@Y1 + oo F CnnYm) T < b1y + - DY
Ako su x 1 y optimalna resSenja, onda je na osnovu tvrdjenja jake dualnosti
X1+ ...+ ey =b1yr + - b Ym,

a odatle

ATy + ...+ epty = (@11y1 + - o F Gn1Ym)T1 + -+ (@Y1 + - F GnYm )T = b1y1 + -+ D Y.

Sada je
cax1+ .. Fenxn = (@a1y1 + - F am1ym)Tr + -+ (@Y1 + - F G Ym) T S
(a11y1 4+ ...+ Am1Ym — 61)331 + ...+ (alnyl + ...+ AmnYm — Cn)l'n =0
2121 + 20T2 + ...+ zpxy, =0
2121 =0A 2020 =0A ... A zpzy, = 0.
1 sliéno

(allxl + ...+ aln-rn)yl +...+ (af’mlxl +...+ anmxn)y'rn - blyl +... anynL
(a1121 + ...+ a1n@n —b1)y1 + ...+ (@11 + oo+ T — b))y = 0 &
—W1T] — WX — ... — WnpTy, =0

w11 = 0Awores =0A ... Nwyzy, = 0.



