Konveksni skupovi

Neka je V' vektorski prostor nad poljem F. (U daljem tekstu interesovace nas samo vektorski prostor R™.)
Neka su A, B C V. Ozna¢imo sa AB sledeé¢i skup vektora

AB={C:t-A+(1-t)-B,0<t<1}.
Skup vektora S C V je konveksan ako za svaka dva vektora A, B skupa S vazi da je AB C S.

Teorema 1 Neka je {S; : i € I} familija konveksnih skupova. Tada je i skup S = N{S; : i € I} konveksan
skup.

Dokaz. Neka su A, B € §. Na osnovu definicije preseka skupova sledi da za svako i € I vazi A, B € §;.
Prema definiciji konveksnog skupa, tada za svako ¢ € I vazi AB C S;, odakle AB C S. O

1.1 Sluc¢aj r?

Neka su u ravni date tacke A(xa,ya) i B(xp,yp), i pretpostavimo da je C(z¢,yc) tacka koja pripada u
duzi AB. Tada, za neko ¢ € [0, 1], vaZi

OC = OB +t(OA - 0B),

ocC tOA + (1 —)OB,

(xc,ye) t(xa,ya) + (1 —t)(zB,yB),
(xc,yc) = (twa+ (1 —t)rp,tysa+ (1 -t)ys).

Zmadi, L
AB={(tza+ (1 —t)zp,tya + (1 —t)yp) : t € [0,1]}

Primetimo da se za t = 0 tacka C poklapa sa B, doke se ona za t = 1 poklapa sa A.
Za realne brojeve a, b, ¢ sa osobinom (a,b) # (0,0) kaZemo da je skup tacaka

{(z,y) € R*:ax + by < ¢} (1.1)
poluravan.
Teorema 2 Poluravan je konveksan skup.
Dokaz. Neka je poluravan S data sa (1.1) i A, B € S. Tada je

ara+bya < c
axp+byp < ¢

Posmatrajmo proizvoljnu tacku C' € AB datu sa
(e, ye) = (tra+ (1= t)wp, tya+ (L= t)yp), t€(0,1).
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2 CHAPTER 1. KONVEKSNI SKUPOVI
Ako nejednadinu (1.3) pomnozimo sa ¢t > 0, a nejednac¢inu (1.3) sa (1 —¢) > 0, tada je

taxy, + thya
(I-tazg + (1—-1t)bys

odakle je zbir levih strana manji ili jednak sa zbirom desnih strana
a(tza+ (1 —t)axp) +b(tya + (1 —t)yp) < ctj.

axc + byc < c. §to znaci da C € 1@
d

Posledica 1 Presek familije poluravni je konveksan skup.



Linearno programiranje - interpretacija u R?

Neka je data linearna funkcija f : R? — R definisana sa f(x,y) = cx + dy.
Teorema 3 Ako za tacke A(xa,ya) ¢ B(zp,yp) vadi

f(zA7yA> < f(zBayB)7

tada za svako C € AB vasi
f(xa,ya) < f(ze,ye) < f(x,yB).

Dokaz. Vrednost funkcije f u tacki C mozemo zapisati na slede¢i nacin:

fltza+ (1 —t)zp, tya+ (1 -t)yp)
= c(tza+ (1 —t)zp) +d(tya + (1 — t)yB)
t(cxa+dya)+ (1 —t)(cxp + dyg).

flze,yc)

Odatle imamo dva zakljucka:
(i) f(zc,yc) <t(cxp +dyp) + (1 —t)(crp +dyp) = cxp +dys = f(zB,yB)-
(i) f(zo,yo) > tlcxa +dya) + (1 —t)(cxa +dyas) = cxa+dya = f(xa,ya).

O
Neka je S koveksan poligon zadat sledeé¢im sistemom linearnih nejednacina:

ar + by < o
azr + by <
anr + by < cp.

Za tacku V sa osobinama
(i) VeSi
(ii) V pripada preseku rubova dve razli¢ite poluravni date nejednacinama (2.1)

kazemo da je ekstremna tacka (vrh, teme) skupa S.

Teorema 4 Neka S ogranicen konveksan poligon. Tada f dostiZe svoju najveéu (tj. najmanju) vrednost

bar u jednom od temena datog poligona.

Dokaz. Neka je {Vi,...,V,,} skup svih temena datog konveksnog poligona i pretpostavimo da je M teme
u kojem f ne dostize manju vrednost nego u ostalim temenima. Pretpostavimo da postoji tacka N € S u
kojoj je f(M) < f(N). Ako je tactka N na rubu poligona, tvrdjenje sledi na osnovu prethodnog tvrdjenja.
U suprotnom, pretpostavimo da N lezi u unutrasnjosti datog poligona. Povucimo pravu p kroz tacke M
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i IV, i oznac¢imo presek ruba poligona i prave p sa L. Tacka L pripada duzi V;V; za neka dva temena sa
ossobinom f(V;) < f(V;). Tada je

JIM) < f(N) < f(L) < f(V))

Sto daje kontradikciju sa pretpostavkom da je M teme u kojem nije vrednost funkcije manja nego u
nekom drugom temenu. [J

Teorema 5 Neka je f(z,y) = cx + dy i neka je S neogranicen konveksan poligon. Ako f dostiZe svoju
najvecu (tj. najmangu) vrednost nad S, onda f ima tu vrednost bar u jednom od temena datog poligona.

Primer 1 Odrediti maksimalnu i minimalnu vrednost funkcije
b f(xvy) :$—2y,
o flz,y) =z +y,

ako je
z + y < 5
-3z + y < 0
0 < z < 4
0 <y < 3



