Chapter 3

Polje kompleksnih brojeva

U polju realnih brojeva, nisu sve jednacine oblika x> = a, a € R, redive. Npr.

jednacina 22 = —1 nema resenja u skupu realnih brojeva. Najmanje polje u

kojem jednacina oblika x2 = a ima reienje za svaki realan broj a je polje kom-
pleksnih brojeva.

KazZemo da skup uredjenih parova realnih brojeva
C=RxR

skup kompleksnih brojeva.
Neka su na C definisane binarne operacije + i - :

(a,0) + (c,d) = (a+ecb+d)
(a,0) - (¢,d) = (ac—bd,ad+ bc)

1 unarne operacije —,” " :

—(a,b) = (-—a,-b)
(a,0)"1 = (T—%) (a,b) # (0,0).

Teorema 3.0.5 Algebarska struktura C = (C,+,-) je polje.
Dokaz.  Ostavljamo éitaocu za vezbu. (]
Teorema 3.0.6 Postoji potpolje polja C koje je izomorfno polju realnih brojeva.

Dokaz. Nosac potpolja je R = {(a,0) : a € R}, a izomorfizam je preslikavanje
skupa R u R’ definisano sa a +— (a,0). O
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3.1 Imaginarna jedinica

Za element (0,1) kaZemo da je imaginarna jedinica i oznaé¢avamo ga sa i. Tada
je

i = (0,1)-(0,1) = (~1,0) = —1
P = ?i=(=1)-i=—i

14 = Pi=(-)i=-i?=1
P = iti=1-i=4.

Primenom matematicke indukcije moZemo dokazati da za svako k € N vazi

itk = 1
’L4k+1 — i
Z4k+2 — -1
Z4k+3 — —3

3.2 Algebarski oblik

Koristeéi imaginarnu jedinicu, svaki kompleksan broj mozZemo zapisati u sledecem
obliku:

(@,y) = (2,0) + (0,y) = (,0) + (y,0)(0,1) =z + yi.
KazZemo da je kompleksan broj
z=x+ Yyt

dat u algebarskom obliku i da je x realni deo, ay imaginarni deo kompleksnog
broja z. Pisemo
x = Re{z}, y=Im{z}.

Za kompleksne brojeve oblika yi, y € R, kaZemo da su ¢isto imaginarni.

3.3 Geometrijska interpretacija

Ako u Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu realnim delovima odgo-
vara x osa, a imaginarnimy osa, kazemo da je data kompleksna ravan (Slika 3.9).
Svakom kompleksnom broju (a,b) odgovara tacka u toj ravni.

3.4 Konjugovano kompleksni brojevi

Kazemo da su x + yi i © — yi konjugovano kompleksni brojevi. Konjugovano
kompleksni broj broja z = x + yi oznacavamo sa Z, tj.

zZ=x—yi.

Teorema 3.4.1 Za sve z1,z9 € C vaZi:

(1) 21+ 20 = Z1 + Zo;
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Figure 3.1: Kompleksna ravan
(Z’L) Z129 = 5152;
(i) Z=z

Dokaz. Neka je z =x +iy,z1 = x1 + 1y © 20 = To + 1Ys.

(i) Z21+ 2z = (v1+x2)+i(yr +y2) = (@1 + x2) —i(y1 + y2)
= x1 — 1y +T2 — Y2 = 71 + Za.

@) A2 = (x1 + i) (w2 + 1y2) = (122 — y1y2) +i(T1y2 + T2y1)
= (w122 —y1y2) — i(x1y2 + x2y1) = (21 — iy1) (w2 — iyo) = Z1 %0,

(iii) Z=x+iy=v—iy=x+iy ==z
|

3.5 Modul i argument kompleksnog broja

Svakom kompleksnom broju z = x + yi pridrufujemo njegov modul |z| :

2] = Va? ¥ 2.

Osobine modula:
o |2[>0;
o 2| =0& 2z=0;
o |21 + 22| <an| + |22f;
o z2==2- 2z
Ako je z = a + bi # (0,0), onda je r = |z| = Va? + b? rastojanje z od koor-
dinatnog pocetka. Ugao ¢ koji zaklapa duZ Oz sa pozitivnim smerom x-ose se
naziva argument kompleksnog broja i oznacava se sa arg z. MozZe se definisati

sa
arctgg ,a>0

7T+arctg§ ,a <0
z ,a=0Ab>0
,a=0Ab<0

arg (a,b) =
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Figure 3.2: Modul i argument kompleksnog broja

Definisemo 1
Arg z = {arg z+2km : k € Z}.

3.6 Trigonometrijski oblik

Kompleksan broj z se moZe zapisati u trigonometrijskom obliku
z=r(cosp+ isinp).

Koristeci identitete

cos(p1 + p2) = COS P COS Py — sin 1 sin Yo

sin(gy + w2) = sinp; cos ps + cos 1 sin Yo
za proizvod kompleksnih brojeva vazi
2122 = 1172(c08(p1 + p2) +isin(p1 + p2)),

tj. module pomnozZimo a argumente saberemo.

Takodje sledi

21 = L(cosp—ising)
2 = I(cos(pr — p2) +isin(pr — p2))
2" = r"(cosny +isinnp)

3.7 Eksponencijalni oblik
Moze se dokazati da za svako ¢ € (—m, 7] vaZi

e¥’ = cosp + isinp.



3.8. MOIVREOVA FORMULA I KOREN KOMPLEKSNOG BROJA 33
Tada je

2z =reft
1 kaZemo da je time data eksponencijalna reprezentacija kompleksnog broja.

U eksponencijalnoj reprezentaciji je

2129 = rireci(Pite2)
zZ1 — ﬂei(Wl —p2)

z2 T2

2= e neN

3.8 Moivreova formula i koren kompleksnog broja

Ako je z = e, sto je u kompleksnoj ravni tacka na jediniénoj kruznici, onda za
formulu
(cos @ +isiny)™ = cosny + isinny

kazemo da je Moivrov obrazac, prema francuskom matematicaru koji ga je
otkrio 1707. godine.

3.8.1 Primena na resavanje jednacine z" = 1.

Resiti jednacinu 2™ = 1, znaci odrediti sve kompleksne brojeve z = cos ¢ +1isin ¢
kogi je zadovoljavaju. Kako je 1 = cos(2km) + isin(2km) za svako k € Z, na
osnovu Moivreove formule sledi

2k7r)" _1

2kw .
(cos— + 28I ——
n n

2km

n

2k
Lkﬂ' = € 71,”
n

Odatle sledi da je za svako k € Z kompleksan broj wy, = cos —+4 sin
resenje polazne jednacine.
Zbog periodic¢nosti trigonometrisjkih funkcija cos i sin mozZemo zakljuciti da
je
2k 2k 2k 2k
{cos—7r—|—isin—7T ckelZ}= {cos—w—i—isin—ﬂ- cke{l,2,...,n}}.
n n n n

Teorema 3.8.1 (Moivreova teorema, 1737) Jednacina

2 =w, w=re €C\{0,0)}

ima tacno n razli¢itih reSenja {zg, 21, ..., 2n—1}, gde je
2k 2k
Zr = W(coqurisinu), ke{0,1,...,n—1}
n n

- pt+2km
e %62 n
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Dokaz. Neka je w = 76i 1z = Sﬁ‘iw. Tada je z" = w akko Snend)i = 1ei .
J J
Znaéi, mora da vazi

n

s"=r ¢ nY=p+2kn, t.

2k
s=r i Y= uy
n
gde je k € Z. Kako su sin i cos periodic¢ne funkcije sa osnovnim periodom 2m,

dobijamo n razli¢itih korena oblika

o2k
ze = Ureta ke{0,1,...,n—1}

(Napomena: Isti skup resenja dobijamo kada k uzima vrednosti iz proizvoljnog
skupa od n uzastopnih celih brojeva. Cesto se uzimak € {...,—2,-1,0,1,2,...}.)

Ako primetimo da je modul svakog korena jednak /r, a da se argumenti
korena zx @ zp+1, kK =0,1,...,n—1, razlikuju za 27”, moZemo zakljuciti da koreni
leze na centralnoj kruznici polupreénika {/r i éine temena pravilnog n-tougla.

Y

ax;
zg=e€75"

Figure 3.3: ReSenja jednagine z° = 1.

O

3.9 Geometrijske transformacije

Translacija za w

Za dati kompleksan broj w, funkcija f, : C — C definisana sa
folz) = 24w

odredjuje translaciju za radijus vektor tacke w.

Rotacija oko O za ugao «
Za dati ugao «, funkcija fo : C — C definisana sa
falz) = €%z

odredjuje rotaciju oko koordinatnog pocetka za ugao .
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Z+w

oW

Figure 3.4: Translacija za vektor polozaja tacke w.

Y= pe(so+a)i

z = pe?

Figure 3.5: Rotacija oko koordinatnog pocetka za ugao a.

Rotacija oko w za ugao «
Za dati ugao o i kompleksan broj w, preslikavanje f : C — C definisano sa
f2)=w+(z—w)e™

odredjuje u kompleksnoj ravni rotaciju oko tacke w za ugao a.

3.10 Zadaci

1. Teorema 3.10.1 Za svako z € C vaZi:
(i) Re{z} = 3(z + 2)
(ii) Im{z} = (2 — z)
Dokaz. Neka je z = x +iy. Tada je

Z+z

z+2z2 = rzHiwytr—iy=2r=x=

z—Zz
2

z2—2Z = zHwy—cH+iy=2yi=y=

35
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f(2)

EQ

Figure 3.6: Rotacija oko w za ugao a.

. Resiti jednacinu 2> = 27Ti.
. Resiti jednacinu z* = 1.

. Sledeée brojeve napisati u obliku x+yi i predstaviti ih u kompleksnoj ravni:

(a) Z1 :34’\/?2,
(b) 2222-{-\/—717
(c) z3=(3+41)+ (—5+ 6i),

(d) z4 = (1 —28)(2+ 1),
(e) 25 = 155
(f) z6 =%

Napisati sledeée brojeve u trigonometrijskom i eksponencijalnom obliku, a
zatim th predstaviti u kompleksnoj ravni:

(a) 21 =141
(b) 2 =3— 3
(c) 23 =—V2—iV2
(d) zs=1(-1+iV3)

Dokazati da vazi

(a) cosp = 769”‘4'267@7
. wi_,—pi
(b) sing — 57

(c) sin? p + cos? p = 1.

Dokazati sledece identitete:

(a) sin(a+ B) =sinacos f + cosasin 8

(b) cos(a+ B) = cos accos f — sin asin S.

Predstaviti u kompleksnoj ravni skup resenja jednacine
(a) |z=3| <1

(b) |z—5i] <2

(c) [z = (3—2i)] =2
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(d)

9. Ako su z1, 29 i z3 temena jednakostraniénog trougla, dokazati da vazi

z+3

z—B‘ = 9.

2 2 2
21 T 25 + 23 = 2122 + 2223 + 2123.
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