Chapter 7

Determinante

7.1 Permutacije

Permutacija je bijektivno preslikavanje nekog skupa u samog sebe. Neka je
S, ={1,2,...,n}im:S, = S, proizvoljna permutacija.

Ako je i < j i7(i) > 7(j) tada kazemo da je (w(i),7(j)) inverzija permutacije
7. Broj svih inverzija permutacije m oznacavamo sa Inv(r).

Inv(m) = (7 (i), w(5)) =i < g Am(i) >m(5)}].

Primer 7.1.1 Broj inverzija u permutaciji
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jednak je Inv(m) =5+1+3+2+0=11.
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7.2 Definicija determinante

Determinanta reda n je preslikavanje det : M,, — F skupa svih matrica reda n
u nosa¢ F' polja, definisano sa

dEt(A) = Z (_1)1nv(ﬂ)a17r(1)a27r(2) < Qpp(n)-
TESy

Koriste se jo§ i oznake |A] i

ail ai12 AT
az1 G2 ... Q2p
apl  Gp2 ... Qpp
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n=1: |a11] = a1

air @12
a1  G22

n=2:

‘: 11022 — A12G22

aip a2 ais
n=3: 11022033 + A12023031 + 13021032

a21 G22 Q23 |=
—@11023032 — 412021033 — 413022031
aszy a32 @33

7.3 Osobine determinante

Kako n raste, tako broj n! sabiraka eksponencijalno raste i ¢ak i za relativno male
vrednosti n dovodi do veoma velikog broja koraka izra¢unavanja. Zato se koriste
metode izrac¢unavanja koje koriste osobine determinanti, a njih dokazujemo na
osnovu definicije.

e Ako su A i B kvadratne matrice, onda je
(a) |AT] = A,
(b) |AB| = |A]|B|.

e Ako vazi

(a) da su dve vrste matrice A proporcionalne, ili

(b) da su svi elementi jedne vrste jednaki nuli

onda je |A| = 0.
e Ako je A trougaona matrica, onda je |A| = ajiaas. .. any.

Determinantu mozemo izracunati primenom elementarnih transformacija na
vrstama (i kolonama):

(a) Ako je matrica B dobijena od matrice A zamenom mesta dve vrste, onda
je
|B| = —|A];

(b) Ako je matrica B dobijena od matrice A tako §to se elementi jedne vrste
pomnoze skalarom ¢ # 0, onda je

|B| = c|Al;
(c) Ako je matrica B dobijena od matrice A dodavanjem elementima vrste j
elemenata vrste ¢ (i,5 € {1,...,n}), pomnozenih sa ¢ # 0, tada je

[B| = |A].
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7.4 Razvoj po vrsti ili koloni

Laplasov razvoj determinante po vrstama ili kolonama je jo$ jedan nacin da se

pojednostavi njeno izracunavanje. Za sve i, € {1,...,n} vaze sledeéi razvoji:
[A] = @il +apdip+ ...+ amAin i
|A| = alelj +a2jA2j —+ ... +anjAnj.

7.5 Primena na resavanje sistema linearnih jednacina
- Kramerovo pravilo

Neka je dat sistem n linearnih jednacina sa n nepoznatih:

anry + apry + ... + awmT, = b
.. = b
a11  + a2r2 + + a2y 2 o AX =B
an11  + Gp2%2 + ...+ App®n, = bn
Neka je za svako i € {1,...,n} matrica A; dobijena od matrice sistema A kada
se kolona ¢ zameni vektorom kolonom B,
air ... Q13i-1) b1 ai(i+1) --- 0Qin
A - | @ - a1y b2oagiyn) .- G20
;=
an1 .- Qp(i-1) by An(i41) -+ Qnn

Teorema 7.5.1 Ako je |A| # 0, onda sistem ima jedinstveno refenje

TR VTR VT
Dokaz. Ako je |A| # 0, onda je A regularna i vazi
A A .. An by
1 1 b
X=A"'B=_—"—A*B=—-| A, Ay ... A, 2
Y| A A A
Aln A2n Ann "

odakle je

o b1Asj; +baAsj 4+ ...+ by Ay
T |A] '
Sa druge strane, razvoj determinante |A4;| po koloni j je
§to uvrstavanjem u jednacinu (7.1) daje
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