Reénik i Simpleks tabela

1.1 Bazno dopustivo resenje

Neka je dat sistem m linearnih jednacina sa n+m nepoznatih uz uslov da su sve
nepoznate nenegativne. Kazemo da je a = (a1,...,an,Gnt1,- ., Gntm) bazno
dopustivo resenje datog sistema ako

(1) a jeste resenje datog sistema linearnih jednacina,

(2) za svakoi € {l,...,n} vazi a; > 0,
(3) postoji m komponenti iz (a1, ..., amin) koje su jednake 0 (nebazne) i
(4) preostalih n komponenti iz (ai,...,amin) Su nenegativne i multiskup

kolona matrice sistema koje odgovaraju tim nepoznatim je linearno neza-
visan. (bazne)

1.2 Recnik

Neka je dat problem linearnog programiranja:
Odrediti

max  (c1x1 + oo+ ... + Cry)
(T1,--yTn )€

gde je S skup reSenja sistema linearnih nejednacina

a11x1 + apxe 4+ ...+ axr, < b
a1r1 +  azr2 + ... +  a2T, < b2
Am1T1 + Am2T2 + ...+ GmaTa S bm

r1>20,202>0,...,2, >0

u kojem vazi
b1 >0,b0>0,...,b, >0.



Kazemo da je odgovarajuéi recnik oblika

anri + a2 + ... +  apTn + Tpr = b
anxi + Tz + ... 4+ amTp +  Tpp2 = by
Am1T1 + Qm2T2 + ... + AmaTn + Tn+m — bm
—C11 — CoXg — ... — Cpdpn— = —Z

$120,1’2207...,$n20,xm+120,...,5En+m20

Sto se u tabelarnom obliku moze predstaviti na sledeé¢i nacin:

Z1 2 ... LTn Tp+l Tpt2 -2 Tntm
a1 a2 ... A1n 1 0 ... 0 b1
a1 asy ... agn 0 1 ... 0 bg
Aml Am2 ... OGmn 0 0 ... 1 bm
—c1 —C ... —Cp 0 0o ... 0] —=z

Jedno bazno dopustivo resenje prethodnog sistema linearnih jednacina je
('1:17--~7xn7xn+la"'axn+m) = (0""7Oab1a" 7bm)

Ako u tabelarnom obliku jo$ nazna¢imo koje su odgovarajuée bazne promenljive,
onda kazemo da je data Simpleks tabela:

T X9 e Tp Tp+l Tnp42 coe Tn4m
Ln+1 a1 aig ... A1n 1 0o ... 0 b1
Tn+2 a1 as9 ... agn 0 1 ... 0 bg
Tntm | OGml  Gm2  --- Gmn 0 0 ... 1| b,
—c1 —C ... —Cp 0 0o ... 0] —=z

Uobicajeno da se umesto —z pise samo 0, $to je vrednost funkcije cilja u datom
bazno dopustivom resenju, a da se tek u posednjem koraku Simpleks algoritma,
kada se ocitava vrednost funkcije cilja, od vrednosti na tom mestu oduzme z.

Teorema 1 Ako problem linearnog programiranja ima redenje, onda postoji
bazno doputivo resenje u kojem funkcija cilja dostiZe optimalnu vrednost.



|dejaSimpleks algoritma

Ilustrovac¢emo ideju Simpleks algoritma na slede¢em primeru.

Primer 1 Odrediti

max (z1 + x2)
(z1,22,23,24)ES

ako je S skup reSenja sistema:

3r1 + x2 + z3 = 6
r1 + 32 + + x4 = 6

21 20,22 20,23 > 0,24 > 0

Sto zapisujemo u obliku Simpleks tabele na sledeéi nacin:

T1 T2 T3 T4

T3 3 1 1 016

Ty 1 3 0 1|6

-1 -1 0 0]0

Recénik

r3 = 6 — 3.731 — X9
Ty = 6 r1 — 3z
z = xr1 + T2

odgovara (polaznom, inicijalnom) bazno dopustivom resenju
(xla 2,3, ZL’4) == (07 07 63 6)

Pitanje je da li postoji bazno dopustivo reSenje sa ve¢om vrednoSéu funkcije
cilja. Posmatramo bazno dopustiva resenja koja dobijamo zamenjivanjem jedne
bazne i jedne nebazne promenljive. Mozemo zakljuciti da ako povecavamo x
raste i vrednost funkcije cilja. Isto vazi i za x4. Izaberimo za promenljivu koja
ulazi u bazu x;. Pitanje je koju promenljivu izbaciti iz baze. Najveca vrednost
do koje mozemo povecati x1, a da x5 ostane 0 i bazne promenljive x3 i x4 ostanu
nenegativne je x1 = 2, $to dobijamo ako u prethodni sistem stavimo xo =0 :

.23326—333120
564:671'120



Onda je x3 = 0 i novo bazno dopustivo resenje je
($1,$2,$3,$4) = (2707074)

za koje funkcija ima vrednost z = 2. Za nove bazne promenljive z1 i 24 je

X1 = 2 - %1‘2 — %SC:;
gy = 4 - %1'2 + %xi} <~
z = 2 + %1’2 — %xS
r1 + gr2 + 3o = 2
STz — 3Tz + my = 4
— %:L“z + %ZE:’, = —z+2
2 >0,i=1,2,3,4
1 X9 Tr3 X4
T 1 % % 012
2 1
T 10 02

Ako bismo povecali vrednost x3 onda bismo dobili manju vrednost funkcije.
Ali, mozemo da povetamo vrednost funkcije cilja povecavanjem vrednosti xs.
Najveca vrednost koju moze da uzme zs, a da bazne promenljive x; 1 x4 0s-
tanu nenegativne, je xo = % Onda je novo dopustivo resenje (x1,xs, x3,x4) =

(%, %, 0,0), a vrednost funkcije cilja je z = 3. Tako smo dobili

I = % — %1’3 —+ §$4
T2 = 3 + §1’3 — §$4 =
z = 9 — $m3 — 35Ty
r + + %1‘3 — %m = %
T2 — gfﬂg + §$4 = 5
sr3 + T4 = —2z+3
x; >0,i=1,2,3,4
xry X2 T3 Tq
T 1 0 3 _1I713
e 1 I B3
= 52
0 O 3 g 3

Povecavanjem z3 i x4 funkcija cilja bi imala manju vrednost. Time za-
klju¢ujemo da smo dobili optimalno resenje.



Inicijalizacija

Neka je problem linearnog programiranja dat u matri¢noj standardnoj formi:
Odrediti

max c!
€S
gde je S skup reSenja sistema:
Ax <b
z>0
i postoji j € {1,...,m} sa osobinom
b]' < 0.

U tom slu¢aju uobic¢ajeni postupak formiranja polaznog bazno dopustivog resenja
ne moze da se primeni, zato §to dobijamo negativne vrednosti nekih pomenljivih.
Zato uvodimo pomoc¢ni problem:
Odrediti

max (—xo)

(z,20)

ako je 8’ skup resenja sistema
Az —zo[11 ... 1] <b

.’EZO,(E()ZO

Lako je zakljuciti da je € S ako i samo ako (z,0) € §’. Ako postoji takvo
dopustivo re¢enje pomocénog problema u kojem je xyp = 0, onda je to sigurno i
njegovo optimalno resenje. Znaéi, (x,0) € S’ ako i samo ako je (z,0) optimalno
reSenje pomocé¢nog problema.

Time smo dobili da je S # () ako i samo ako postoji optimalno resenje pomoc¢nog
problema u kojem je xzg = 0.



