KOMPLEKSNI BROJEVI

1. Dati su kompleksni brojevi z1 = 2 — 2 i 20 = —4 + 5i. Odrediti:

(a) z1 + 22, (b)z1—22, (c)z1-22, (d) @, (e)

<1

2 341
ZL+22+ +'L+\/§

2
2] — 22 — 2

RESENJE:

(a) z1+20=2—-2i 4+ (—4+5i)) =—-2+3i

(b) 21—22:2—2i—(—4+5i):6—7i
(c) 21-20=2—2i (4 +5i) = —8+10i + 8 — 10i2 = ~8 + 18i + 10 = 2 + 18i
@) 2 —4+4+5i 242 —8—8i+10i +102 18+ 2i o 1,
_—= . = = = —— —1
2 2-2 242 4 — 442 8 4 4
221+ 29 +3+1 2(2 = 2i) + (=4 +5i) + 3+ 3+2i
() | —=— +V3| = (7), ( ). V3 Z’.,+\/§
22— 29 —2 (2 —2i)2 — (—4 +5i) — 2 —8i+2—5i
3—2i —13i
:‘2+3z+ﬁ':‘ 13Z+‘/§‘:"/§_i’: (V32 +(-1)7 = Vi =2

2. Odrediti kompleksan broj z iz uslova

z4+2
1—1

Im{(3+i)-z}—2iRe{

a zatim izracunati vz + 9 + 4i.

RESENJE:

}+\4—3z‘y:—2+z‘,

Neka je z = z 4 yi. Tada imamo:
B+i)-z=0B+14) (r—yi)=3x—3yi +xi +y =3z +y+ (x — 3y)i,

z+2 zxz4+yi+2 147 z+yi+24zi—y+2 w—y+2+x+y+2.
_ . — = 'L,

1—i  1—i 14 1+1 2 2

4 —3i| = /42 + (=3)2 = /25 = 5.

Odavde je x — 3y — 2i - % + 5 = —2 + i, pa se izjednacavanjem realnih i imaginarnih delova dobija
sistem jednacina x — 3y +5 = =2 i —(z — y + 2) = 1, ¢ije je reSenje (z,y) = (—1,2), odnosno trazeni

kompleksni broj je z = —1 + 21.

Neka je /z+ 9 + 41 = /8 + 6i = a + bi. Tada je 8 + 6i = a® + 2abi — b?, pa se izjednacavanjem realnih
i imaginarnih delova dobija sistem a? — b*> = 8 i 2ab = 6. Zamenom b = % u prvu jednac¢inu dobija se
bikvadratna jednacina a* — 8a? — 9 = 0, ¢ija su resenja a®> = 9 i a®> = —1. Kako je a € R, a?> = —1 nije
moguce, pa su trazene vrednosti korena z1 =3 +1i1 20 = -3 — 1.
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(b) Za z i z9 iz (a) naéi kompleksni broj z3 takav da trougao z1z2z3 bude jednakokraki sa osnovicom
2129, povréine 3v/2. Koliko ima regenja?

RESENJE:

(a) Zamenom z = 1+ yi u datu jednac¢inu dobijamo

14y 1—yi ( 1 1 )_(1+yz‘)2+(1—yi)2+4_1—yz‘+1+yz’

9 —
1—yt  1+ye 1+yi+1—yi 1+ y? 1+ 92

i

a mnozenje ove jednakosti sa 1+ y? daje 1+ 2yi — y? + 1 — 2yi — y? = 2(1 + y?), odnosno y? = 2.
Dakle, trazeni kompleksni brojevi su z; = 1 + V2129 =1—2i.



(b) Duzina osnovice z; 2 je 2v/2, pa kako je povrsina trougla 3v/2, sledi da je duzina visine na osnovicu
3. Tacke z1 i zo su simetricne u odnosu na realnu osu, tako da vrh jednakokrakog trougla mora
pripadati realnoj osi. Stoga postoje dva reSenja, z3 = 4 ili z3 = —2.

4. Predstaviti u trigonometrijskom i eksponencijalnom obliku kompleksne brojeve

V2 V2, V3 1

21:1+\/§i, 22:—2—{—21, 23:—7—7Z, 24:7—52,
3 2 1. 8i
25 = 26 = —T Z7 = —1 zZe = —N
5 5 6 57 7 2 ) 8 ;
a zatim izracunati: (1) 21 - 22, (2) %, (3) 235, (4)¥/zs.
z2
RESENJE:
21=14++V3i= 2e3t =2 (cos% —|—7jsin£) 25 =3 =23e" = 3(cos0+ isin0)
:—24-22—2[64 *2f(cos3ﬂ+zsm3f) 26:—%:% :%(cosw—i—isinﬂ)
23 = —@ — @z — i = cos OT T +isin 51 Z7 = %7, = %e%i = % (cosg —|—ising)
Z4 = 73 — %z — e 6 = cos (—%) + ¢ sin (—%) 28 = —8&8 = 8e 2t =8 (Cos (—g) + 7sin (—g))

2 _ _ 1
2 93t 2V2

4) /7 = V8e { i ke{0,1,2}} {2e 5l 2e3? 2e%i}={\/§—i,2z’,—\/§—i}

5. Odrediti kompleksne brojeve z; i 22 u algebarskom obliku ako je

768
(Z+2i) +C-p-2 )
21 = e , (22 +1)° = —27.
<@ — @z)
2 2

RESENJE:

+7;

(1) Kako je %5 V2 4 ‘[z = ¢’ imamo
T ((611)768 + 8 12i+ 62 — i3 — 2@) : (e—%l) T ( —6+i- 22‘) L
= (1927 4 2117 — 20) - U = (1424 110 — 20) - €57 = (3+ 90) - (2 + %20)
= —3Vv2 + 6V2i.
(2) Posto je —27 = 27¢e™, sledi
5 =—1+27em € {—1 + 3¢5 ke {0,1 2}} - {—1 43¢5, —14 3™ 1+ 3e%’”}

={4+30 -4 L - 28}

76871'

6. Jedno resenje jednacine (z —V3+ 2i)6 =a je z1 = 2v/3 —i. Odrediti a i ostala resenja ove jednacine.
RESENJE:

Kako je 21 = 2v/3 — i jedno resenje date jednacine, imamo

a= (2x/§—z‘—x@+2i>6 - (\/§+i)6: <Qe%i>6 — 96 ™ — _g4,

117w

Posto je &/—64 = /6de™ € {26”2“ ke{0,1,2,3,4 5}} {ze%i 251, ze%“i 265 9 26T1}
= {\/§+i,2i,—\/§+i,—\/§—z —21, \f—z} dobijamo z € {2\[-1 \f —31, V3= 41, 2V/3 — 31}




7. Naci sve kompleksne brojeve z koji zadovoljavaju uslov z

T T
8. Koristeéi stepenovanje kompleksnih brojeva u trigonometrijskom obliku izra¢unati cos 3 isin—.

4=z

RESENJE:
4_ 5 4,400 _ . o—pi 4 _ _ 2 _ _ 2kr
=7z erte¥=re¥erti=riNdp=—p+2krer(r—1)r"+r+1)=0Ap=="
S (r=0vr=1)Ake{0,1,2,3,4} & (r=0Vvr=1)Ape {02, 4, & &

» 5757575
&S 2€490,1,es5"e5e5" e

5
RESENJE:

2 2

(1) Iz cos 2z +isin 2z = (cosx +isinx)? = cos? z + 2i cos x sin x — sin? 7, izjednacavanjem realnih delova
dobijamo cos 2z = cos? x — sin® x = cos® —(1 — cos? ) = 2cos? z — 1. Odavde zamenom = = g sledi

2 cos? g 1= g, odnosno cos? 5= 2+T‘/§. Posto je cos § > 0, imamo cos § = ~ ZZ‘E.
(2) Iz cos 5z +isin 5z = (cosx + isinz)® = cos® x + 5icos® xsinz — 10 cos® x sin? x — 10i cos? z sin® x +
5cos xsin* z + isin® x, izjednacavanjem imaginarnih delova dobijamo

sinbx = b5Hcostxsinz — 10cos? xsin® x + sin® z

=5(1 —sin?z)?sinz — 10(1 — sin® x) sin® z + sin® »
= 16sin® 2 — 20sin® z + 5sin .

Odavde zamenom z = % sledi 16 sin® =20 sin® % +5sin ¢ = 0, a kako je sin £ # 0, ova jednakost

5
se svodi na 16 sin4§ - 20 sin2% + 5 = 0, sto daje sin2§ = %. Posto je sing > 0, imamo
sinf = 5\2/3 ili sin ¥ = 25\;%/5 Funkcija sin je na intervalu [0, 5] rastuca, pa vazi ¥ < 7 =
. N .. o _ V5-v5
sin £ < sin 7 = %%, §to znaci da je sin ¢ = RENRE
9. Dokazati identitete:
3 1 1 1 3
.. 3 . . 4
a) sin®x = - sinx — — sin 3x; b) cos® x = = cosdx + = cos 2z + —.
(a) 4 4 (b) 8 2 8
RESENJE:
(a) sin3x — (%) — }81 (eSx'L _ 362mefm + 36“67212 _ 673:1:1) — % (6312 _ 673:1:1 _ 3(em _ efm))
= L (2isin3z — 3 2isinz) = —1sin3z + 3sina.
(b) costz = e“Jrze—“)4 _ % (e4xi 4+ AeBTip—Ti 4 Ge2uip—2Ti 4 [oTip—3ui | 6—4azi)
= 15 (e + e717 4 4(e2" — e72%7) + 6) = {5 (2cosdx + 4 - 2 cos 2z + 6)
= %cos4a:+ %cos2x+ %.
U krugu ¢iji je centar zg = —3 + 44 upisan je pravilan osmougao. Jedno teme je u tacki z; = —3 + 5.

10.

11.

Odrediti ostala temena osmougla.

RESENJE:

S obzirom da su nam poznati centar i jedno teme pravilnog osmougla, sva preostala temena mozemo
dobiti rotacijom z1 oko zg za odgovarajuci ugao. Kako je centralni ugao pravilnog osmougla 7, imamo

zp+1 = R ;ﬂ(zl):zo—l—(zl—zo)ﬁ%i:—3—|—4i—|—i-e%i,k:1,2,...,7.
4

20

Trazena temena su z9 = —% + SJFT\@Z', 23 =—4+4i, z4 = —6+T*ﬁ + %i, z5 = —3 + 31,
2/6:_6—72\/54_8—27\/51‘7 2p = —2 1 4i, zg = —%4‘84_72\/5@-

Dati su kompleksni brojevi z; = —2 4+ ¢ 1 z3 = 4 — 3i. Odrediti kompleksne brojeve 29 i z4 tako da u
kompleksnoj ravni tacke z; i z3 budu naspramna temena kvadrata z12z02324.



RESENJE:

z1tz3 _
2

= 1 —i. Preostala temena dobijamo rotacijom tacke z1 oko centra za ugao 7, odnosno —

Posto imamo dva naspramna temena kvadrata, mozemo odrediti centar kvadrata, tj. zg =
—2+i+4-3i
2

s
29

224 = RZO’i%(Zl) =20+ (21 — Zo) . eigi =1—-17+ (—3 + Qi) . (:l:’i),

takodaje zo =1—i+ (=3+2i)-i=—1—-4iizg=1—i+ (=3+2i)-(—i) =3+ 2i.

12. Neka je z; = 3 + 2i jedno teme kvadrata. Odrediti preostala temena zs, 23, 24 ako se zna da 29 lezi na
pozitivhom delu imaginarne ose, a 23 je na realnoj osi.
RESENJE:
Iz uslova zadatka imamo 29 = ai,a € R i23 = b,b € R. Takodje vazi z3 = Rzg,—g (z1) = 22+(21—z2)~67%i,
pasledi b = ai + (34 2i — ai) - (—i) = (2 — a) + (a — 3)i. Izjednacavanjem realnih i imaginarnih delova
dobijamo sistem 2 —a = bia — 3 = 0, ¢ije je resenje (a,b) = (3,—1), tj. temena su zo = 3i i 23 = —1.
Cetvrto teme dobijamo iz ¢injenice da je 2125 = 2124, 0dnosno zo — 2, = 23— 24, §to daje z4 = 23 —20+21 =

—1-3t+3+2i=2—1.

13. (a) Odrediti kompleksan broj z ako je

Re 5(24-1)-—52 — 11, Im E(2—’_2)'_52 — _18.
1+1 1+

(b) Odrediti kompleksne brojeve 21 i z3 tako da je z1 pozitivan realan broj, zo pripada tre¢em kvadrantu,
a trougao zz122 je jednakostranican stranice 5.

RESENJE:

(a) Neka je z = x + yi. Tada imamo

Z(241i) -5z (v—yi)(2+1) =5z +yi) -Br+y+zi—Tyi 1—i

1+ B 1+ B 1+ 1—i
—2x —6 4o — 8y . )

5 Yy 5 Yi= (—x —3y) + 2z — 4y)i
Izjednacavanjem realnih i imaginarnih delova dobijamo sistem —z — 3y = —11 i 2o — 4y = —18, cije
je resenje (x,y) = (—1,4), pa je trazeni broj z = —1 + 4.

(b) Neka je 21 = a € RT. Kako je stranica trougla duzine 5, imamo 5 = |21 — 2| = |[a + 1 — 41| =
V/(a+1)2+ (—4)2, odnosno (a + 1)? = 25 — 16 = 9, a posto je a > 0 jedino resenje je a = 2, tj.

z1 = 2. Trece teme dobijamo rotacijom tacke z oko 21 za ugao 7,

ZQZRM%(,Z):zl+(z—zl)~e%i:2—|—(—3+4i)-(%+£i>:1*‘217‘/34—%2'

2

14. Skicirati u kompleksnoj ravni sledeée skupove tacaka:

(a) {zeC:1<|2| <4}

(b) {z€C: % <arg(z) < 5,[2| <3}

(c) {z€C:—-1<Re(z) <2,1<Im(z) <3}
(d) {z€C:|z—-3+1i| =2}

RESENJE:

Kruzni prsten ograni¢en centralnim kruznicama poluprecnika 1 i 4.

(a)
(b)
(c)

)

(d) Kruznica sa centrom 3 — ¢ poluprecnika 2.

Kruzni isecak centralnog kruga poluprecnika 3 izmedju uglova & i %.

Pravougaonik ograni¢en pravama r = -1,z =2,y =11y = 3.



