
Grupoidi, polugrupe, grupe
 

1.	 Koji od sledeCih uredjenih parova su grupoidi? Za te grupoide ispitati koje osobine imaju 
(komutativnost, asocijativnost, neutralni element): 

(1)	 (N,+) (4) (Z,-) (7) (lR,:) (10) ({-l,D,l},+) 

(2)	 (N,') (5) (Z,·) (8) (lR \ {D}, :) (11) ({! I!: A --+ A},a) 

(3)	 (N, -) (6) (Z \ {D}, :) (9) ({-l,D,l},.) 

RESENJE: 

(1) (N, +) je komutativan i asocijativan grupoid, bez neutralnog elementa. 

(2)	 (N,·) je komutativan i asocijativan grupoid, sa neutralnim elementom 1. 

(3)	 (N, -) nije grupoid jer npr. 2 - 5 = -3 ¢ N. 

(4)	 (Z, - ) je grupoid koji nije ni komutativan, ni asocijativan, niti ima neutralni element. 

(5)	 (Z,') je komutativan i asocijativan grupoid, sa neutralnim elementom 1. 

(6)	 (Z \ {D}, :) nije grupoid jer npr. 2 : 5 ¢ Z. 

(7)	 (lR1 :) nije grupoid jer deljenje nulom nije definisano. 

(8)	 (lR \ {D}, :) je grupoid koj(nije ni komutativan, ni asocijativan, niti ima neutralni element. 

(9)	 ({-I, D, I},.) je komutativan i asocijativan grupoid, sa neutralnim elementom 1. 

(10)	 ({-I, D, I}, +) nije grupoid jer npr. 1 + 1 = 2 ¢ {-I, D, I}. 

(11)	 ({! I!: A --+ A},a) je asocijativan grupoid sa neutralnim elementom lA, ali nije komu­
tativan. 

2.	 Ispitati koje osobine ima grupoid (G,*), akoje G = {a,b, c}, a operacija * je data tablicom: 

* abc 
a c a a 
b abc 
c b c b 

RESENJE: Operacija * nije komutativna jer njena tablica nije simetricna U odnosu na glavnu 
dijagonalu, a nije ni asocijativna jer vazi: a * (a * a) = a * c = a =1= b = c * a = (a * a) * a. 
Neutralni element grupoida (G, *) je b jer je njegova vrsta jednaka granicnoj vrsti i njegova 
kolona je jednaka granicnoj koloni. 

3.	 Primeri podgrupoida 

(a)	 Par - skup parnih (prirodnih) brojeva, Nep - skup neparnih (prirodnih) brojeva. (PaT, +) 
jeste podgrupoid od (N, +), a (Nep, +) nije. 

(b) (N, +) je podgrupoid od (Z, +) je podgrupoid od (Q, +) je podgrupoid od (lR, +) je pod­
grupoid od (te, +). 

(c)	 ({ -1, 1}, .) je podgrupoid od ({ -1, D, I}, .) 

4. NaCi sve podgrupoide grupoida (G, *), ako je G = {a, b, c, d} , a operacija * je data tablicom: 

* abc d 
a b a a a 
b b b d c 
c c b d d 
d d b d d 

RESENJE: NosaCi podgrupoida su: {b}, {d}, {a, b}, {c, d}, {b, c, d} i G. 



5. Dat je grupoid S = ({I, 2, 3, 4}, *), gde je operacija * definisana sa: x * y = min{x, y}. 

(a) Dokazati da je S komutativan monoid, ali nije grupa. 

(b) NaCi	 sve podgrupoide grupoida S. 
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6.	 Dat je grupoid (G, *) gde je G = {e, a, b, c} i operacija * je definisana Kejlijevorn tablicorn.
 
Dokazati da je (G, *) Abelova grupa.
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7. Neka je G = Q \ { -I}. Ispitati da Ii je (G, *) grupa, gde je operacija * definisana sa: 

(Va, bEG) a *b = a + b + abo 

Qeseie'· 
• ~+VoreV\ 0 .... ~ :	 _we"\..~V6-LlII..l e~EM...~· 
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8. Da li se date nepotpune Kejlijeve tablice mogu dopuniti do tablica grupovnih operacija? 

*eab *eabc
 
e e abe e
 

(a)	 (b) a a e 
a 

b b e
b a a 

c c e 
PeseV\oe~ 
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Cl·b-=!o·A.=e,
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(1) (lR, +) je podgrupa grupe (C, +).	 fO\~v l~:IVd.-O olva- r+-a. , ~ t-o ""'-Ie \AA.Ott ee . 
(2) (Q, +) je podgrupa grupa (lR, +) i (C, +). 

(3) (1., +) je podgrupa grupa (Q, +), (lR, +), i (C, +). 

(4) (N, +) nije podgrupa od (1., +) jer nije grupa. 

(5) (lR \ {O},·) je podgrupa grupe (C \ {O}, .). 

(6) (Q \ {O},·) je podgrupa grupa (lR \ {O},·) i (C \ {O}, .). 

10. Nati podgrupe KIajnove grupe. 

\<e&'~f:
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 ~~ N~ i\~~ ~~~ o..C\..e bbe Cce 

11. Dokazati da je funkcija f : 1. ---+ {T, -.1}, definisana sa 

T, x je paran 
f(x) = { -.1, x je neparan ' 

homomorfizam grupoida (1., .. ) i ({T, -.1}, V), ali nije homomorfizam grupoida (Z, .) i ({T, -.1}, /\). 
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13. Sledece permutacije napisati u obIiku proizvoda disjunktnih ciklusa i proizvoda transpozicija: 

( 
03 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11)	 _


(a)	 2 567 1 9 11 10 0 8 4 :(03'-9)0('\'2...:')0\'\+"")"('8 10 )
 

=(O':l)o<,o~)·(o~)oUS)ol"'Z-)'" \i.I..<\") 0('11-) ,,(CO \~)
 

(b)	 (~ 1 2 3 4 5 6 7 8 9) =(0 '\ ') 0 l" '2. 5 't> ~ ') .. (. '" 1- '3 )
 
251087936 '" (o~)t>\"""'),,l\'b).lo\S)olA.'"L) .. lb~lo(6~)
 

14. Proizvod nedisjunktnih ciklusa napisati kao proizvod disjunktnih ciklusa: 

(a) (1352) 0 (510) 0 (453) 0 (0241) = ( ~ ~ -; ~ ~ ~) , (0 '\ '2.. ~ ~ ) 

(b) (0241) 0 (453) 0 (510) 0 (1352) -; (~~ ~ ~ ~ ~ ) = (\>:. ') 0 \ 't£) 

15. Preko permutacija proveriti da Ii su sledeCi uredjeni parovi grupe: 

(a) (A,·),gdejeA={a,b,c,d}i (b) (B,*), gdeje a= {1,2,3,4,5,6} i
 

* 1 2 3 4 5 6
 
abc d 1 1 234 5 6
 

a abc d 2 2 3 456 1
 
b bad c 334 1 625
 
c c dab 445 6 1 3 2
 
d deb a 5562314
 

661 5 2 4 3
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---------------

Prsteni i polja 

1.	 Neka je R = {a, b, c, d} i neka su na R definisane Kejlijevim tablicama operacije + i '. Dokazati 
da je R = (R, +,.) prsten. 

+ a b c d 
a a b c d a 
b b a d c b 
c c d a b c 
d d c b a d 

R.e~eYlAe :
 

(,,) (R l +-) \(\a~V"lOVd.
 

a b c d 
a a a a 
a b c d 
a a a a (Co.l llf'l"';!l.el?) ')(·l.d+:c)=-x·~+)l·'t 
a b c d 

)(~\.G(.,c~ =) }(.·l~-r:c)-=--Q 

x. .~ -l-)(..' :e- =- e.vI-a.. %.- 0..­

f. ~ 1 'o\d.. ~ -"> )C. 'l1-t-':C)~ 1+ -:e ~ ~ 1.,q.. "'\<. 
\€' ~a.. 

\(. ~ r)(.· ~ ~ 'd ~'C-
("2.) lQ.,· \ 

• '$0.-\voreV\.Cl'i.~ , Ifd~ 

.. :.:...~~~-h'\r"l.o'St: ~lh.''j\~~e.) x·llT;~~(>c..-'j)-~ 

h	 S"6~ -l~~ \Ja~ a·-t~c. -t ~ ~ ~ b·hj,.t,-=-t 

)(~\CI..c~ ~) )I:.<.,,\'~)'" CL i (""··P''=2,.~·-:e-~} 
• ~.;l"'~ J,:tE:~


)(.t-1b,d) -:.) X..l~.~)",~.1 "\ (x''j)·~. ~.-:e
 

=) (\;:\ • ') I.e f'~~~ \"\..-\.f'c.. 

2.	 Neka je R = {a, b, c, d}. Dopuniti tablice operacija + i " tako da struktura R = (R, +,.) bude 
prsten: 

+ 
a 
b 
c 
d 

abc d 
a 

a d c b 
a c 

a d 

abc d 

b a 
a c 

t-l~ osy,O\J\.A. k+\t", vY"e.otV\os,t.; LA -t-dloL:~ , ca.lc..l~IA~l.<.de \N\-C k 
he..u:h,~l.vv\ eleNV\.e.vt.~ V\t\O ('"'6-- ~-M a. \ ~a. vY"'b-t1A. i \:0 lo-Ifl. ~ 

e.te.~~d- c.. ?C\()\AVl \a\fajVl.O ·h..1.:..0 Jd-. 6~ re ~a.lc.e.. d~dvtA:C.~·II\.\. 
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~a.\o~(.,l ~~r'c::;,\.\.~ 'ts'I"""""e...~Cko \.A.. eol\l\..O'VvI. V\d.- ~lcw\l\-I.A. 
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~~ ~' ~ '\.{Na. Fos+d-la.. c:M.r'd- V\-<ec;;,~~ s-\-a-u~ ~\;- b 
eL~evt-t-' ;-.\-0

~~\f\M7VV\ l..\. Vle..~ \.IY"~k i. ~ ~lav.-1 e"v\~v 1~L; 

V\A ~ ~oec u.de., L.. +~Io~c..t '~\I\e o~~~~e. 

~Q..,",-\--(3.t~ ~ c.. Ue.\+') \'e \r\\.Ala. 4 lRl.·)' ~ ~'\A 

v.	 "")C ~ v.')~ -\ ~l~ <b~ e\e\M€.M.~ &~G~ Q. 

Preo~~o..- \MeS;-'-4.-- ~~\..A\;\~\f~ ko.-~ &~ V'dil cA; Cirr\l.e>\.A.. ­
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b·o1,,; b·Cbk' eo);. Ic''''k'\o'~''' \o+O\..~ \0 

t·e\.. ~ e,·llo+-c) ::: ~.I.o,," C,. ~::: CA. l-C- =c 

<h b ~ Cb-\-c)' b e- '0. \, lr C -10 :: 6 l- ~ ,. 1.0 



3. Ispitati koje od sledeCih uredjenih trojki su prsteni: 

(1) (N, +,.) (4) (Q+,., +) (7) (Z4, +4, '4) (10) ({T, 1-}, {:}, =*) 

(2) (Z,+,·) (5) (~, +,.) (8) (P(A), u, n) 

(3) (Z,·,+) (6) ({O,1},+,·) (9) ({3k IkE Z},+,·)
 

RESENJE:
 

(1) (N, +, .) nije prsten jer	 (N, +) nije grupa (nema neutralni element). 

(2) (Z, +,.) jeste prsten. 

(3) (Z,·, +) nije prsten jer	 (Z,·) nije grupa (nema inverzne elemente). 

(4) (Q+,., +) nije prsten jer + nije distributivno prema '. 

(5) (~, +,.) jeste prsten. 

(6) ({O, 1}, +, .) nije prsten jer ({O, 1}, +) nije grupoid. 

(7) (Z4, +4, °4) jeste prsten. 

(8) (P(A), u, n) nije prsten jer (P(A), U) nije grupa (nema inverzne elemente). 

(9) ({3k IkE Z},+,·) jeste prsten. 

(10) ({T,1-},<=>,=*) nije prstenjer ({T,1-},=*) nije polugrupa. 

4. Ispitati koje od sledeCih uredjenih trojki su polja: 

(1) (Z,+,·); (2) (Q,+,.); (3) (Z4, +4, °4); (4) (Zs,+s,'s); (5) (~+,+,.). 

RESENJE: 

(1) (Z, +,.) nije polje jer (Z \ {O}, 0) nije grupa (nema inverzne elemente). 

(2) (Q, +,.) jeste polje. 

(3) (Z4, +4, °4) nije polje jer	 (Z4 \ {O}, '4) nije grupoid. 

(4) (Zs, +s, ·s) jeste polje. 

(5) (~+, +, .) nije polje jer	 (~+, +) nije grupa (nema neutralni element). 

5. Na skupu ~2 = {(x, y) Ix, Y E ~} definisane su operacije, za sve (ab a2), (bb b2) E ~:.!: 

Dokazati da je uredjena trojka (~2, Ee, 0) prsten. 

t<eSeAAoe : 
(1\) CJ\Z

'2. 
,(3) ') \€ A.-\oelolJa. ~~f~ 

" --e a.W O\'""eM.O Sk- : 
~ 

(A..., 0\2-1 ( l6 .., 10.....) ~ \~"L =) CI.,\, (Az., \0 ,\,~ ... ~ ~ 
-:0--') ~'\'I""~'" , o..~~1- 6-1~ -;..) L~A, ~)<£>(.'c~"l:>"\..-) E:-t~"L 

b ~s-ou.~\1\1\.()t 

(Cv.\~)G:>(CIo4.\\,,).w~(~"\~))	 =l~,CvL) ~(\oI\~~'I.) ~~c-z..') 

:=- l ~ -+ ('0'1. t"~'\) \ O\.-a- k lIo~~c"l-"\) 

~ \(CI."'-t-Io\)~~, ~2.-r""")+~1-) LG'2-,-+-) \=e eSo 0 xo"·w\l14.. \ 
-: ~\.dOI \~'1-",""~1.) (f) (~-\, C-z-) 

,... \.lC\'\\Q~) €>CI.oI\'Io-z.) ') l.f? c..~\c."l..) 



(CI.,.)c..1.-) ~ (Jo'\.,Io-z,)	 ~ (01.'\+-b'\, Ct1.-+-~'"l.-)
 

=- (b.~~Ct.'\, \::>1-+--Ct1.-) lCR\+-\ te~ ~~~j
 

=- l 1.>1\., \0 v) (£) Cc"" ~)
 

o V\el.-\.-h'a,..I.M.A e\.~eM.~· (0 0' 
~. \'\J 

(C(.... ) 0..1.-) G> lo \0) = l Ct, + 0 \ Ot"').. -\-0 ') ;. (Q\ I <:1."2.-) [0 ,.;. \l\e.<Aty. ele-· \A Ut2.\:+-'\J 
o t '"ve '<'1:Yvi. ~ 
~': 

- (a.", ~'l.) -- (-Cl.'I.1 -c...1.-) 

(o..~+ct....)~(~'\,-e-.'1,.) =- lCt\"~ .. <'--4.,)1 c..'l.-+l--Ct'1.-)') = <"0,0) L-o.. yi ~""vex-e-~" e-... IA(\R\+-l] 

(CI..,c,1-)t(Io\,\ot-) f-1~'1..	 -:>-) ~,c.1-,Io'\,b .... ,,"IR.
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