Grupoidi, polugrupe, grupe

1. Koji od slede¢ih uredjenih parova su grupoidi? Za te grupoide ispitati koje osobine imaju
(komutativnost, asocijativnost, neutralni element):

(1) (N, +) (4) (Z,-) (7) (R,:) (10) ({-1,0,1},+)
(2) (N,-) () (Z,-) (8) (R\{0},:) (11) {f | f: A— A},0)
(3) (N’ ‘") (6) (Z\{O}’ :) (9) ({_LO? 1}’ )

RESENJE
(1) (N,+) je komutativan i asocijativan grupoid, bez neutralnog elementa.
(2) (N,-) je komutativan i asocijativan grupoid, sa neutralnim elementom 1.
(3) (N, —) nije grupoid jer npr. 2 —-5= -3 ¢ N.
(4) (Z,—) je grupoid koji nije ni komutativan, ni asocijativan, niti ima neutralni element.
(5) (Z,-) je komutativan i asocijativan grupoid, sa neutralnim elementom 1.
(6) (Z\ {0},:) nije grupoid jer npr. 2:5 ¢ Z.
(7) (R,:) nije grupoid jer deljenje nulom nije definisano.
(8) (R\{0},:) je grupoid koji nije ni komutativan, ni asocijativan, niti ima neutralni element.
(9) ({—1,0,1},-) je komutativan i asocijativan grupoid, sa neutralnim elementom 1.
(10) ({-1,0,1},+) nije grupoid jer npr. 1+1=2¢ {-1,0,1}.
(11) ({f | f : A = A}, 0) je asocijativan grupoid sa neutralnim elementom 14, ali nije komu-

tativan.

2. Ispitati koje osobine ima grupoid (G, ), ako je G = {a, b, c} , a operacija * je data tablicom:

x|la b ¢
alc a a
bla b ¢
c|lb ¢ b

RESENJE: Operacija * nije komutativna jer njena tablica nije simetri¢na u odnosu na glavnu
dijagonalu, a nije ni asocijativna jer vazi: ax (a*a) =axc=a#b=cxa = (a*a)*a.
Neutralni element grupoida (G, %) je b jer je njegova vrsta jednaka granicnoj vrsti i njegova
kolona je jednaka grani¢noj koloni.

3. Primeri podgrupoida

(a) Par - skup parnih (prirodnih) brojeva, Nep - skup neparnih (prirodnih) brojeva. (Par,+)
jeste podgrupoid od (N, +), a (Nep, +) nije.

(b) (N, +) je podgrupoid od (Z,+) je podgrupoid od (Q, +) je podgrupoid od (R, +) je pod-
grupoid od (C,+).

(¢) ({—1,1},-) je podgrupoid od ({-1,0,1},-)

4. Naéi sve podgrupoide grupoida (G, *), ako je G = {a,b,c,d} , a operacija  je data tablicom:

xla b c d
alb a a a
blb b d c
cle b d d
did b d d
RESENJE: Nosaéi podgrupoida su: {b}, {d}, {a,b},{c,d},{b,c,d} i G.



5. Dat je grupoid S = ({1, 2, 3,4}, %), gde je operacija * definisana sa: z * y = min{z,y}.

(a) Dokazati da je S komutativan monoid, ali nije grupa.

(b) Naéi sve podgrupoide grupoida S.
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6. Dat je grupoid (G,*) gde je G = {e,a,b,c} i operacija x je definisana Kejlijevom tablicom.
Dokazati da je (G, x) Abelova grupa.
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7. Neka je G = Q\ {—1}. Ispitati da li je (G, *) grupa, gde je operacija * definisana sa:

(Va,b€ G) axb=a+b+ab.
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8. Da li se date nepotpune Kejlijeve tablice

mogu dopuniti do tablica grupovnih operacija?
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(2) (Q,+) je podgrupa grupa (R,+) i (C,+).
(3) (Z,+) je podgrupa grupa (Q,+), (R,+), i (C,+).
(4) (N,+) nije podgrupa od (Z,+) jer nije grupa.
(5) (R\{0},-) je podgrupa grupe (C\ {0},-).
(6) (Q\{0},-) je podgrupa grupa (R\ {0},-) i (C\ {0},-).
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11. Dokazati da je funkcija f : Z — {T, L}, definisana sa

o=

homomorfizam grupoida (Z,-) i ({T, L}, V), ali nije homomorfizam grupoida (Z, -) i {T L} N).
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13. Sledece permutacije napisati u obliku proizvoda disjunktnih ciklusa i proizvoda transpozicija:
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= (o) s (AD) o (1%)+ (A5) e (AD) o (E8) 0 (6F)
14. Proizvod nedisjunktnih ciklusa napisati kao proizvod disjunktnih ciklusa:

(a) (1352) o (510) o (453) o (0241) = ‘j 5 e g)- (enz2a)

(b) (0241) o (453) o (510) o (1352) . j\ . b ‘b:f - (032)e(45)

15. Preko permutacija proveriti da li su sledeéi uredjeni parovi grupe:

(a) (4,-), gde je A= {a,b,c,d} i (b) (B, *), gde je B={1,2,3,4,5,6} i
*x|11 2 3 4 5 6
a b ¢ d 1({1 2 3 4 5 6
ala b ¢ d 212 3 4 5 6 1
blb a d ¢ 3/3 416 25
cle d a b 4(4 5 6 1 3 2
dld ¢ b a 5|/!5 6 2 3 1 4
6|16 1 5 2 4 3
p\e§€“dé:
abed _ a‘oco\ ks ATBH S 6 A2 kSO
(@) Pa—-(q\ocﬂ Pe” bacﬂ(‘.) (31:«-—(«13& se Przlla 34 S6n
. abed . alocd> AL 6 T4 SE
Pe=\cC dab Pi=ldcba \”s"(vatmezs) \P‘\’(t\se A3
ve L L _(r\r3y4¢ 3 k¥ 6
Prowravowmo da Ut (ipepu, pepd,o) T (se 23ia) Pelil v aua

4 *Mpa.- Dobidm Wwbliow
Proveravams da L e QPﬂ\PI\FMF«\"?\?ﬁW\

o P s

—M 1“*?;"

Tl P Po Pe po ——

ol pa Pa pd Ppe i %M

Pl pe pa pa I

Pl pek pe FP: Prepu=\ G 252 44 } ¢ 2Py ey
s Tatvorenos b ¢ yodl Dakle, (R0aPaifs,Pa pe Pl o) wije quupe,
*asephnalt: wewape tedyp P wi (B*) wite qrupa.

F"“U\‘%M\ € Uuvele QSoa\e\'\Vm
° neutrali elewment . Pe

o Wveraw elewmeunk . P“‘-\—'P‘K
AANANA NI N

’(’\:‘-—Fb
P = pe
pot”=pd
a b ad . 8 g o it
E(R5EEY p oo, Conty=P1)

P2 kaeo (¢ (pa,Poibeipd] ®) Araper,
sledd  da \&: A LA.\ O\W\fl



Prsteni i polja

1. Neka je R = {a, b, c,d} i neka su na R definisane Kejlijevim tablicama operacije + i -. Dokazati
da je R = (R,+,-) prsten.
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2. Neka je R = {a,b,c,d}. Dopuniti tablice operacija + i -, tako da struktura R = (R, +,-) bude

prsten:
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3. Ispitati koje od sledeéih uredjenih trojki su prsteni:

1) (N, +,-) (4) (@, +) (7) (Za,+4,4) (10) ({T, L}, &,=)
(2) (Z,+,) (6) (R, +,") (8) (P(A),u,n)
®3) (Z,-+) 6) {0,1},+,-)  (9) ({3k| ke Z},+,)
RESENJE:
(1) (N,+,-) nije prsten jer (N, +) nije grupa (nema neutralni element).
(2) (Z,+,-) jeste prsten.
(3) (Z,-,+) nije prsten jer (Z,-) nije grupa (nema inverzne elemente).
(4) (Q*,-,+) nije prsten jer + nije distributivno prema -.
(5) (R,+,-) jeste prsten.
(6) ({0,1},+,-) nije prsten jer ({0,1},+) nije grupoid.
(7) (Zg,+4,-a) jeste prsten.
(8) (P(A),U,N) nije prsten jer (P(A),U) nije grupa (nema inverzne elemente).
(9) ({3k | k € Z}, +, ) jeste prsten.
(10) ({T,L},<,=>) nije prsten jer ({T, L}, =) nije polugrupa.

4. Ispitati koje od sledecih uredjenih trojki su polja:
(1) (Z7 +a )a (2) (Q’ +) )1 (3) (Z47 +4) 4)7 (4) (ZS, +53 5)7 (5) (R+) +) )

RESENJE:

(1) (Z,+,-) nije polje jer (Z \ {0}, -) nije grupa (nema inverzne elemente).
(2) (Q,+,-) jeste polje.

(3) (Z4,++4,-4) nije polje jer (Z4 \ {0}, -4) nije grupoid.

(4) (Zs,+s,-5) jeste polje.

(5) (R*,+,-) nije polje jer (R, +) nije grupa (nema neutralni element).

5. Na skupu R? = {(z,y) | z,y € R} definisane su operacije, za sve (a1, az), (b1, b2) € R*:
(a1,az) ® (b1, b9) = (a1 + b1,a2 + b2) 1 (a1,a2) ® (by,b2) = (a1 - by, ag - by).
Dokazati da je uredjena trojka (R2, ®,®) prsten.
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