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Rekurentne relacije

Definicija

Neka je {a,, : n =0,1,2,...} niz brojeva. Rekurentna relacija za niz
{an} je formula u kojoj se n-ti ¢lan niza definise preko nekog podskupa
od {(lo, ag, ... ,anfl}.

an = F(an—h s 7anfk)

Ako znamo ay, . .., ax_1, onda mozemo da odredimo ¢lanove tog niza.



Linearne homogene rekurentne relacije sa
konstantnim koeficijentima

Rekurentna relacija niza {a,} je linearna rekurentna relacija reda k sa
konstantnim koeficijentima ako je oblika

an = C1an—1 + C2an—2 + ... + Ckan—i + f(n) (1)

za neke konstante ¢y, ...,cp, ivazik > 1ic, #0.

Ako je f(n) = 0 za svako n > 0, onda za relaciju (1) kazemo da je
homogena.



Linearne homogene rekurentne relacije sa
konstantnim koeficijentima

KarakteristiCna jednacina relacije
ap = Clap—1 + C20p—2 + ... + CrOn—k

je oblika

k k-1 k—2

¥ —cixt T —coxrt T — ... —cp_1x —c = 0.
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Linearne homogene rekurentne relacije sa
konstantnim koeficijentima

KarakteristiCna jednacina relacije
ap = Clap—1 + C20p—2 + ... + CrOn—k

je oblika

e

— .. —Cp1x —cx = 0.
Uvodimo smenu: a; = 2!, i>k (z#0)
2" = " V4" 2+ g™ F

2R (e F e L )



Linearne homogene rekurentne relacije sa
konstantnim koeficijentima

Teorema
Ako Karakteristicna jednacina

zF — clxk_l — Cka_Q —...—Cp_1x —c, = 0.

ima k po parovima razlicitih korena x1, . . ., xx, onda je
(i) opste resenje date rekurentne relacije

a(n) = aqa] + agxy + ... + apay
(i) konstante o, ...,y Su jedinstveno odredene pocetnim uslovima

a(0) = ag,...,a(k —1) = ap_1.

v
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Primer
Resiti rekurentnu relaciju

ag = —2 a]; = 3
ap = an—1+6an_2, n>2




Primer
Resiti rekurentnu relaciju

ag = —2 a]; = 3
ap = ap—1 +6an,—2, n=>2

Karakteristi¢na jednacina:

P=rx+6sP—2-6=01,=-2V1ry=23



Primer
Resiti rekurentnu relaciju

ag = —2 a]; = 3
ap = ap—1 +6an,—2, n=>2

Karakteristi¢na jednacina:
P?P=r4+60r’—2-6=01=-2Vry=3

Opéste reSenje: a(n) = a1 (—2)" + a23"



Primer
Resiti rekurentnu relaciju

ag = —2 a]; = 3
ap = ap—1 +6an,—2, n=>2

Karakteristi¢na jednacina:

P=rx+6sP—2-6=01,=-2V1ry=23

Opéste reSenje: a(n) = a1 (—2)" + a23"
Pocetni problem:

a; + ay = -2 o + an = =2 ag = _9
Resenje rekurentne relacije: a, = —2(-2)" — 1 - 3"



Primer
Rekurentna relacija za Fibonacijev niz:

fOZO f1:1 fn:fn—1+fn—27 n > 2

Karakteristi¢na jednacina:

1++5
2

:c2:m+1(:>x2—a;—120<:>x1,2:

Opste reSenje:

o + fe%) 0 a] = —Qo (: %)
1+2\/5061 + 172\/5042 1 _a21+\/5 —{—0421_2\/5 =1
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Linearne homogene rekurentne relacije sa
konstantnim koeficijentima

Teorema
Ako Karakteristicna jednacina

zF — clmk_l — Cka_2 — .. —Cp1x —cx = 0.

ima korene x1, . . .,x; redom visestrukosti ki, ..., k;, onda je
(i) opste reSenje posmatrane rekurentne relacije

a(n) = (a1 +naia+...n" a2l +

1
(21 + novog + .. .nk2 ok, )Ty +

k;—1
(g1 +nog2 + ... 0" oy, ) xy
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Primer
Resiti rekurentnu relaciju

ag = 2 a; = 1
ap =4anp1 —4ap—2, n=>2




Primer
Resiti rekurentnu relaciju

ag = 2 a; = 1
ap =4anp1 —4ap—2, n=>2

Karakteristicna jednacina:
332—4334—4:0(:)331,2:2

Opste reSenje: a(n) = (a1 + nag) - 2"
Pocetni problem:

a1:2 a1:2
(a1+a2)-2:1

Resenje rekurentne relacije: a, = (2 — 2n) - 27



Primer
Resiti rekurentnu relaciju

ap = —30ap—1 — 3ap—2 — ap—3

akojeaoz l,a1 = —-2jias = —1.
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Primer
Formirati rekurentnu relaciju Cija karakteristicna jednacina je

23— 6224+ 122 — 8 = 0.




Primer
Formirati rekurentnu relaciju Cija karakteristicna jednacina je

23— 6224+ 122 — 8 = 0.

22 =622 —120 +8= k=3

anp = 6a,_1 — 12a,_2 + 8a,_3
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Teorema

Ako je a%p ) partikularno resenje nehomogene linerne rekurentne
relacije sa konstantnim koeficijentima, tada je svako resenje koje je
oblika

an = a 4 aP)

gde je a,(zh) reSenje odgovarajuce homogene rekurentne relacije.
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Primer
Odrediti sva resenja rekurentne relacije

an = 3a,_1 + 2n,

a zatim odrediti reSenje za koje je a; = 3.

Primer
Odrediti sva resenja rekurentne relacije

an = Hap_1 + 6ap,—o + 7".




Linearne nehomogene rekurentne relacije sa
konstantnim koeficijentima

Teorema
Neka je

f(n) = (bpn™ + bpp_1n™ L+ .. 4 bin+by)s™,  bo,...,bp €R.

Ako je s koren Kkarakteristicne jednacine visestrukostil (ako nije koren
[ = 0), onda postoji partikularno resenje oblika

ap(n) = nl(cpn™ + cpo1n™ P4 en 4 o)™




Primer

Odrediti oblik partikularnog resenja linearne rekurentne relacije sa
konstantnim koeficijentima

ap = 6an_1 — 9an_2 + f(n)

ako je
(i) f(n)=3",
(i) f(n)=mn3",
(iii) f(n) =n?2",
(iv) f(n) = (n?+1)3"




