Chapter 1

Skalarne funkcije vise
promenljivih

Sa stanovista primene, fizicke veli¢ine koje moZzemo predstaviti pomoc¢u funkcija
mogu biti skalarne i vektorske. Skalarne veli¢ine se mogu potpuno izraziti bro-
jnom vredno$¢u (masa, duZina, vreme, rad, energija, itd.), dok se vektorske
veli¢ine iskazuju vektorima (brzina, ubrzanje, sila, itd.).

1.1 Skalarne funkcije

Definicija 1.1.1 Realna funkcija n realnih promenljivih je preslikavanje skupa
D CR" neN, n>1, uskup R, tj. podskup Dekartovog proizvoda D X R u
kome se svaki element iz D pojavljuje tacno jedanput kao prva komponenta.

Skup D se naziva domen funkcije, a vrednost funkcije f u tacki (z1,...,2,) € D
se zapisuje f(x1,...,2,). PiSemo i

’ f=7f(x,....zn), (x1,...,2,) € D CR"

ili
f:D—=R" (z1,...,20) = f(21,...,24).

Za proizvoljno ¢ € R, jedna¢inom f(z1,...,z,) = ¢ je zadata mnivo povr$
funkcije f. U slu¢aju n = 2 nivo povrs se naziva i nivo kriva.

Sli¢an pojam, izolinije, se koristi prilikom kreiranja geografskih karata. Izolin-
ije (gré. isos = jednak) su linije koje na geografskim kartama spajaju tacke u
kojima neka pojava ima jednake vrednosti. Neki karakteristi¢ni primeri izolinija
su:



8 CHAPTER 1. SKALARNE FUNKCILJE VISE PROMENLJIVIH

- izohipse (gré. hypsos = visina) - krive koje na geografskim kartama
povezuju mesta iste nadmorske visine. U delovima gde je mreza izohipsi
gusta, u prirodi je podrucje strmo;

- izobate (gré. batos=dubina) - krive koje na geografskim kartama spajaju
mesta jednake dubine;

- izobare (gré. baros = tezina) - krive koje na kartama povezuju mesta istog
vazduSnog pritiska.

Primer 1.1.1 Skicirati nivo krive sledeé¢ih funkcija
(i) z=x+y
(it) 2= (z = 1)* + (y + 1)?

(iii) z = 22 — 32,

112)3}4

~ JAN

(a) (b) (c)

Figure 1.1: Primeri nivo krivih

Resengje.
(i) Na Slici 1.1(a) su skicirane nivo krive za z = —1,0, 1.
(#4) Na Slici 1.1(b) su skicirane nivo krive za z = 1,2,3, 4.

(#4) Na Slici 1.1(¢) su skicirane nivo krive za z = —2,—1,0,1, 2.



1.2. GRANICNA VREDNOST I NEPREKIDNOST 9

1.2 Granic¢na vrednost i neprekidnost

Neka je z = f(z,v), (z,y) € D C R? i neka je M; tacka nagomilavanja skupa
D.

Definicija 1.2.1 KaZemo da je A € R granicna vrednost funkcije f kad M
tezi My ako

(Ve >0)(3Fr =r(e) > 0)(YM € D\ {M;}) d(M, M) <r=d(f(z,y),A) <e
1 piSemo

lim  f(M) = A.

M — My

Primer 1.2.1 Neka je

_ [ x+y , akoje (z,y) #(2,5)
e ={ T e 26
Granicna vrednost funkcije f kad M teZi (2,5) jednaka je A =T1. O

Definicija 1.2.2 Funkcija f : D — R, D C R2, je neprekidna u unutrasnjoj
tacki My € D ako je

(Ve > 0)(3r =r(e) > 0)(YM € D) d(M, M) <r = d(f(M), f(M)) <e

Znagi, tri uslova moraju biti zadovoljena:

(4) Mlirr]}{ f(M) = A, tj. postoji grani¢na vrednost kada M — My;
15 M,y

(#4) postoji f(My), tj. f je definisana u tacki My;
(iti) A= f(My).

Definicija 1.2.3 Funkcija z = f(x,y) je neprekidna u oblasti D ako je neprekidna
u svakoj tacki iz D.

Primer 1.2.2 Funkcija f u Primeru 1.2.1 ima otklonjiv prekid u tacki (2,5).
Moguce je definisati funkciju g koja ima jednake vrednosti kao f u svim tackama
domena osim u tacki (z,y) = (2,5). Funkcija g je definisana sa

[ xz+y ., akoje (z,y) #(2,5)
g(:v,y)f{ 7y ,ako?’e(x,?gj):(zf))

i neprekidna je u R2. O
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1.3 Diferencijalni racun funkcije dve promenljive

Neka je f : D — R, D C R? funkcija dve promenljive i neka je ona zadata
jednacinom

z= f(r,y)

Parcijalni izvodi prvog reda. Neka je (z1,y1) unutradnja tacka skupa D.
Zavisnost funkcije z od dva argumenta direktno indukuje postojanje dve vrste
prvih parcijalnih izvoda, po promenljivoj x i po promenljivoj y.

Definicija 1.3.1 Ako postoji granicna vrednost

lim flzr + Az, y1) — fl@1,91)
Az—0 Az

onda tu granicnu vrednost nazivamo parcijalni izvod prvog reda funkcije f po
S TR : - : Of (z1,y1) i
promenljivoj x w tacki (z1,y1) i oznacavamo je sa ==g- i fo(z1,y1)-
Ako postoji

. f(x1,y1 + Ay) — f(w1,91)
11m
Ay—0 Ay

onda tu granicnu vrednost nazivamo parcijalni izvod prvog reda funkcije f po
S .y ] 2 . of(z1,y1)  7;
promenljivoj y u tacki (x1,y1) ¢ oznadavamo je sa By il fy(z1,vy1)-

Primer 1.3.1 Neka je z = x? — 3y>. Odrediti, po definiciji, parcijalne izvode
prvog reda funkcije z u tacki (1,1).

Resenge. Primenom definicije dobijamo sledede:

(1+Az)?—3—-1+3

=m0 =, As ?
. 1-31+Ay)P—-1+3
zy(1,1) = Algl;IEO s =_9

O

Primer 1.3.2 Neka je f(z,y) = 2%y>. Odrediti parcijalne izvode prvog reda
funkcije z.

Resenge. Iz definicije mozemo direktno zaklju¢iti da, kada se trazi parcijalni
izvod po x, smatra se da je y konstanta. Sli¢no, kada se trazi parcijalni izvod
po y, smatra se da je x konstanta.

folwy) = (@) =2y
fyl@y) = 2°(@y*) =32y
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Izvod u pravcu. Direktno uopstenje prvih parcijalnih izvoda jeste izvod u
funkcije u datom pravu.

Definicija 1.3.2 Neka je z = f(z,y) i neka je 5o = (s1,S2) jedinicni vektor.
Izvod funkcije z u praveu vektora 8y u tacki (z1,y1) je

ﬁ(z ) — f(x1+tsi,y1 +ts2) — f(w1,41)
85, 1, Y1 A n

Iz prethodne definicije direktno sledi da za 55 = 7’i 5§ = 7 redom dobijamo prve
parcijalne izvode funkcije z po x i y.

Totalni diferencijal funkcije dve promenljive. Nekaje z = f(z,y) (z,y) €
D ineka je D otvoren skup.
Totalni prirastaj funkcije z u tacki (z1,y1) € D je

Az(z1,11) = fz1 + Az, y1 + Ay) — f(z1,y1)
za prirastaje argumenata Az i Ay.

Definicija 1.3.3 Funkcija z = f(x,y) je diferencijabilna u tacki (z1,y1) € D
ako se mjen totalni prirastaj u toj tacki moZe napisati u obliku

Az(x1,11) = Az, y1)Ax + B(x1,y1) Ay + C(Az, Ay)

gde je
: C(Az, Ay)
lim R .
Az — 0 (Az)? + (Ay)?
Ay — 0

Teorema 1.3.1 Ako je funkcija z = f(x,y) diferencijabilna u tacki (x1,y1),
onda postoje parcijalni izvodi prvog reda fo(x1,91) @ fy(z1,91) @ vaZi

Az(mlv yl) = fm(zl’ yl)A‘T + fy(x:l? yl)Ay + C(A‘T7 Ay)
Ako je funkcija diferencijabilna, onda je ona i neprekidna.

Teorema 1.3.2 Ako u okolini tacke (x1,y1) funkcija f ima neprekidne parci-
jalne izvode prvog reda, onda je ona u toj tacki diferencijabilna.
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Definicija 1.3.4 Neka je funkcija z = f(z,y) diferencijabilna na D i neka je
Ax = dx i Ay = dy. Totalni diferencijal funkcije z u tacki (x1,y1) € D je

’ dz(x1,91) = fe(z1,y1)dx + fy(21, y1)dy. ‘

Teorema 1.3.3 Neka su P = P(x,y) i Q = Q(z,y) funkcije dve promenljive
iyt parcijalng izvodi prvog reda Py(x,y) i Qz(z,y) su neprekidne funkcije na D.
Tada postoji funkcija z = f(x,y) ¢iji totalni diferencijal je

dz(z,y) = P(z,y)dz + Q(z,y)dy

(lk() Z samo ako 'Ua;zvi
y z,y z,y

za sve (z,y) € D.

Primer 1.3.3 Odrediti funkciju z = f(x,y) ¢iji totalni diferencijal je oblika
dz(x,y) = (6:vy3 +5) dx + (99523/2 +6) dy.
Resenje. Primetimo prvo da za P(z,y) = 6xy® +5 i Q(x,y) = 922y + 6 vazi
Py(z,y) = 181y® = Qu(x,y).
Prema prethodnom tvrdenju, postoji funkcija z = f(z,y) sa osobinom
dz(x,y) = (6xy3 + 5) dxr + (szy2 + 6) dy.
To znaci da funkcija z zadovoljava slededi sistem jednacina:
fe(z,y) =6zy®> +5 i f,(2,y) = 92%y* +6. (1.1)
Iz prve jednadine (integracijom po z) dobijamo
f(z,y) = 32%y> + 5z + ¢(y). (1.2)

Ako dobijenu jedna¢inu sada diferenciramo po y, onda je f,(z,y) = 92292 +
¢'(y). Zamenom f,(x,y) u drugu jednacinu sistema (1.1), dobijamo

92°y* + ¢'(y) = 92°Y* + 6 < ¢/ (y) =6 < p(y) =6y + C

odakle zamenom u (1.2) dobijamo f(x,y) = 32%y>® + 5z + 6y + C. O
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Teorema 1.3.4 Neka su P = P(z,y,z), Q@ = Q(z,y,2) i R = R(z,y,2)
funkcije tri promenljive ¢iji parcijalni izvodi prvog reda Py(z,y,z), P.(z,y, 2)
Qz(z,y,2), Q.(z,y), Ry(z,y,2) t Ry(x,y,2) su neprekidne funkcije na otvo-
renom skupu D. Tada postoji funkcija F = F(x,y,x) &iji totalni diferencijal
je

dF(z,y,2) = P(z,y, 2)dz + Q(z,y, 2)dy + R(z,y, 2)dz

ako i samo ako vaze sledeéa tri uslova:

o
873/(3373/73) - 8$ (fE,y,Z)
oP OR
a(x7yaz) - £($7y,2’)
0@, . _ OR
a(x,y,z) - 8y (51773/,2)

za sve (x,y,z) € D.

Primer 1.3.4 Odrediti funkciju F = F(x,y, z) ¢iji totalni diferencijal je oblika
dF(z,y,2z) = 2z +2)dz + 2y +2)dy + (22 + 2) dz.

Resenje. Primetimo prvo da je P, = P, = Q, = (), = R, = R, i da je ispunjen
uslov za postojanje funkcije F' sa osobinom

Fo(z,y,2) =22+2 1 Fy(z,y,2)=2y+2 1 Fiz,y,2)=22z+2. (1.3)
Ako prvi uslov integralimo po x, dobijamo
F(z,y,2) = 2® + 2z + ¢(y, 2). (1.4)

Prvi parcijalni izvod po y je onda Fy(z,y,2) = ¢y(y,2). Ako dobijeni izraz
izjedna¢imo sa drugim uslovom iz (1.3), a zatim integralimo po y, dobijamo

oy(y,2) =2y +2 & oy, 2) = ¥* + 2y + ¢(2). (1.5)
Iz (1.4) i (1.5) sada sledi
F(z,y,2) =2° + 22 +y° + 2y + ¥(2).

Prvi parcijalni izvod dobijene funkcije F' po z je F,(x,y, z) = ¥'(z). Izjednaca-
vanjem sa treéim uslovom iz (1.3), dobijamo

V(2) =22+2Y(z) =22+ 22+ C,

odakle je kona¢no F(z,y,2) = 2% +2z +y?> + 2y + 22 + 22 + C. O



14 CHAPTER 1. SKALARNE FUNKCIJE VISE PROMENLJIVIH

1.3.1 Geometrijska interpretacija.

U nastavku dajemo geometrijsku interpretaciju za parcijalne izvode prvog reda
po z iy, totalni diferencijal prvog reda i izvod u pravcu.

Parcijalni izvod prvog reda po z.

Neka je C, kriva koja se nalazi u preseku ravni y = y; i grafika funkcije z =
f(z,y). Parcijalni izvod prvog reda funkcije z = f(z,y) po x u tacki (z1,y1) € D
predstavlja koeficijent pravca tangente u tacki (z1,y1) na krivu C; :

9
tg(/EAB) = a—;(ml,yl).

Odatle direktno sledi

0z BE . 0z
%(3717311)75 tJ. BE*@(%»M)'A?C-
z z c, o
Cy
A%B Ay ¢
E
1 T1+AT T 1 x

Figure 1.2: Geometrijska interpretacija z;(x1,v1) 1 zy(@1, y1)-

Parcijalni izvod prvog reda po y.

Neka je C, kriva koja se nalazi u preseku ravni = x; i grafika funkcije f :
D — R, D C R2. Parcijalni izvod prvog reda funkcije f po y u tacki (z1,y1)
predstavlja koeficijent pravca tangente u tacki (z1,y1) na krivu Cy, :

0 . 0
tg(LGAC) = a—;(ml,yl) 1 GC= £($17y1) - Ay.
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Totalni diferencijal prvog reda.

Posmatrajmo sada ravan koja sadrzi tacke A, B,C i D. Kako su (vezani) vekotri
zﬁ , @ i zﬁ koplanarni (leZe u istoj ravni), njihov meSoviti proizvod je jednak
nuli. Primetimo prvo da je

AB = (AE,0,EB) = (dz,0, zdx)
AC = (0,AG,GC) = (0,dy, 2,dy)
AD = (AE,EF,FD) = (dz,dy, FD)

Odatle sledi, za (dz,dy) # (0,0):

der 0 zpdx
[zﬁ,ﬁ,@] =0 & 0 dy zdy |=0
de dy FD

& FD = zpdx + zydy
& FD=dz

Izvod u pravcu. Neka je 5y = (s1,s2) (na slici (a) je to w) Pored toga,
neka je Cjy, kriva koja se nalazi u preseku grafika funkcije i ravni koja sadrzi
vektor § = A’F’ =t - 5y i normalna je na zy-ravan. Izvod u pravcu vektora §
predstavlja koeficijent pravca tangente u tacki (z1,y1) na krivu Cy, :

0z 0z

Ako iskoristimo da je FD = dz i |5)| = 1, moZemo dalje izvesti sledece:

%(xl y) = % _ fo(z1,31)de + fy(z1, y1)dy
o8~ E E

d d
= fz<x17y1)§ + fy(xl,yl)é

A'E' E'F
= folzvy) g + fu(@nm) 4
A/P/ /
= fz(xlvyl)m + fy(@1, 1)

fe(@1,y1) - 81+ fy(x1,91) - 52
(fo(m,91), fy(x1,91)) - (s1,82) = V f(z1,41) - 50.

|50]

Znaci,

15) .
8—;(%1,?;1) =V f(z1,y1) - 5.




16 CHAPTER 1. SKALARNE FUNKCIJE VISE PROMENLJIVIH

Napomena: V je simbolicki operator definisan sa V = (% a—) Primenjen na

skalarnu funkciju f daje vektorsku funkciju Vf = (gi , gi ) koji se jo$ naziva i
gradijent funkcije f.

e =

1 r1+AT T T1+AT r

Parcijalni izvodi i totalni defirencijali viSeg reda. Parcijalni izvodi prvog
reda funkcije z = f(z,y), ako postoje, su funkcije koje zavise od dve promenljive.
Ako te funkcije imaju svoje parcijalne izvode prvog reda, onda su to parcijalni
izvodi drugog reda. Tako sli¢no kao za funkciju jedne promenljive, parcijalne
izvode reda n za n > 2 definiSemo induktivno kao parcijalne izvode prvog reda
parcijalnih izvoda reda n — 1.

af . of
Definicija 1.3.5 Ako postoje parcijalni izvodi prvog reda funkcija g i oy

na otvorenom skupu D, onda te zzvode nazivamo drugz parcijalni zzvodz i 02-
nacavamo 6 2 (il frz), Bmay (fym), ay (ili fyy) ¢ ayaz (tli fzy). Vazi

er  _ o (of er  _ o (of
Ox2 — Oz \ Oz 0y? — 0y \ oy
?f _ o (of ’r  _ o (of
dzdy ~ Oz \ 9y dydx Oy \ Oz

Teorema 1.3.5 Ako postoje drugi mesoviti parcijalni izvodi 82/25; i % u nekoj
okolini tacke (z1,y1) i neprekidni su u tacki (x1,y1), onda su oni i jednaki u toj
tacki, tj. vazi

0% f 0% f

Bway( T1,Y1) = ayal('hyl)-

Ako funkcija f ima neprekidne parcijalne izvode drugog reda u okolini tacke
(z1,y1), onda moZemo definisati totalni diferencijal drugog reda funkcije f kao
totalni diferencijal prvog reda od totalnog diferencijala prvog reda funkcije f.
Ako uvedemo oznake dz? = (dr)? i dy? = (dy)?, onda je

f *f
0xdy

2

0y?

d2f_ o da® 42 dedy + 5 dy?,
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ili krace, simbolicki,
0 0 2
&f = (=dx+ =—dy) f.
f (ax Tt gy v) f

Sli¢no se dobija i totalni diferencijal reda n (n > 2):

& f = (a%dx + a%dy)"f.

1.4 1Izvod sloZene funkcije

Teorema 1.4.1 Neka je funkcija f = f(z,y) diferencijabilna i x = x(t),y =
y(t), t € D. Tada vaZi

df _9fde  9fdy

dt — Oz dt ' Oy dt (16)

Primer 1.4.1 Odrediti prvi izvod funkcije z = v/e2t + sint + et + 2sint
Resenje. Uvedimo smenu x(t) = et i y(t) = sint. Tada je

2(t) = V((t)? +y(t) + =(t) + 2y(1).

Primenom lan¢anog pravila (1.6), dobijamo

L O el !
ot (@muwﬁg +@WWWW®H+%

-cost

Neka je funkcija f = f(u,v), (u,v) € D1 CR?iu = u(z,y), v=v(z,y), gde je
(u,v) : D — Dy, D C R2. Ako f ima neprekidne parcijalne izvode prvog reda
po u iwv, a uiv imaju parcijalne izvode prvog reda po x i y, tada vazi

of _0fou 050
dr  Oudx Ovdz
of 8f87u of ov

By Dudy  6voy

(1.7)
(1.8)

u?—v?

Primer 1.4.2 Neka je data funkcija z = 2 + %y27 gde je x = *5" iy = uv.
Odrediti zy, i 2.
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Resenje.

1. na&in: Primetimo prvo da su parcijalni izvodi prvog reda datih funkcija
oblika

e, 0 or_ 0oy oy,
ox Gyiy ou n N

P v ou ov

Koristeéi lanc¢ana pravila (1.7) i (1.8), dobijamo

2 _ 2

% = 2x(u,v)-u+y(u,v)-v:2~u Y outuw? =t

U

a 2 _ 2

g% 21‘(u,v)-(—v)+y(u,v)-u:2-u Y (=v) +ulv =08

Ov 2
2. nac¢in: Ako zamenimo izraze koji definisu funkcije x i y u izraz za z,
dobijamo

2 .2)\2 1 1
2(u,v) = % i §u2v2 _ Z(u4 o).

Sada je

Zo(u,v) =u® i z,(u,v) =03

1.5 Implicitno zadate funkcije

Neka je F : D — R, D C R?. Kazemo da je jednaginom
F(z,y,2) =0

implicitno zadata funkcija z = f(z,y) ako je z jedinstvena funkcija sa osobinom
da za svaki element (x,%) nekog skupa () # D; C R? vazi

F(z,y,2(z,y)) =01 (z,y,2(z,y)) € D.

Teorema 1.5.1 Neka je funkcija z = f(z,y) data implicitno jednacinom
F(z,y,2) =0

za koju postoje parcijalni izvodi Fy, Fy i vazi F,(x1,y1,2(x1,y1)) # 0 za svako
(x1,y1) € D1 Tada je

OF gy = ~ oy 0F o By, z)
v Fa(z1,91,21) gy F.(z1,91,21)

(21 = f(21,91))
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Dokaz. Ako je F(z,y,z) = 0 onda je dF(z,y,2) = 0. U jednacinu
dF =0 tj. Fydo+ Fydy+ F.dz =0

¢emo uvrstiti
dz = frdx + fydy.
Tako dobijamo sledece:
0 = Fpdz + Fydy + F,(fzdz + f,dy)

& 0= (F,+F.f.)dz + (F, + F.f,)dy
& Fu+Ffo=0AF,+F.f,=0

Odatle je, u slucaju kada je Fy(z1,y1,2(x1,y1)) # 0,

of Fo(z1,y1,21) Of _ Fy(x1,y1,21)
L) =—-F—— = @y =—F77— -
Ox F.(z1,y1,21)" Oy F.(z1,91,21)
O
Primer 1.5.1 Neka je funkcija z = f(x,y) data implicitno jednaéinom
22y + 22%yz +sinz — 1 = 0. (1.9)

Izracunati z,(1,1) i z,(1,1).

Resenje. Izra¢unacemo prvo vrednost funkcije z(1, 1). Zamenom vrednosti (x,y) =
(1,1) u jednac¢inu (1.9), dobijamo

2z+sinz=0«<sinz = -2z z=0.

(Treba primetiti da je (z,u) = (0,0) jedina prese¢na tacka grafika funkcija v =
sinziu=—-2z)
Diferenciranjem jednacine (1.9) redom po z i po y, dobijamo

2xy + dryz + 22%yz, + 2z cos2 =0 i 22+ 222+ 2$2yzy + zycosz = 0.

Odatle je

22y + dxyz . z? +22%2

z i 2y =

222y + cos 2 222y + cos 2
Sada je

2 1
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1.6 Tangentna ravan

Funkcija data eksplicitno Neka je povr§ S zadata eksplicitno jednadinom
z = f(x,y) i neka (z1,y1,21) € S, gde je z1 = z(x1,y1). Tangentna ravan na
povrs S u tacki (x1,y1,21) € S je ravan koja je odredena tangentama na krive
koje leZe na povrsi i sadrze tacku (z1,y1,21). Jednadina ravni koja sadrzi tacku
(z1,91,21) je oblika

Alr —x1) + By — 1) + C(z — 21) =0,
Sto je ekvivalentno sa

A B
p=—S@—m) - Sy )+ A

Ako je data ravan tangentna ravan u tacki (x1,y1, 21) na povrs S, onda funkcija
koja je definiSe ima jednake prve parcijalne izvode kao i funkcija kojom je defi-
nisana povrs, tj. vazi

fw(xlvyl) = —% i fy(ﬂﬁl,yl) = —g~

Znagdi, jednadina tangentne ravni na povrs u tacki (x1,y;) je oblika

] z =21 = folzr,y)(@ —21) + fy (21, 91)(y — y1) \

Prethodna jednacina je ekvivalentna sa

fe(zi,y) (@ —21) + fy(z1,91)(y —y1) — (2 —21) =0
< (folzy,n), fy(,m), 1) - (z—21,y — 91,2 —21) =0
< (folzi,p1), fy(zi,p1), —1) L (2 — 21,y — 91,2 — 21)

Tako zakljuujemo da je @ = (fuz(x1,y1), fy(z1,y1), —1) vektor normale tan-
gentne ravni.

Funkcija data implicitno Ako je povrs data implicitno, jednacinom F(z,y, z) =
0, onda za prethodnu jednadinu tangentne ravni na S u tacki (z1,y1, 21) za koju
je Fy(x1,y1,21) # 0 vazi sledece:

z—z1 = fa(z,9)(x —21) + fy(xhyl)(y —v1)
Fe(z1,y1,21) Fy(z1,y1,21)

Fz(xlvylwzl) Fz(xlaylvzl)(y_yl)'

& z—z=— (x—21) —

Jednacina tangentne ravni je sada oblika

’ (Fz(m,yl,Zl)aFy(fhyh21)7Fz(9517y1721)) : (1’ —T1,Y =Y, &2 — 21) =0 ‘
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1 vazi
(Fo(z1,91,21), Fy(z1, 91, 21), Fa(z1,91,21)) L (. — 21,y —y1,2 — 21)

Sto znaci da je vekotr normale tangentne ravni

it = (Fu(z1,y1,21), Fy(z1, 91, 21), Fa (21,91, 21)).

Primer 1.6.1 Odrediti jednacinu tangentne ravni na povrs datu jednacinom

22 + %+ 22 =30 u tacki (1,-2, 21) u kojoj je z1 > 0.

Resenje. Ako uvrstimo (1, —2) u jednadinu povrsi, za z; > 0, dobijamo

21 =30—-1-4=5.
Normala na tangentnu ravan u tacki (1,—2,5) je
(Fp(1,-2,5), Fy(1,-2,5), F,(1,-2,5)) = (2, —4, 10).

Jednadina tangentne ravni je sada jednac¢ina ravni koja sadrzi tacku sa radijus

vektorom 7 = (1,—2,5), a ¢ija normala je 7 = (2, —4,10) :

- (F—7p) =0 2(x—1)—4(y+2)+10(z —5) =0 < 22 — 4y + 10z — 60 = 0.
O

Geometrijska interpretacija gradijenta

Funkcija data eksplicitno Neka je povrs data eksplicitno jedna¢inom z =
f(z,y) i neka je jednadina tangentne ravni u (x1,y1, 21) data sa
z—z1 = fo(zr,y1)(@ —21) + fy(x1,91)(y — y1)-
Ako za datu povrs i njenu tangentnu ravan posmatramo nivo krive dobijene za
z = z1, onda je
fe(@1,y1) (@ — 21) + fy(z1,91)(y — 1) =0

< (falz,p), fy(zr,y)) - (2 =21,y —y1) =0

< (fw(xlay1)7fy(x17y1))J—(x_mlvy_yl)

& Vf(ziy) L (z—21,y— ).

To znadi da gradijent funkcije z = f(z,y) u tacki (x1,y1) predstavlja vektor
normale na nivo krivu povrsi za koju je z = f(x1,y1) u tacki (z1,y1).

Funkcija data implicitno Neka je povrs data implicitno jedna¢inom F(x,y, z) =
0 i tangentna ravna je data sa
(Fu(z1,y1,21), Fy(1, 91, 21), Fo(m1,91,21)) L (2 — 21,9 — 1,2 — 21)
odakle je
VF(z1,y1,21) L (z =21,y —y1,2 — 21).

To znaci da je tada gradijent funkcije F' = F(z,y, z) u tacki (x1,y1, 21) normalan
na tangentnu ravan nivo povrsi funkcije F za koju je F(z,y,z) = 0.
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1.7 Relativne ekstremne vrednosti

U ovom poglavlju éemo predstaviti relativne ekstremne vrednosti funkcija vise
promenljivih. Nakon navodenja osnovnih pojmova i uvodenja potrebnih i do-
voljnih uslova za postojanje relativnih ekstremnih vrednosti, pokaza¢emo na
Gega se ti rezultati svode u slucaju funkcije dve promenljve.

1.7.1 Funkcije viSe promenljivih

Neka je f = f(z1,...,2zp), (z1,...,2,) € D CR™

Definicija 1.7.1 Funkcija f ima (strogi) relativni tj. lokalni maksimum u
tacki (a1,...,a,) € D° ako postoji € > 0 takvo da za sve i € {1,...,n} sa
osobinom 0 < |Az;| < €, vazi

flat,...,an) > flar + Azq, ... a0 + Azy) . Af(x,...,2,) <O0.

Definicija 1.7.2 Funkcija f ima (strogi) relativni tj. lokalni minimum u tacki
(a1,...,an) € D° ako postoji € > 0 takvo da za sve i € {1,...,n} sa osobinom
0 < |Az;| < e, vazi

flar,...,an) < flag + Az1,. .. an + Axy) . Af(z1,...,75) > 0.

Sledece tvrdenje daje potrebne uslove za postojanje ekstremnih vrednosti funkcije.

Teorema 1.7.1 Ako u tacki A(ay,...,a,) € D° postoje parcijalni izvodi prvog
reda funkcije f i f ima ekstremnu vrednost u tacki A, onda je

| fu(A)=0 ... fo(4)=0]

To znadi da je gradijent Vf(A) = 0, odnosno da je totalni diferencijal prvog
reda df(A) = 0.

Teorema 1.7.2 Neka je A(aq,...,a,) € D° stacionarna tacka funkcije f.

(i) Ako je d®f(A) < 0, (dx1,...,dx,) # (0,...,0), funkcija f ima relativni
maksimum u tacki A.

(ii) Ako je d®>f(A) > 0, (dz1,...,dz,) # (0,...,0), funkcija f ima relativni
minimum u tacki A.

(iii) Ako d®f(A) menja znak za razne vrednosti (dzi,...,dz,) # (0,...,0),
funkcija f nema ni relativni minimum ni relativni maksimum u tacki A.
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Dokaz: Neka je dZ = (dx1,. .., dx,). Ako funkciju f u tacki A aproksimiramo
Tejlorovim polinomom drugog reda, onda je

1 1
FA4+dZ) =~ f(A) +df (A) + idQ(A) < Af(A) ~df(A) + §d2(A)
To znaci da u sluc¢aju kada je A stacionarna tacka dobijamo
1
Af(A) ~ 5d%(A)

Odatle zaklju¢ujemo da se u stacionarnim tackama znak prirastaja funkcije po-
nasa isto kao znak totalnog diferencijala prvog reda posmatrane funkcije. O

1.7.2 Heseova matrica

Za simetriénu kvadratnu matricu A reda n kazemo da je pozitivno definitna
ako je vrednost (%)T A% strogo pozitivna za sve vektore (Z)T = [z1 z2...2,] #
[00...0]. Ako je ta vrednost nenegativna onda kazemo da je A pozitivno semi-
definitna. Sli¢no se definisu negativno definitna i negativno semi-definitna ma-
trica.

Prilikom reSavanja optimizacionih problema ili opisivanja grafika funkcije
viSe promenljivih ¢esto se koristi Heseova matrica, uz pomoé¢ koje se moze od-
rediti totalni diferencijal drugog reda.

Definicija 1.7.83 Neka je f = f(x1,22,...,%y), (€1,%2,...,2,) € D CR", ¢
neka su neprekidni svi njeni parcijalni izvodi drugog reda na D. Tada je Heseova
matrica (ili Hesijan) funkcije f kvadratna matrica reda n definisana sa

%) aof a af

oz oz T1 Oxp

0 (9of 0 (8f

H(f) = Oz \ Oz Oz \ Oz

MozZemo primetiti da se totalni deferencijal drugog reda funkcije F' moze pred-
staviti uz pomo¢ Heseove matrice na sledeéi nacin:

faclxl facle ce. facnxl dl’l
@f = [doy oy ...dwy,) | Tome Jeawe oo Jran | ds
frrzn  Jrawn oo frnan dz,

tj. u tacki A je
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| J(4) = ()T H(f(4) - dF |

gde je sa (d¥)T oznacen vektor [dxy dxs . .. dz,].
Neka funkcija f = f(z1,...,2,) ima neprekidne parcijalne izvode drugog
reda u stacionarnoj tacki A.

(i) Ako je H(f(A)) pozitivno definitna kada je di # 0, onda f u A ima strogi
lokalni minimum,

(ii) Ako je H(f(A)) negativno definitna kada je dZ # 0, , onda f u A ima
strogi lokalni maksimum.

1.7.3 Funkcije dve promenljive

Ako funkcija z = f(x,y) ima lokalnu ekstremnu vrednost u nekoj tacki (z1,y1)
onda je tangentna ravan na S u tacki (x1,y1,2(x1,y1)) horizontalna tj. njena
jednacina je oblika

z = z(x1,41).

Ako su u toj tacki definisani parcijalni izvodi prvog reda, onda su oni jednaki
nuli. Tako zaklju¢ujemo da ekstremne vrednosti funkcije trazimo u tackama u
kojima nisu svi prvi parcijalni izvodi definisiani ili je totalni diferencijal prvog
reda jednak nuli. Te tacke nazivamo kriti¢nima tackama.

Definicija 1.7.4 Neka je z = f(x,y), (v,y) € D C R? i neka u tacki
A(z1,y1) € D° postoje parcijalni izvodi provog reda funkcije z. Tacka A je sta-
cionarna tacka funkcije f ako vaZe sledeca dva uslova:

fz(xlayl) =0 { fy($1,y1) =0. ‘

Teorema 1.7.3 Ako postoje parcijalni izvodi prvog reda funkcije z = f(x,y) u
tacki (x1,y1) € D° i z ima ekstremnu vrednost u tacki (x1,y1), onda je (x1,y1)
stacionarna tacka funkcije f.

Dokaz: Pretpostavimo da z ima relativnu ekstremnu vrednost u tacki (x1, y1).
Tada i funkcije jedne promenljive g1 i g2 definisane sa g1 (x) = f(z,y1) 1 g2(y) =
f(z1,y) imaju relativne ekstremne vrednosti u ¢ = x1 odnosno y = y;. Potrebni
uslovi da g1 1 go imaju relativne ekstremume u x =21 iy =y su gj(x1) =01
g5(y1) = 0, respektivno. Odatle sledi da su fy(z1,91) =01 fy(z1,91) =0. O

Za funkciju dve promenljive moZzemo izvesti dovoljne uslove za postojanje ek-
stremnih vrednosti koriste¢i determinantu Hesijanove matrice, kao $to je to pred-
stavljeno u sledeéem tvrdenju.
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Teorema 1.7.4 Neka je (z1,y1) stacionarna tacka funkcije z = f(x,y) koja
ima neprekidne parcijalne izvode drugog reda i neka je

2oz (X1, Zyz (L1,
I I i e e

— (zmzyy — zfy) (x1,91)-

(i) Ako je Do(z1,31) > 0 @ zze(x1,y1) < 0 (ili zyy < 0), funkcija z ima
relativni maksimum u tacki (z1,y1).

(1t) Ako je Do(z1,y1) > 0 4 zgp(x1,31) > 0 (ili 2yy), funkcija z ima relativni
minimum u tacki (x1,y1).

(i1i) Ako je Da(x1,y1) <0 funkcija z nema ni relativni maksimum ni relationi
minimum v tacki (x1,y1). U ovom slucaju, tacka (a,b) se cesto naziva
sedlastom tackom.

Dokaz. Totalni diferencijal drugog reda funkcije z mozemo transformisati na
sledeéi nacin:

2 = zpdi®+ 22y dxdy + zyydy2

dz\ 2 d
= dy? (zm (%) + 2zmyd—§ + zyy> )

Kako je dy? > 0, to znadi da d?z ima isti znak kao i kvadratna funkcija

dx

f() = 2gat?® + 225t + 2y, t= a

Data kvadratna funkcija je strogo pozitivna ili strogo negativna jedino u sluc¢aju
kada je njena diskriminanta negativna tj.

2
Zyy = Faniyy < 0.

Ako je koeficijent z,, uz t? pozitivan, onda f ima minimum i vazi f(¢) > 0, dok
za negativno z,, funkcija ima maksimum i vazi f(t) < 0. O
Treba primetiti da prethodno tvrdenje ne daje odgovor za slu¢aj Do (z1,y1) = 01
u tom slucaju su neophodna dalja ispitivanja (npr. direktna primena definicije).

Primer 1.7.1 Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije z : R? — R defin-
isane sa

z:$3+y3—3m—12y—|—20.

Resenge. Da bismo odredili stacionarne tacke, neophodno je da odredimo tacke
u kojima je gradijent jednak O tj. u kojima su parcijalni izvodi prvog reda
jednaki 0.

322 -3 2z = 0er’=1(z=1Vr=-1)
0ey’=4a(y=2Vy=-2)

Zx
Zy = 3y — 12 2y
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Tako smo dobili stacionarne tacke:
A(1,2) B(1,-2) C(-1,2) D(-1,-2).
Odredi¢emo parcijalne izvode drugog reda i totalni diferencijal drugog reda:
Zge =061 2py = 2y =0 2y, = 6y
d?z(z,y) = 6xdz? + 6ydy>.

Posmatracemo vrednost totalnog diferencijala drugog reda u svakoj stacionarnoj
tacki:

(A) d?2(1,2) = 6dx? + 12dy? > 0 za (dz, dy) # (0,0) = zmin(1,2) = —10,

(B) d?2(1,2) = 6dz? — 12dy? menja znak, odakle zaklju¢ujemo da z nema
ekstremnu vrednost u B,

(C) d?z(1,2) = —6dz? 4 12dy? menja znak, odakle zaklju¢ujemo da z nema
ekstremnu vrednost u C,

(D) d?z(—1,-2) = —6dz? — 6dy? < 0 za (dz,dy) # (0,0) = zmax(—1,—2) =

55.
d
1.8 Vezane (uslovne) ekstremne vrednosti
Uslovne ekstremne vrednosti su tacke u kojima funkcija
f=flx1,...,zn), (x1,...,2,) € D CR",
ima lokalne ekstremne vrednosti, ali uz dodatne uslove da promenljive (x1,...,z,) €

D zadovoljavaju ograni¢enja data jednacinama
gj(z1,...,2) =0 zasvako j € {1,...,m}
gde je (z1,...,x,) € D.

Lagranzov metod mnozZitelja. Jedan od najrasprostranjenijih metoda za
odredivanje vezanih ekstremnih vrednosti jeste Lagranzov metod mnozitelja.

Definicija 1.8.1 Neka su f,g1,...,9m : D — R, D C R" funkcije koje imaju
neprekidne pracijalne izvode prvog reda na D. LagranZova funkcija (ili La-
granZian) je funkcija F : D x R™ C R definisana sa

F(zy,...,2n) =
f(xla"'axn)+)‘lgl(x17--~:mn)+~--+>\mgm(w1:"'amn)7

gde su A1, ..., Ay, realni parametri (tzv. LagranZovi mnoZitelji).
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Teorema 1.8.1 Neka su f,g1,...,9m : D — R, D C R" funkcije koje imaju
neprekidne pracijalne izvode prvog reda na D. Ako funkcija f ima uslovnu ek-
stremnu vrednost u tacki A(aq, ..., a,), onda je

F.,(A)=0 ... F, (A)=0 ¢g(A)=0 ... g.,(4)=0
Za stacionarnu tacku A vaZe sledeée implikacije:

(i) ako je d®?F(A) < 0, (dz1,...,dz,) # (0,...,0), funkcija f ima uslovni
maksimum u tacki A;

(i3) ako je d*F(A) > 0, (dwy,...,dv,) # (0,...,0), funkcija f ima uslovni
manimum u tacki A;

(iii) ako d*F(A) menja znak za razne vrednosti (dxy,...,dz,) # (0,...,0),
unkcija [ nema ni uslovni minimum ni uslovni maksimum u tacli A.
]

Primer 1.8.1 Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije z = x° +y? ako je
x+2y=4.

Resenje. Pretpostavimo da postoji tacka M (2, ym) u kojoj funkcija f(z,y) =
22412 dostize svoju lokalnu ekstremnu vrednost, pri éemu zadovoljava jednadinu
x4+ 2y =41ty g(z,y) =0 (za g(x,y) =  + 2y — 4). Posmatrajuéi nivo krive,
mozemo primetiti da je M tacka u kojoj je data prava tangenta na nivo krivu
22 +y? = ¢ (c = f(M)), tj. to je tacka u kojoj su gradijenti funkcija f i g
paralelni.

To znaci da postoji koeficijent proporcionalnosti —A\ i vazi

Vf(l‘m, yM) = _>‘v9(mmy ym) AT+ 2Ym = 4

Resenje datog sistema je
(2%m, 2Um) = —A(1,2) A Ty + 2y, =4

@(zm:—%/\ym:—)\/\—5)\:8)
@(wm:%/\yng/\/\:—%)

Kako je vrednost funkcije u dobijenoj stacionarnoj tacki manja nego u drugim
tackama koje zadovoljavaju zadati uslov (Sto pokazuju nivo krive), funkcija f u
tacki M ima vezani lokalni minimum f(M) = %

Primer 1.8.2 Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije z = xy?z> ako je
r+y+z2=6zaz,y,2>0.
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Resenje. Lagranzova funkcija je oblika
F(z,y,2) = xy?’22 + Nz +y + 2 —6)
odakle je
Fo(2,y,2) = y*2° + AN Fy(2,y,2) = 22y2® + A A F.(2,y,2) = 3zy?2> + \.
Parcijalni izvodi drugog reda su elementi Hesijanove matrice

Foo(z,y,2) Fya(z,y,2) Fu(z,y,z)
H(F(Iayvz)) = ny(xvyaz) Fyy(xayaz) Fzy(xayaz)
Fo(z,y,2) Fy(r,y,2) Fio(z,y,2)
0 223 3y222
= 223 222%  6Gayz®
3y222  6ayz? 6xy’z
Na domenu z,y, z > 0, stacionarne tacke su refenja jednacine VF(z,y,z) = 0
tj. reSenja sledeéeg sistema jednacina:

223+ A=0 Y223+ A=0
22yz3 + A =0 - Y222z —y) =0 /:y* £0
3zy?22 + A =0 Y2223z —2) =0 /222 £ 0
r+y+2=26 r+y+2=6
Y2 +A=0 A= —y223 A= -108
20—y =0 Yy =2z y=2
< 3r—2z=0 < z =3z (:)223
rT+y+2=06 6 =6 =1
Totalni diferencijal drugog reda funkcije F je
dPF(x,y,2) = 2x23dy? + 6ay®2d2? + dy2Pdady + 6y 22 dadz + 122y22dydz

i njegova vrednost u stacionarnoj tacki A(1,2,3) je
d*F(1,2,3) = 54dy? + 72d2* + 216dzdy + 216dydz + 216dzdz.

Diferenciranjem uslova z + y + z = 6 dobijamo dz = —dx — dy §to zamenom u

totalni diferencijal drugog reda daje

d’F(1,2,3) 54dy® + 72(dx + dy)? + 216dxdy + 216dy(—dz — dy)
+216dz(—dz — dy)

4
= —90dy? — 72dxdy — 144dz? = —90 (d;ﬁ + gdxdy) — 144dx?

4\ )
= -90 (dy + Edw) — 108dzx
Odatle zaklju¢ujemo da je
d’F(1,2,3) <0, (dz,dy,dz) # (0,0,0),

$to znadi da funkeija f u tacki (1,2, 3) ima uslovni lokalni maksimum f(1,2,3) =
108.



