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Na prethodnom casu

® Bulove funkcije i logicka kola
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Iskazni racun
Posmatrajmo ({T,J_}, VoA, L T), gde operacije V i A predstavljaju disjunkciju i
konjukciju, a — je negacija:
B; Komutativnost: Za sve p,q € {T, L} vazi

pVg=qVp i pAg=qgAp
B, Distributivnost: Za sve p,q,r € {T, L} vazi
p/\(q\/r):(p/\q)\/(p/\r) i p\/(q/\r):(p\/q)/\(p\/r)
Bz Neutralni elementi: Za svako p € {T, L} vazi
pVLl=p i pAT=p
B, Komplementarnost: Za svako p € {T, L} vazi

pV-p=T i pA-p=_1
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Skupovi
Neka je A # (). Posmatrajmo (P(A),U,N,,0,A), gde je P(A) partitivni skup od A,
operacije U i N predstavljaju uniju i presek skupova, a ~ je komplement (X = A\ X):
B; Komutativnost: Za sve X, Y € P(A) vazi

XUY=YUX i XNY=YnNX
B, Distributivnost: Za sve X, Y, Z € P(A) vazi
XN(Yuz)=(Xny)u(Xnz) i Xu(ynz)=(Xuy)n(Xuz)
Bz Neutralni elementi: Za svako X € P(A) vazi
XUuph=X i XNnA=X
B, Komplementarnost: Za svako X € P(A) vazi

XUX=A i XNnX=10
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Delioci broja 30
Posmatrajmo (D30, NZS,NZD, x' = ?’X—O, 1,30), gde je D3p = {1,2,3,5,6,10, 15,30}
skup delioca broja 30, NZS i NZD najmanji zajednicki sadrzalac i najveci zajednicki
delilac:
B:1 Komutativnost: Za sve x,y € Dsq vazi

NZS{x,y} = NZS5{y,x} i NZD{x,y} = NZD{y,x}
B> Distributivnost: Za sve x,y,z € D3y vazi
NZD{x,NZS{y,z}} = NZS{NZD{x,y}, NZD{x,z}} i
NZS{x,NZD{y,z}} = NZD{NZS{x,y}, NZ5{x, z}}
Bs Neutralni elementi: Za svako x € D3p vazi
NZS{x,1} =x i NZD{x,30} = x
B, Komplementarnost: Za svako x € Dsp vazi
NZS{x,x'} =30 i NZD{x,x'} =1
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Apstrakcija: Bulove algebre
Definicija: Uredena Sestorka B = (B, +,-/,0, 1), gde je B# (), +: B2 — B,
.:B?> = B,’":B— Bi0,1c B. Kazemo da je B Bulova algebra ako vaze aksiome:
B: Komutativnost: Za sve a, b € B vazi

at+b=b+a i a-b=b-a
B> Distributivnost: Za sve a, b, c € B vazi
a-(b+c)=(a-b)+(a-c) i a+(b-c)=(a+b)-(a+c)
Bs Neutralni elementi: Za svako a € B vazi
a+0=a i a-1=a
B, Komplementarnost: Za svako a € B vazi

at+ad =1 i a-ad=0
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Dualnost. Bulovi identiteti

Napomena

Primetimo da se aksiome pojavijuju u paru i da ako u jednoj aksiomi zamenimo mesta
simbolima + i -, i simbolima 0 i 1 onda ponovo dobijamo aksiomu Bulove algebre.
Posledica

Sledi da ce i skup teorema Bulove algebre biti dualan: kad god dokazemo neko tvrdenje
u Bulovim algebrama mozemo u tvrdenju izvrsiti prethodno opisanu zamenu simbola i
dobiti da vazi njemu dualno tvrdenje.

Napomena

Svi Bulovi identiteti koje smo izveli na prethodim slajdovima zapravo smo izveli iz
Bulovih aksioma, tako da oni vaze na svim Bulovim algebrama.
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Podalgebre i kako ih naci

Definicija (Podalgebre)

Neka je B = (B,+,-,/,0,1) Bulova algebra. Kazemo da je Bulova algebra

C= (C, +,-/.,0, 1) podalgebra Bulove algebre B ako je C C B i operacije iz C su
restrikcije operacija iz 5.
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Podalgebre i kako ih naci
Definicija (Podalgebre)
Neka je B = (B,+,-,/,0,1) Bulova algebra. Kazemo da je Bulova algebra

C= (C7 +,-/.,0, 1) podalgebra Bulove algebre B ako je C C B i operacije iz C su
restrikcije operacija iz 5.

Teorema

Neka je B = (B,+,-,,0,1) Bulova algebra i C C B. Tada jeC = (C,+,-/,0,1), gde
su +, -, restrikcije operacija iz B, podalgebra algebre B ako i samo ako za sve a,b € C
vazia+be C,a-be Cid eC.

Dokaz
(=): Ako je C podalgebra od B, onda su operacije u C restrikcije operacija iz BB.

(«<): Posto sve aksiome Bulovih algebri vaze u B, onda vaze u C (jer su operacije iz C
restrikcije operacija iz B), pod uslovom da 0 i1 iz B pripadaju i C. Ovo sledi iz:
akoac Condaid eC,paiat+adeCiat+adeC t.leCifecC.
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Primeri podalgebri

Naéi sve podalgebre Bulovih algebri:
(P(A),uU,n,~,0,A), za P(A) = (Dso, NZS, NZD, x' = 32,1,30), gde je
{0,{a},{b}.{c},{a, b}, {a,c},{b,c},A} D3 ={1,2,3,5,6,10,15,30}

® Bl - (P(A),U,ﬁ,i(b,/\)
® BZ = ({(DvA}aU:maiv@aA)
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Primeri podalgebri

Naci sve podalgebre Bulovih algebri:

(P(A),uU,n,~,0,A), za P(A) = (Dso, NZS, NZD, x' = 32,1,30), gde je
{0, a} {b} {c},{a, b}, {a,c},{b,c},A} D3 ={1,2,3,5,6,10,15,30}

. 61 (P(A),u,n,~,0,A)
= ({0, A},u,n, ™., 0,A)
= ({0,A,{a}, {b,c}},u,n, 7,0, A)
(
(

84 = ({0,A {b},{a,c}},u,N, 7,0, A)
Bs = ({0,A,{c},{a b}},u,N, 7,0, A)
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Primeri podalgebri
Naci sve podalgebre Bulovih algebri:

(P(A),uU,n,~,0,A), za P(A) = (Dso, NZS, NZD, x' = 32,1,30), gde je
{0, a} {b} {c},{a, b}, {a,c},{b,c},A} D3 ={1,2,3,5,6,10,15,30}

° B = (P(A),U,n, .0, A) ® C; = (D30, NZS,NZD, x' = 32 1,30)

* B = ({0, A} u,n,~, 0, A) e Co = ({1,30}, NZS,NZD, x' = 2 1,30)
° B3 = ({0,A{a},{b,c}},u,N, 7,0, A)

° By = ({0,A{b},{a,c}},u,N, 7,0, A)

o Bs = ({0,A {c},{a b}},U,N, 7,0, A)
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Primeri podalgebri

Naci sve podalgebre Bulovih algebri:
(P(A),uU,n,~,0,A), za P(A) = (Dso, NZS, NZD, x' = 32,1,30), gde je
{0, a} {b} {c},{a, b}, {a,c},{b,c},A} D3 ={1,2,3,5,6,10,15,30}

= (P(A),u,n,~,0,A) ® Cy = (D3, NZS,NZD, x' = 32,1, 30)
({0, A} u,n,~,0,A) e Co = ({1,30}, NZS,NZD, x' = 2 1,30)

. B3 = ({0,A {a},{b,c}},U,N,7,0,A) * C3=({1,30,2,15}, NZS, NZD,x' = 32 1,30)
= ({0, (
= ({0, = (

A {b}, {a,c}},u,N,7,0,A) e c4 = ({1,30,3,10}, NZS, NZD, x' = 32,1,30)
A {c}.{a,b}},u.N, 7,0, A)

{1,30,5,6}, NZS,NZD,x" = 32 1,30)
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Neke relacije poretka

o Skupovi: (P(A),C), za A= {1,2,3} e Delioci broja 30: (D3, |)
A 30
{a, b} (b, c} 6 15
{a} >“ {c} 2 >“ 5
0 1

Imamo: X CVY & XUY=Y Imamo: k|l & NZS{k,I} =1
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Apstrakcija: relacija poretka na Bulovim algebrama
Definicija
Neka je B = (B, +,-/,0, 1) Bulova algebra. Definisemo relaciju < tako da za sve

a,b e B vazi
axb & a+b=b>b
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Apstrakcija: relacija poretka na Bulovim algebrama

Definicija
Neka je B = (B, +,-,,0,1) Bulova algebra. Definisemo relaciju < tako da za sve
a,b e B vazi
axb & a+b=b>b
Teorema

Neka je B = (B,+,-,,0,1) Bulova algebra. Tada je < relacija poretka na 3.
Dokaz

(R) (VaeB)axa

(A) (Va,beB)(axbAb=<a) =a=0b

(T) (Va,b,ceB)(axbAb=<c) =a=xc
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Apstrakcija: relacija poretka na Bulovim algebrama
Definicija
Neka je B = (B, +,-,,0,1) Bulova algebra. Definisemo relaciju < tako da za sve
a,b e B vazi
axb & a+b=5>b

Teorema
Neka je B = (B,+,-,,0,1) Bulova algebra. Tada je < relacija poretka na 3.

Dokaz
(R) (WVaeB)axa & ata=a (iz idempotentnosti)
()(vaviB)(a\b/\b\a)éa:b

(T) (Va,b,ceB)(axbAb=<c) =a=xc
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Apstrakcija: relacija poretka na Bulovim algebrama
Definicija
Neka je B = (B, +,-,,0,1) Bulova algebra. Definisemo relaciju < tako da za sve
a,b e B vazi
axb & a+b=5>b

Teorema
Neka je B = (B,+,-,,0,1) Bulova algebra. Tada je < relacija poretka na 3.

Dokaz

(R) (VaeB)axa ata=a (iz idempotentnosti)
(A) (Va,beB)(a< b<a) =a=b
(axbAb=xa @(a—i—b:b/\b—ka:a):a:b (iz komutativnosti)
(

(T) (Va,b,ceB)(axbAb=<c) =a=xc
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Apstrakcija: relacija poretka na Bulovim algebrama
Definicija
Neka je B = (B, +,-,,0,1) Bulova algebra. Definisemo relaciju < tako da za sve
a,b e B vazi
axb & a+b=0>b

Teorema
Neka je B = (B,+,-,,0,1) Bulova algebra. Tada je < relacija poretka na 3.

Dokaz

(R) (VvaeB)aga & ata=a (iz idempotentnosti)
(A) (Va,beB)(axbAb=<a) =a=0b
(axbAb=xa) & (a+b=bAb+a=a) = a=b (iz komutativnosti)
a

(T) (Va,b,ceB)(axbAb=<c) =a=xc
( bxc) & (a+b=bAb+c=c) =
atc=a+(b+c)=(a+b)+c=b+c=c (iz asocijativnosti)
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Neke osobine relacije poretka na Bulovim algebrama

1. (a#c/\b#c)@a%—b<c
b)@c < ab

bg<c):>ab

c<b) = c<xa+b
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Ogranicenost, ponovo

Teorema

Neka je B = (B,+,-,,0,1) Bulova algebra. Tada za sve ac B vazi0 < a

Dokaz

Prvideo: 0 < a & 0+ a = a, sto sledi iz aksiome neutralni elementi.
Drugi deo: a <1 < a+1=1, sto sledi iz teoreme ogranicenost.
Napomena

U svakoj Bulovoj algebri 0 je najmanji, a 1 najveli element.

Teorema

Neka je B = (B,+,-,,0,1) Bulova algebra. Tada za sve a € B vazi
ab=1 < (a=1A b 1)

Dokaz

(«<): Direktno. (=): ab=1 = a+ab=a+1 = a=1 (apsorpcija, ogranicenost)

fa<1.
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Ovo deluje "isto"

® Delioci broja 30:

o SkUpOVi: (P(A)7U7m777®7A)7 Za (D30 NZS.NZD.x' —= 30 1 30) gde

A=1{1,2,3} je D3y = {1,2,3,5,6,10,15,30}
A 30
{a, b} <> l < {b, c} 6 15
{a} {c} 2 } | ‘ 5
0 1

Kako da formulisemo da su dve Bulove algebre "iste"?
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Homomorfizam i izomorfizam

Definicija (Homomorfizam)
Neka su B = (B,+,-/,0,1) iC = (C,®,®,”,0%,1*) dve Bulove algebre. Funkcija
@ : B— C, se naziva homomorfizam ako za sve a, b € B vazi

1. p(a+ b) = p(a) ® ¢(b)

2. p(a- b) = p(a) © ¢(b)

3. ¢p(d) = ¥(a)

Definicija (Izomorfizam)

Bijektivni homomorfizam se naziva izomorfizam.



Homomorfizam i izomorfizam
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Primer

Za Bulove algebre ( (A),U ﬂ,*,@),A), za A={a,b,c}, i
(Dso, NZS, NZD, %’ @,1,30) gde je D3 = {1,2,3,5,6,10,15,30}, jedan
izomorfizam je

_ (0 {3} {b} {c} {ab} {ac} {bc} {abc}
S0‘(1 2 3 5 6 10 15 30 >

Treba proveriti da je ¢ bijekcija i da za sve X, Y € P(A) vazi
L (X UY) = NZ5{p(X), o(Y)}
2. p(XNY)=NzD{y(a),o(b)}

3. p(X) = (2(X))'



Homomorfizam i izomorfizam
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Reprezentacija Bulovih algebri

Teorema (Teorema Stona o reprezentaciji Bulovih algebri)

Svaka Bulova algebra izomorfna je sa nekom Bulovom algebrom skupova
(P(A),U,N,~,0,A).

Posledica
Svaka konacna Bulova algebra (a mi radimo samo sa konacnim) ima 2" elemenata i sve
Bulove algebre sa istim brojem elemenata su izomorfne.
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Sta smo danas radili

e Apstraktna definicija Bulove algebre
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