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Na prethodnom £asu

• Prsteni i polja
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Bulovi izrazi i Bulove funkcije
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Bulove funkcije

• Logi£ka kola, koja su gradivni elementi digitalnih sistema, mogu se predstaviti

pomo¢u funkcija koje imaju binarne ulaze i izlaze, a koje ¢emo zvati Bulove
funkcije.

• Bulove funkcije de�nisi²emo na skupu B = {0, 1}. Gradivni elementi Bulovih

funkcija jesu Bulove operacije, Bulove promenljive i Bulovi izrazi. Osnovne
operacije u Bulovim algebrama jesu unarna negacija (komplement) ′ , de�nisana
sa 0′ = 1 i 1′ = 0, i binarne disjunkcija (Bulova suma) + i konjunkcija (Bulov
proizvod) · , date sa:

+ 0 1

0 0 1

1 1 1

· 0 1

0 0 0

1 0 1
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Bulovi izrazi

Primer
U srednjoj ²koli ra�eno: ispitati istinitost izraza (¬x ∧ y) ∨ y .

Mi ¢emo umesto (¬x ∧ y) ∨ y pisati x ′y + y , umesto ⊥ pisa¢emo 0, a umesto ⊤
pisa¢emo 1.

x y x ′ x ′y x ′y + y

0 0 1 0 0

0 1 1 1 1

1 0 0 0 0

1 1 0 0 1

Dakle, izraze pravimo od konstanti 0, 1,
promenljivih x , y , z , . . . i operacija +, ·,′.
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De�nicija Bulovih izraza

De�nicija (Bulovi izrazi)

1. Konstante 0, 1 i promenljive x , y , z , u, . . . su Bulovi izrazi.

2. Ako su A i B Bulovi izrazi, onda su to i (A+ B), (A · B), (A)′.
3. Bulovi izrazi dobijaju se kona£nim brojem primena prethodna dva pravila.

Primer
Bulovi izrazi su (zagrade pi²emo samo kada moramo):
0, 1, x , y , x ′y , x ′y + y , 1+ x ′, (x ′ + y ′)′z , . . .
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Od Bulovih izraza do Bulovih funkcija
Setimo se na²eg Bulovog izraza x ′y + y i ispitivanja njegove ta£nosti:

Zapravo, ovaj izraz de�ni²e jednu Bulovu funkciju f : {0, 1}2 → {0, 1}, i pi²emo

f (x , y) = x ′y + y .

x y x ′y + y

0 0 0

0 1 1

1 0 0

1 1 1

0

00

01

10

11

1

f

Napomena

Primetimo da izraz y de�ni²e istu funkciju. Dakle, svaki izraz odre�uje jednu funkciju,
ali vi²e Bulovih izraza moºe da odre�uju istu funkciju.
Koriste¢i zakone logike, koje zovemo Bulovi identiteti, moºemo prepoznati izraze koji
de�ni²u istu Bulovu funkciju.
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Bulovi identiteti
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Osnovni Bulovi identiteti
B1 Komutativnost: Za sve x , y ∈ B vaºi

x + y = y + x i x · y = y · x

B2 Distributivnost: Za sve x , y , z ∈ B vaºi

x ·
(
y + z

)
=

(
x · y

)
+
(
x · z

)
i x +

(
y · z

)
=

(
x + y

)
·
(
x + z

)
B3 Neutralni elementi: Za svako x ∈ B vaºi

x + 0 = x i x · 1 = x

B4 Komplementarnost: Za svako x ∈ B vaºi

x + x ′ = 1 i x · x ′ = 0

Napomena

Ovi identiteti se jo² zovu i Bulove aksiome.
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O osnovnim Bulovim identitetima
Svi osnovni Bulovi identiteti su zapravo zakoni logike i mogu se proveriti koriste¢i

tablice. Recimo, za prvi distributivni zakon imamo:

x y z y + z xy xz x(y + z) xy + xz

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0 0

0 1 0 1 0 0 0 0

0 1 1 1 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 1 0 1 1 1

1 1 0 1 1 0 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1
Napomena

Na slede¢im slajdovima navodimo jo² vaºnih Bulovih identiteta. Te identitete tako�e
moºemo proveriti preko tablica, ali, vaºnije od toga, ove identite moºemo dokazati
koriste¢i prethodne, a zatim ih dalje koristiti da izvodimo nove identitete.
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Idempotentnost

Teorema (Idempotentnost)

Za sve x ∈ B vaºi
x + x = x i x · x = x

Dokaz
Dokaza¢emo samo prvu jednakost. Imamo slede¢e izvo�enje

x = x + 0 (iz aksiome neutralni elementi)

= x + (x · x ′) (iz aksiome komplementarnost)

= (x + x) · (x + x ′) (iz aksiome distributivnost)

= (x + x) · 1 (iz aksiome komplementarnost)

= x + x (iz aksiome neutralni elementi)
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Ograni£enost

Teorema (Ograni£enost)

Za sve x ∈ B vaºi
x + 1 = 1 i x · 0 = 0

Dokaz
Dokaza¢emo samo jednu jednakost. Imamo slede¢e izvo�enje

x + 1 = (x + 1) · 1 (aksioma neutralni elementi)

= (x + 1) · (x + x ′) (aksioma komplementarnost)

= x + (1 · x ′) (aksioma distributivnost)

= x + x ′ (aksioma neutralni elementi (i komut.))

= 1 (aksioma komplementarnost)
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Apsorpcija

Teorema (Apsorpcija)

Za sve x , y ∈ B vaºi
x + xy = x i x · (x + y) = x

Dokaz
Dokaza¢emo samo jednu jednakost. Imamo slede¢e izvo�enje

x + xy = x · 1+ xy (aksioma neutralni elementi)

= x · (1+ y) (aksioma distributivnost)

= x · 1 (teorema ograni£enost (i komut.))

= x (aksioma neutralni elementi)
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Pomo¢na teorema

Lema (Pomo¢na)

Za sve x , y ∈ B vaºi

x + x ′y = x + y i x · (x ′ + y) = x · y
Dokaz
Dokaza¢emo samo jednu jednakost. Imamo slede¢e izvo�enje

x + x ′y = (x + x ′) · (x + y) (aksioma distributivnost)

= 1 · (x + y) (aksioma komplementarnost)

= x + y (aksioma neutralni elelmenti (i komut.))

Lema (Pomo¢na 2)

Za sve x , y ∈ B vaºi

x ′ + xy = x ′ + y i x ′ · (x + y) = x ′ · y
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Asocijativnost
Teorema (Asocijativnost)

Za sve x , y , z ∈ B vaºi

(x + y) + z = x + (y + z) i (x · y) · z = x · (y · z)

Dokaz
Dokaza¢emo samo jednu jednakost. Imamo slede¢e izvo�enje
(x + y) + z = 1 ·

(
(x + y) + z

)
(neutralni elementi (i komut.))

= (x + x ′) ·
(
(x + y) + z

)
(komplementarnost)

=
(
x(x + y) + xz

)
+
(
x ′(x + y) + x ′z

)
(distributivnost)

=
(
x + xz

)
+
(
x ′y + x ′z

)
(apsorpcija i pomo¢na 2)

= x + x ′(y + z) (apsorpcija i distributivnost)

= x + (y + z) (pomo¢na)
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Jedinstvenost komplementa
Teorema (Jedinstvenost komplementa)

Sistem jedna£ina a+ x = 1 ∧ a · x = 0 ima jedinstveno re²enje za sve vrednosti
parametra a ∈ B i to re²enje je x = a′.

Dokaz
Po²to se traºi jedinstveno re²enje sistema mi ¢emo pokazati da

1. Postoji bar jedno re²enje: Na osnovu aksiome komplementarnosti, jedno re²enje
je x = a′.

2. Nema vi²e od jednog re²enja: Dokaz izvodimo svo�enjem na kontradikciju.
Pretpostavimo da postoji bar jo² jedno re²enje sistema b, takvo da je b ̸= a′. Sada
imamo

b = b · 1 = b · (a+ a′) = ba+ ba′ = 0+ ba′ = aa′ + ba′ = (a+ b)a′ = 1 · a′ = a′

Dobili smo kontradikciju pa zaklju£ujemo da sistem ne moºe imati vi²e od jednog
re²enja.
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Komplementi od 0 i 1

Teorema (Komplementi od 0 i 1)

Samo iz Bulovih aksioma moºemo pokazati da vaºi

0′ = 1 i 1′ = 0

Dokaz
Dokaza¢emo samo jednu jednakost. Posmatrajmo sistem jedna£ina
0+ x = 1 ∧ 0 · x = 0. Po aksiomi komplementarnost, re²enje sistema je x = 0′, a po
teoremi ograni£enost, re²enje sitema je i x = 1. Iz teoreme jedinstvenost komplementa
dobijamo 0′ = 1.

Napomena

Ovo sada nije korisno ali ¢e biti kada budemo dali apstraktnu de�niciju Bulove algebre.
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Involucija

Teorema (Involucija)

Za sve a ∈ B vaºi (a′)′ = a. Tako�e, funkcija f : B → B de�nisana sa f (x) = x ′ je
bijekcija.

Dokaz
Posmatrajmo sistem jedna£ina a′ + x = 1 ∧ a′ · x = 0. Po aksiomi komplementarnost
(i komut.), re²enje sistema je x = a i x = (a′)′. Iz teoreme jedinstvenost komplementa
dobijamo (a′)′ = a.
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Demorganovi zakoni

Teorema (Demorganovi zakoni)

Za sve a, b ∈ B vaºi
(a+ b)′ = a′b′ i (ab)′ = a′ + b′

Dokaz
Dokaza¢emo samo jednu jednakost, druga ¢e onda slediti iz dualnosti. Posmatrajmo
sistem jedna£ina (a+ b) + x = 1 ∧ (a+ b) · x = 0. Po aksiomi komplementarnost,
re²enje sistema je x = (a+ b)′. Sa druge strane, imamo da je i x = a′b′ re²enje sistema:

(a+b)+a′b′ = (a+b+a′)(a+b+b′) = 1·1 = 1 i (a+b)·a′b′ = aa′b′+ba′b′ = 0+0 = 0

Iz teoreme jedinstvenost komplementa dobijamo (a+ b)′ = a′b′.
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Dualnost

Napomena

Primetimo da se aksiome pojavljuju u paru i da ako u jednoj aksiomi zamenimo mesta
simbolima + i ·, i simbolima 0 i 1 onda ponovo dobijamo aksiomu Bulove algebre.

Posledica
Sledi da su i sve Bulove teoreme dualane: kad god dokazemo neko tvr�enje u Bulovim
algebrama moºemo u tvr�enju izvr²iti prethodno opisanu zamenu simbola i dobiti da
vaºi njemu dualno tvr�enje. Zato smo ih sve i pisali u parovima.



Na prethodnom £asu Bulovi izrazi i Bulove funkcije Bulovi identiteti Reprezentacije Bulovih funkcija Logi£ka kola Minimizacija Ponavljanje

Reprezentacije Bulovih funkcija
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Kako za datu Bulovu funkciju na¢i izraz koji joj odgovara? (1/2)
Na primer, posmatrajmo Bulovu funkciju f datu slede¢om tablicom:

x y z f (x , y , z) xy ′z ′

0 0 0 0 0

0 0 1 0 0

0 1 0 0 0

0 1 1 0 0

1 0 0 1 1

1 0 1 0 0

1 1 0 0 0

1 1 1 0 0

• f ima vrednost 1 samo kada je x = 1, y = 0 i z = 0, ina£e ima vrednost 0

• Bulov izraz xy ′z ′ (dat u tablici) tako�e ima ovu osobinu

• Odavde vidimo da vaºi f (x , y , z) = xy ′z ′
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Kako za datu Bulovu funkciju na¢i izraz koji joj odgovara? (2/2)
Posmatrajmo sad Bulovu funkciju g datu slede¢om tablicom:

x y z g(x , y , z) xy ′z ′ xyz ′

0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0

1 0 0 1 1 0

1 0 1 0 0 0

1 1 0 1 0 1

1 1 1 0 0 0

• g ima vrednost 1 samo kada je x = 1, y = 0 i z = 0, ILI x = 1, y = 1 i z = 0,

ina£e ima vrednost 0
• Bulov izraz xy ′z ′ + xyz ′ tako�e ima ovu osobinu
• Odavde vidimo da vaºi g(x , y , z) = xy ′z ′ + xyz ′
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Specijalni Bulovi izrazi

De�nicija (Specijalni Bulovi izrazi)

1. Monom: promenljiva ili njegova negacija (x , y , x ′, . . .)

2. Elementarna konjunkcija (EK): proizvod monoma (x , 0, , xy ′, . . .)

3. Disjunktivna normalna forma (DNF): zbir EK (x , x ′, 1, x ′y + y , . . .)

4. Savr²ena disjunktivna normalna forma (SDNF): zbir EK takvih da se u svakoj
EK pojavljuju sve promenljive (x + x ′, x ′y + xy , . . .)

Napomena

Dualno se de�ni²u i elementarna disjunkcija (ED), konjunktivna normalna forma (KNF)
i savr²ena konjuktivna normalna forma (SKNF).
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Od Bulovih funkcija do Bulovih izraza

Napomena

Slede¢a teorema pokazuje da za svaku Bulovu funkciju imamo ta£no jedan Bulov izraz
u obliku SDNF.

Teorema
Ako je f : {0, 1}n → {0, 1} Bulova funkcija, tada se ona moºe zapisati kao Bulov izraz
u SDNF obliku

f (x1, . . . , xn) =
∑

(α1,...,αn)∈{0,1}n
f (α1, . . . , αn) · xα1

1 · . . . · xαn
n ,

gde je xα =

{
x , α = 1

x ′ , α = 0
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Dokaz prethodne teoreme za n = 2

Teorema
Ako je f : {0, 1}2 → {0, 1} Bulova funkcija, tada se ona moºe zapisati kao Bulov izraz
u SDNF obliku

f (x , y) =
∑

(α1,α2)∈{0,1}2
f (α1, α2) · xα1 · yα2

Dokaz

x y f (x , y)

0 0 f (0, 0)
0 1 f (0, 1)
1 0 f (1, 0)
1 1 f (1, 1)

Teorema kaºe:
f (x , y) = f (0, 0) · x0y0 + f (0, 1) · x0y1 + f (1, 0) · x1y0 + f (1, 1) · x1y1

= f (0, 0) · x ′y ′ + f (0, 1) · x ′y + f (1, 0) · xy ′ + f (1, 1) · xy

Sada moºemo izra£unati (primeti da ostane jedan sabirak):
f (0, 0) = f (0, 0) · 0′ · 0′ + f (0, 1) · 0′ · 0+ f (1, 0) · 0 · 0′ + f (1, 1) · 0 · 0

= f (0, 0) · 1 · 1+ f (0, 1) · 1 · 0+ f (1, 0) · 0 · 1+ f (1, 1) · 0 · 0
Isto tako moºemo proveriti da i za f (0, 1), f (1, 0), f (1, 1) dobijamo ta£ne vrednosti.
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Primer
Za slede¢u Bulovu funkciju napisati Bulov izraz u obliku SDNF

x y f (x , y)

0 0 0

0 1 1

1 0 0

1 1 1

f (x , y) = f (0, 0) · x0y0 + f (0, 1) · x0y1 + f (1, 0) · x1y0 + f (1, 1) · x1y1

= 0 · x ′y ′ + 1 · x ′y + 0 · xy ′ + 1 · xy
= x ′y + xy

Napomena

Primetimo da je posledica teoreme da sve Bulove funkcije moºemo predstaviti pomo¢u
funkcija +, · i ′. Zato se skup funkcija {+, · , ′} zove generatorni za skup svih Bulovih
funkcija.

Napomena

Primetimo i da Bulovi izrazi x ′y + y , y i x ′y + xy svi odre�uju jednu istu Bulovu
funkciju.
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Za slede¢u Bulovu funkciju napisati Bulov izraz u obliku SDNF

x y f (x , y)

0 0 0

0 1 1

1 0 0

1 1 1

f (x , y) = f (0, 0) · x0y0 + f (0, 1) · x0y1 + f (1, 0) · x1y0 + f (1, 1) · x1y1

= 0 · x ′y ′ + 1 · x ′y + 0 · xy ′ + 1 · xy
= x ′y + xy

Napomena

Primetimo da je posledica teoreme da sve Bulove funkcije moºemo predstaviti pomo¢u
funkcija +, · i ′. Zato se skup funkcija {+, · , ′} zove generatorni za skup svih Bulovih
funkcija.

Napomena

Primetimo i da Bulovi izrazi x ′y + y , y i x ′y + xy svi odre�uju jednu istu Bulovu
funkciju.
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Baze skupa Bulovih funkcija

Napomena

Rekli smo da {+, · , ′} generi²e sve Bulove funkcije, me�utim imamo xy = (x ′ + y ′)′,
²to zna£i da nam · nije neophodna. Zato je i {+, ′} generatoran skup, ali se zove i
baza skupa Bulovih funkcija. Recimo, { · , ′}, {⊕, ′} (gde je x ⊕ y = x ′y + xy ′, tzv.
ekskluzivno ili, tj. sabiranje po modulu 2), {⇒, ′} su tako�e baze. Me�utim, postoje i
baze sa samo jednim elementom. Ina£e, Bulovih funkcija od dve promenljive ima
ukupno 16.

Teorema
Skupovi funkcija {∧} (�eferova, ni) i {∨} (Luka²ijevi¢eva, nili) jesu baze skupa Bulovih
funkcija, gde su operacije date sa x∧y = x ′ + y ′ i x∨y = x ′y ′.

Dokaz
Za �eferovu operaciju imamo da vaºi x ′ = x∧x i x + y = (x∧x)∧(y∧y), tj. i ′ i + se
mogu izraziti preko ∧. Sli£no se pokazuje i za Luka²ijevi¢evu operaciju.
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Logi£ka kola
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Logi£ka kola

• Logi£ka kola implementiraju funkcionalnosti digitalnih sistema, a (ako

apstrahujemo neke �zi£ke osobine) logi£ka kola su ni²ta drugo do Bulove funkcije.

• Logi£ke kapije su osnovni gradivni elementi logi£kih kola. Mi ¢emo raditi samo sa

logi£kim kapijama:

x
y x + y

x
y

x · y x x ′

Zapravo, radi¢emo sa ovakvim kapijama ali sa dva ili vi²e argumenata.

• Logi£ka kola dobijamo povezivanjem vi²e logi£kih kapija. Na primer, kombinacijom

logi£kih kapija moºemo nacrtati ²ematski prikaz logi£kog kola Bulove funkcije

f (x , y , z) = x + yz ′.

z

y yz ′

x

x + yz ′
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Primer 1

Zadatak
U sobi sa dvoja vrata postavljena su dva prekida£a za svetlo. Oba prekida£a imaju dva
mogu¢a stanja: otvoren i zatvoren. Pred nama je zadatak da dizajniramo logi£ko kolo
koje upravlja radom sijalice i koje ¢e omogu¢iti da se pritiskom na bilo koji od prekida£a
promeni stanje sijalice (upali ako je uga²ena, ugasi ako je upaljena).

Jedno re²enje:

x y f (x , y)

0 0 1

0 1 0

1 0 0

1 1 1

SDNF izraz funkcije

f (x , y) = x ′y ′ + xy

x

y

x ′y ′

xy
x ′y ′ + xy
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Primer 2
Zadatak
Zadatak pred nama je, kao i u prethodnom primeru, da upravljamo radom sijalice, s tim
²to ovaj put imamo tri prekida£a. Promena stanja na svakom od njih treba da rezultuje
promenom stanja sijalice.

x y z f (x , y , z)

0 0 0 0

0 0 1 1

0 1 0 1

0 1 1 0

1 0 0 1

1 0 1 0

1 1 0 0

1 1 1 1

SDNF f (x , y , z) =
xyz+ xy ′z ′+ x ′yz ′+ x ′y ′z

x

y

z

xyz

xy ′z ′

x ′yz ′

x ′y ′z

f (x , y , z)
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Primer 2
Zadatak
Zadatak pred nama je, kao i u prethodnom primeru, da upravljamo radom sijalice, s tim
²to ovaj put imamo tri prekida£a. Promena stanja na svakom od njih treba da rezultuje
promenom stanja sijalice.
x y z f (x , y , z)

0 0 0 0

0 0 1 1

0 1 0 1

0 1 1 0

1 0 0 1

1 0 1 0

1 1 0 0

1 1 1 1

SDNF f (x , y , z) =
xyz+ xy ′z ′+ x ′yz ′+ x ′y ′z

x

y

z

xyz

xy ′z ′

x ′yz ′

x ′y ′z

f (x , y , z)
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Minimizacija logi£kih kola
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Minimizacija?

Inºenjerski problem pred nama: Za datu speci�kaciju logi£kog kola preko tablice

nacrtati shematski prikaz.

x y z f (x , y , z)

0 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 1

0 1 1 0

1 0 0 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 1

x

y

z

xyz

xyz ′

xy ′z

xy ′z ′

x ′yz ′

f (x , y , z)

Re²enje: SDNF f (x , y , z) = xyz + xyz ′ + xy ′z + xy ′z ′ + x ′yz ′
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1 1 0 1
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x

y

z

xyz

xyz ′

xy ′z

xy ′z ′

x ′yz ′
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Minimizacija!
Ako primenimo Bulove identitete moºemo izvesti

f (x , y , z) = xyz + xyz ′ + xy ′z + xy ′z ′ + x ′yz ′

= xy(z + z ′) + xy ′(z + z ′) + x ′yz ′ (distr.)

= xy + xy ′ + x ′yz ′ (kompl. i neutr.)

= x(y + y ′) + x ′yz ′ (distr.)

= x + x ′yz ′ (kompl. i neutr.)

Dobili smo manju DNF od po£etne, ali od ovoga moºe bolje. Ako za drugu EK

primenimo zakon idempotentnosti xyz ′ = xyz ′ + xyz ′, tada jednu kopiju xyz ′ moºemo

iskoristiti za grupisanje prve £etiri EK kao ²to smo pokazali, a drugu moºemo grupisati

sa poslednjom EK iz SDNF xyz ′ + x ′yz ′ = (x + x ′)yz ′ = yz ′ i dobiti f (x , y , z) = x + yz ′

z

y yz ′

x

f (x , y , z)
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Zaklju£ak o minimizaciji
Dakle, imamo manje logi£ko kolo koje implementira istu Bulovu funkciju.

Pitanje: Za²to je vaºno imati manje logi£ko kolo?

Odgovor: Zbog manje cene ko²tanja, zbog manjeg zauzimanja prostora, zbog manjeg

vremena ka²njenja u radu logi£kog kola.

Pitanje: Kako na¢i minimalno logi£ko kolo, tj. Bulov izraz (pri £emu posmatramo

Bulove izraze samo u DNF obliku)?

Odgovor: Iz prethodna dva slajda moºemo izvesti dva zaklju£ka

• jedan DNF izraz je minimalniji od drugog ako ima manje ili jednako EK i

odgovaraju¢e EK imaju manje ili jednako monoma

• opisano grupisanje EK koje se razlikuju samo u jednom monomu u SDNF, sa

�dupliranjem� pojedinih EK, veoma je naporno i nepregledno

Ovde ¢emo dati gra�£ki metod koji za funkciju zadatu SDNF izrazom odre�uje njen

minimalni izraz u obliku DNF. Taj metod zove se Karnoove mape i naj£e²¢e se koristi

za minimizaciju Bulovih funkcija za najvi²e 6 argumenata.
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Karnoove mape
U Karnoovoj mapi svako polje odgovara jednoj EK iz SDNF Bulove funkcije i susedna

polja (ona koja imaju zajedni£ku stranicu) se razlikuju samo u jednom monomu.

Karnoove mape za Bulove funkcije od 2, 3 i 4 promenljive su tablice:

y

y ′

x ′ x ′

xy x ′y

xy ′ x ′y ′

z

z ′

xy xy ′ x ′y ′ x ′y

xyz xy ′z x ′y ′z x ′yz

xyz ′ xy ′z ′ x ′y ′z ′ x ′yz ′

xy xy ′ x ′y ′ x ′y

zu

zu′

z ′u′

z ′u

xyzu xy ′zu x ′y ′zu x ′yzu

xyzu′ xy ′zu′ x ′y ′zu′ x ′yzu′

xyz ′u′ xy ′z ′u′ x ′y ′z ′u′ x ′yz ′u′

xyz ′u xy ′zu′ x ′y ′z ′u x ′yz ′u
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Maksimalni obeleºeni £etvorouglovi
U Karnoovoj mapi grupi²emo polja obeleºena sa ⋆ na slede¢i na£in.

De�nicija (Osnovni obeleºeni £etvorouglovi)

Slede¢i £etvorouglovi su osnovni obeleºeni £etvorouglovi:

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆
⋆
⋆

⋆
⋆
⋆
⋆

⋆
⋆
⋆
⋆
⋆
⋆
⋆
⋆

⋆
⋆
⋆
⋆

⋆
⋆
⋆
⋆

⋆
⋆
⋆
⋆

De�nicija (Proste implikante)

Proste implikante su maksimalni obeleºeni £etvorouglovi (nisu sadrºani u drugom
obeleºenom £etvorouglu) u Karnoonoj mapi.

Kada imamo proste implikante, minimalne disjunktivne normalne forme (MDNF)
dobijamo tako ²to napravimo dijunkciju (+) minimalnog broja prostih implikanti koje

prepokrivaju sva obeleºena polja u Karoovoj mapi.
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Primer 1

Za Bulovu funkciju f (x , y , z) = xyz + xyz ′ + xy ′z + xy ′z ′ + x ′yz ′, na¢i sve proste

impikante i sve MDNF.

Re²enje. Prvo popunjavamo Karnoovu mapu

z

z ′

xy xy ′ x ′y ′ x ′y

⋆ ⋆

⋆ ⋆ ⋆

Sada obeleºena polja grupi²emo u maksimalne

obeleºene £etvorouglove, i traºimo MDNF-ove.

Proste implikante su:

x , yz ′

MDNF je:

Φ = x + yz ′.
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Primer 2
Za Bulovu funkciju zadatu tablicom, odrediti SDNF, na¢i sve proste impikante i sve

MDNF. x 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

y 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1

z 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1

u 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

f (x , y , z , u) 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 0 0 0 1 0 1

Iz tablice £itamo SDNF i popunjavamo Karnoovu mapu

f (x , y , z , u) =

x ′y ′z ′u′ + x ′y ′zu′ + x ′y ′zu + x ′yz ′u + x ′yzu + xy ′z ′u′ + xyz ′u + xyzu

⋆ ⋆

⋆ ⋆

⋆

⋆ ⋆ ⋆

x x ′

y y ′ y

z ′

z

u

u′

u

Proste implikante su:

yu, x ′zu, x ′y ′u′, y ′z ′u′, x ′y ′z

MDNF-ovi su:

Φ = yu+ y ′z ′u′+ x ′y ′z
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�ta smo danas radili

• Bulove funkcije i logi£ka kola
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