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Resavanje jednacina 1

Resi jednainu x +4 = 2.
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Resavanje jednacina 1

Resi jednainu x +4 = 2. U kom skupu?
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Resavanje jednacina 1

Resi jednainu x +4 = 2.
U (N, +):

x+4=2
(x+4)+(-4) =2+ (-4)
(x+4)+(—4)=-2
x4+ (4+(-4)) = -2
x+0=-2

X = =2

U kom skupu?

Ovo nije prirodan broj! Probajmo sa celim.
Treba nam da zbir bude ceo broj (zatvorenost
Treba nam (asocijativnost

Treba nam (inverzni element

' e N N

Treba nam (neutralni element

U (N, +) nema resenja, ali u (Z,+) ima i to je x = —2.
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Resavanje jednacina 2
Resi jednainu x +4 = 2. U kom skupu?



Grupoidi i grupe
0O0e0000000000000

Resavanje jednacina 2
Resi jednainu x +4 = 2. U kom skupu?

U skupu Casova na analognom satu: ({1,2,...,12},4). Tj. ako jednacina glasi: ako ¢e
za 4 Casa na$ sat da pokazuje 2, koliko je sada sati? Nacrtati sat!
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Resavanje jednacina 2
Resi jednainu x +4 = 2. U kom skupu?

U skupu Casova na analognom satu: ({1,2,...,12},4). Tj. ako jednacina glasi: ako ¢e
za 4 Casa na$ sat da pokazuje 2, koliko je sada sati? Nacrtati sat!

x+4=2
(x+4)+(—4)=2+(-4) Ovo nije broj iz skupa! Probajmo sa 8
(x+4)+8=2+8 Unazad za 4 je isto kao unapred za 8
(x+4)+8=10 Treba nam da zbir bude iz skupa (zatvorenost)
x+(4+8)=10 Treba nam (asocijativnost)
x+12=10 Treba nam (inverzni element)
x =10 Treba nam (neutralni element)

U daljem radu ¢emo éemo u ovom skupu umesto 12 pisati 0 i ovaj skup ¢emo
oznacavati sa Zi», jer smo ovde radili sabiranje po modulu 12.
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Resavanje jednacina 3
Resi jednacinu x -4 = 2. U kom skupu?
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Resavanje jednacina 3

Resi jednacinu x -4 = 2. U kom skupu?
u(z,-)
x-4=2
(x-4)-471=2.471 Ovo nije ceo broj! Probajmo sa racionalnim.
(x-4)-47' = % Treba nam da proizvod bude racionalan broj (zatvorenost)
x-(4-471) = % Treba nam (asocijativnost)
x-1= % Treba nam (inverzni element)
X = % Treba nam (neutralni element)

U (Z,-) nema regenja, ali u (Q,-) ima i to je x = 3.
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Resavanje jednacina 4

Resi jednacinu g o x = h. U kom skupu?
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Resavanje jednacina 4

Resi jednacinu g o x = h. U kom skupu?

U ({f|f: N5 N} o)
ha

gox=h
(gox)og l=hog ' Mora sa leve strane! Da li je inverzna od g bijekcija? Da.
g ! (g ox) g loh Da li je kompozicija desno bijekcija (zatvorenost)? Da.
(g og)ox= gil oh Treba nam (asocijativnost)
igox=g toh Treba nam (inverzni element)
x=gtoh Treba nam (neutralni element)

Resenje je x : N 171 N data sa x = g loh.
na
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Grupoid

Definicija (Grupoid)
Neka je G # 0. Tada uredeni par (G, x) zovemo grupoid ako je x : G> — G, tj. ako je
* binarna operacija skupa G, tj. ako je operacija zatvorena na skupu G.

Primer
Zaokruzi slovo ispred grupoida:
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Grupoid

Definicija (Grupoid)
Neka je G # 0. Tada uredeni par (G, x) zovemo grupoid ako je x : G> — G, tj. ako je
* binarna operacija skupa G, tj. ako je operacija zatvorena na skupu G.

Primer
Zaokruzi slovo ispred grupoida:

(N, +)

(b) (N,-)
(c) (Z,-)
(d) ({-1,0,1},)
() ({=1,0,1},+)
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Grupoid

Definicija (Grupoid)
Neka je G # 0. Tada uredeni par (G, x) zovemo grupoid ako je x : G> — G, tj. ako je
* binarna operacija skupa G, tj. ako je operacija zatvorena na skupu G.

Primer
Zaokruzi slovo ispred grupoida:

(N, +)
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Grupoid

Definicija (Grupoid)
Neka je G # 0. Tada uredeni par (G, x) zovemo grupoid ako je x : G> — G, tj. ako je
* binarna operacija skupa G, tj. ako je operacija zatvorena na skupu G.

Primer

Zaokruzi slovo ispred grupoida: Kejlijeva tablica za konacan par ({—1,0,1},-)

(N’+) |-10 1

(b) (N,-) —

(Z7 _) 0
(@) ({~1,0,1},") '
(e) ({_17 07 1}7 +)
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Grupoid

Definicija (Grupoid)
Neka je G # 0. Tada uredeni par (G, x) zovemo grupoid ako je x : G> — G, tj. ako je
* binarna operacija skupa G, tj. ako je operacija zatvorena na skupu G.

Primer

Zaokruzi slovo ispred grupoida: Kejlijeva tablica za konacan par ({—1,0,1},-)

(N’+) |-10 1

(b) (N,-) ———
(Z7 _) 0

(@) ({~1,0,1},") '

(e) ({_17 07 1}7 +)
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Grupoid

Definicija (Grupoid)
Neka je G # 0. Tada uredeni par (G, x) zovemo grupoid ako je x : G> — G, tj. ako je

* binarna operacija skupa G, tj. ako je operacija zatvorena na skupu G.

Primer

_ ] ] Kejlijeva tablica za konacan par ({—1,0,1},)
Zaokruzi slovo ispred grupoida:

(2) (N +) |-t 0 1

-1]1 0
(b) (N,-)
(Z7_) 1
(d) ({_17071}7') (—1) 0=0
(e) ({_17071}7+)
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Grupoid

Definicija (Grupoid)
Neka je G # 0. Tada uredeni par (G, x) zovemo grupoid ako je x : G> — G, tj. ako je
* binarna operacija skupa G, tj. ako je operacija zatvorena na skupu G.

Primer

Zaokruzi slovo ispred grupoida: Kejlijeva tablica za konacan par ({—1,0,1},-)

(N, +) o

0 1

(b) (N,-) 11 0 -1

(Z,-) 0 0 0

(d) ({-1,0,1},) 1/-1 0 1
(e) ({-1,0,1},+)



Grupoidi i grupe
0O0000e0000000000

Grupoid

Definicija (Grupoid)
Neka je G # 0. Tada uredeni par (G, x) zovemo grupoid ako je x : G> — G, tj. ako je
* binarna operacija skupa G, tj. ako je operacija zatvorena na skupu G.

Primer
Zaokruzi slovo ispred grupoida: o _ _
Kejlijeva tablica za konacan par ({—1,0,1},)
(N.+)
b) (N, — -1 0 1
(b) (N,-)  E—
@ (z,-) 0 0 0
0 1

0
((-1.0,1}.) W

(e) ({_17 0, 1}7 +)
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Osobine grupoida
Grupoid (G, *) je
(a) asocijativan ako za sve x,y,z € G vazi

(x*xy)*z=x*(y*2z)
(b) sa neutralnim elementom ako postoji e € G takav da za sve x € G vazi
Xxe=exx =X

(c) sa inverznim elementima ako za svako x € G postoji X' € G takav da vazi (gde
je e neutralni element)
X'xx=xxx'=e

(d) komutativan ako za sve x,y € G vazi

X*xYy =y*X
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Polugrupe, monoidi i grupe

Uredeni par (G, x) je
® polugrupa ako je asocijativan grupoid (zatvorenost i asocijativnost)
® monoid ako je asocijativan grupoid sa neutralnim elementom (zatvorenost,
asocijativnost i neutralni element)
® grupa ako vazi

(Z) zatvorenost

(A) asocijativnost

(N) postoji neutralni element
(I) postoje inverzni elementi

e Abelova grupa ako je komutativna grupa
Za Abelovu grupu, ako vam je lakse zapamtiti osobine su NIZAK, za grupu NIZA
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Primeri

Od sledecih struktura zaokruzi slovo ispred

polugrupa: monoida: grupa:

(a) (N,+) (a) (N,+) (a) (N,+)
(b) (Z,+) (b) (Z,+) (b) (Z,+)
(c) (N,—) (c) (N,—) (c) (N,—)
(d) (Z,-) (d) (Z,-) (d) (Z,-)
(e) (Z,-) (e) (Z,") (e) ()

(f) (@\{0},-) (f) (@\{0},-) (f) (Q\{0},-)



Na prethodnom casu Grupoidi i
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p Podgrupo momo m
00000000 e0000000 000000000 0000000000

Primeri

Od sledecih struktura zaokruzi slovo ispred

polugrupa: monoida:

(N, +) (a) (N,+)
(b) (2,+) (b) (Z,+)
(c) (N,-) (c) (N,-)
(d) (Z,-) (d) (Z,-)
(e) (Z,-) (e) (Z,-)

(f) (@\{0},) (f) (Q\{0},)

dgrupoidi i podgrupe Homomorfizmi i izomorfizmi

Kongruen
000000
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Primeri

Od sledecih struktura zaokruzi slovo ispred

polugrupa:
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Primeri

Od sledecih struktura zaokruzi slovo ispred

polugrupa:

(N.1) monoida:
’ (a) (N,+)
Z,+) (b) (Z,+)
(c) (N, -) (c) (N,-)
(d) (d) (z,-)
) (
) (
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Na prethodnom casu
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Primeri

Od sledecih struktura zaokruzi slovo ispred
polugrupa:

(N, +) monoida:

grupa:
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Primeri

Od sledecih struktura zaokruzi slovo ispred
polugrupa:

(N, 4) monoida:
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Primeri

Od sledecih struktura zaokruzi slovo ispred

polugrupa: .
monoida:

(N, +) (a) (N, +
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Od sledecih struktura zaokruzi slovo ispred

polugrupa:
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Primeri

monoida:
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Podgrupoidi i podgrupe

Na prethodnom casu
o] 000000000

Primeri

Od sledecih struktura zaokruzi slovo ispred

polugrupa: monoida: .

. . ) @.+)
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(d) (2.-) () (2.-) oo
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Na prethodnom casu
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Primeri

Od sledecih struktura zaokruzi slovo ispred

polugrupa: monoida: grupa:
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Osobine 1/2
Teorema (Neutralni element je jedinstven)
Ako u grupoidu (G, *) postoji neutralni element tada je on jedinstven.

Dokaz

Pretpostavimo suprotno, da u grupoidu imamo dva neutralna elementa €' i e’. Tada
dobijamo €' x e = €" i &' x e’ = €'. Dakle, neutralni element moze biti samo jedan.
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Osobine 1/2

Teorema (Neutralni element je jedinstven)
Ako u grupoidu (G, *) postoji neutralni element tada je on jedinstven.

Dokaz
Pretpostavimo suprotno, da u grupoidu imamo dva neutralna elementa €' i e’. Tada
dobijamo €' x e = €" i &' x e’ = €'. Dakle, neutralni element moze biti samo jedan.

Teorema (Inverzni elementi su jedinstveni u grupi)

U grupi (G,x) za svaki x € G postoji jedinstven inverzni element x' € G.

Dokaz

Znamo da u grupi za svaki x € G postoji bar jedan inverzni element x' € G.
Pretpostavimo sada suprotno, da u grupi za neko x € G postoje dva inverzna elementa
x" i x". Neka je e € G neutralni element te grupe. Tada dobijamo

X' =x'xe=x"x(x*x")=(xX'xx) % x" = exx" = x". Dakle, za svaki x € G postoji
Jjedinstven inverzni element.
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Osobine 2/2

Teorema (Zakon kancelacije u grupi)

Ako je (G, ) grupa tada u njoj vazi zakon kancelacije (skradivanja): za sve x,y,z € G
akojexxy=xxz iliyxx=2z%x, tada jey = z.

Dokaz

xky=x%xz = X' k(xxy)=x'*(xx2) = (X*xx)xy=(X*x)*xz =
exy=exz = y=12z



rupoidi i podgrupe zmi i izomorfizmi

Na prethodnom casu Grupoidi i grupe ngruencije Ciklicne grupe
o] 0000000000 e00000 ) 000

Osobine 2/2

Teorema (Zakon kancelacije u grupi)
Ako je (G, ) grupa tada u njoj vazi zakon kancelacije (skradivanja): za sve x,y,z € G
akojexxy=xxz iliyxx=2z%x, tada jey = z.
Dokaz
xky=x%xz = X' k(xxy)=x'*(xx2) = (X*xx)xy=(X*x)*xz =
exy=exz = y=1z
Teorema (Resavanje jednacina u grupi)
U grupi (G,x), za sve x,y € G vazi
1L (x*xy) =y *x;

2. jednacina x x z = y (takode i z x x = y) ima jedinstveno resenje.
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Aditivna i mulitiplikativna notacija

Cesto se pojavljuju grupe sa aditivnom (G, +) i mulitiplikativnom (G, -) notacijom - ove
notacije ¢emo koristiti kod prstena i polja.
Kod aditivne notacije za grupu (G, +) kositicemo sledece oznake

® 0 - neutralni element zovemo nula
® —x - inverzni od x
¢ Ix=xi(n+1)x=nx+x
® 0x=0i(—n)x = n(—x)
Kod mulitiplikativne notacije za grupu (G, -) kositicemo sledece oznake
® 1 - neutralni element zovemo jednica
e x~! _inverzni od x
o xl =xix"l =x".x

XN =1ix"= (X_l)n
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O teoriji grupa i jedan primer
Malo kasnije vide¢emo da je svaka grupa zapravo neka grupa permutacija (Kejlijeva
teorema), a permutacije mozemo zamisliti i kao simetrije. Zapravo, teorija grupa se i
bavi prirodom raznih simetrija. Sledi primer.

Primer
Neka je ABCD kvadrat. Posmatrajmo 4 simetrije ovog kvadrata koje njegova temena
A, B, C, D preslikavaju ponovo u njegova temena (ukupno postoji 8 ovakvih simetrija):

1. i rotacija za 0 stepeni

2. r rotacija za 180 stepeni

3. h osna simetrija u odnosu na horizontalnu osu
4. v osna simetrija u odnosu na vertikalnu osu

Dokazati da je ({i,r, h,v},o) Abelova grupa.
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Resenje: deo 1

Date funkcije preslikavaju temena kvadrata na

sledeéi nacin

1.i:<2
2.r_<?
3 h:<é
4.v_<2

B C D
B C D
B C D
D A B
B C D
c B A
B C D
A D C

\_/\/\/\—/




(O;rOquOO(i)(éiOiO%rgOp; [e]e] o]
Resenje: deo 2
Sada za funkcije racunamo kompozicije

1_,_:(/\ B C D>

2.r:( ) 2
)

> 4

=
4. v = (
Znamodajeiof =foi=f, za svaku
funkciju f, pa te kompozicije ne¢emo pisati.
Takode, mozemo da primetimo da je
ror=hoh=vov =1 panite 6.
kompozicije netemo pisati.
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Resenje: deo 3

Popunimo Kejlijevu tablicu i proverimo da li je ({i,r, h,v},o) Abelova grupa (NIZAK).
Iz Kejlijeve tablice citamo osobine:

1. Zatvorenost: U tablici treba da se pojavljuju samo

elementi iz zadatog skupa. ° ‘ / r h v
2. Asocijativnost: Ne vidi se iz tablice. bprer h v
3. Neutralni element: Vrsta i kolona jednog elementa /: /: ‘I/ \// /;
mora biti jednaka sa grani¢nom vrstom i kolonom. v oh o

4. Inverzni elementi: Neutralni element se mora
pojavljivati tacno jednom u svakoj vrsti i koloni i mora
biti simetri¢no rasporeden u odnosu na glavnu
dijagonalu.

5. Komutativnost: Cela tablica mora biti simetri¢na u
odnosu na glavnu dijagonalu.
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Resenje: deo 3
Popunimo Kejlijevu tablicu i proverimo da li je ({i,r, h,v},o) Abelova grupa (NIZAK).

1. Zatvorenost: U tablici se pojavljuju samo elementi iz
zadatog skupa {i,r, h,v}.

. . e . .. . .. (@]
2. Asocijativnost: Kompozicija je asocijativna operacija ‘ I r h v
. ili r h v
(radeno kod funkcija). ,
] L ) rir i v h
3. Neutralni element: je i, njegova vrsta i kolona su Wlh v i
jednake sa grani€nom vrstom i kolonom. viv o h oo

4. Inverzni elementi: |/ se pojavljuje jednom u svakoj
vrsti i koloni i simetri€no je rasporeden u odnosu na
glavnu duagonalu Imamo:
it=irt=rht=hvi=v

5. Komutativnost: Tablica jeste simetri¢na u odnosu na
glavnu dijagonalu.



Popunimo Kejlijevu tablicu i proverimo da li je ({/,r, h, v},

1.

Grupoidi i grupe
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Resenje: deo 3

Zatvorenost: U tablici se pojavljuju samo elementi iz
zadatog skupa {i,r, h,v}.

Asocijativnost: Kompozicija je asocijativna operacija
(radeno kod funkcija).

Neutralni element: je i, njegova vrsta i kolona su
jednake sa grani€nom vrstom i kolonom.

Inverzni elementi: / se pojavljuje jednom u svakoj
vrsti i koloni i simetri€no je rasporeden u odnosu na
glavnu duagonalu Imamo:
it=irt=rht=hvi=v

Komutativnost: Tablica jeste simetricna u odnosu na
glavnu dijagonalu.

o) Abelova grupa (NIZAK).

o‘ i r h v
ilir r h v
rir i v h
hlh v i r
viv h r |

Zakljucak: ({i,r,h,v},

jeste Abelova grupa.

(Inace, ova grupa ima

svoje ime | zove se
Klajnova grupa.)

°)
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Podgrupoidi i podgrupe
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Podgrupoidi i podgrupe

Definicija (Podgrupoid)
Neka je (G, ) grupoid i H C G. Tada je (H,x) podgrupoid grupoida (G, *) ako je x na
H restrikcija operacije x iz G.

Primer

Strukture (N,-) i ({—1,0,1},-) jesu podgrupoidi grupoida (Z,-), a ({—1,0,1},+) i
(Q, ) nisu.

Definicija (Podgrupa)

Neka je (G, *) grupa i H C G. Tada je (H,x) podgrupa grupe (G, *) ako je x na H

restrikcija operacije x iz G i ako je (H,*) grupa.

Primer
Strukture (Z,+) i (Q,+) jesu podgrupe grupe (R,+), a (N, +) i (Q\{0}, ") nisu.
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Osobine podgrupa
Teorema (Neutralni element podgrupe)

Neka je (G, *) grupa i (H,x) jedna njena podgrupa. Ako je e neutralni element grupe
(G,*) tada vazi e € H i e je neutralni element u (H,*).

Dokaz

Neka je e € G neutralni element grupe (G, %), a € € H neutralni element grupe (H,*).
Posto je H C G, za sve x € H vazixxe = x, ali i xx € = x. Iz kancelacije sledi e = €'.
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Osobine podgrupa
Teorema (Neutralni element podgrupe)
Neka je (G, *) grupa i (H,x) jedna njena podgrupa. Ako je e neutralni element grupe
(G,*) tada vazi e € H i e je neutralni element u (H,*).
Dokaz

Neka je e € G neutralni element grupe (G, %), a € € H neutralni element grupe (H,*).
Posto je H C G, za sve x € H vazixxe = x, ali i xx € = x. Iz kancelacije sledi e = €'.

Teorema (Kako se traze podgrupe)

Neka je (G, *) grupa i H C G. Tada je (H,*) podgrupa grupe (G, *) akko za sve

x,y € Hvazixxy € Hix' € H, gde je x' inverzni element od x.

Dokaz

(=) : sledi direktno iz definicije podgrupe.

(<) : (Z): dato je xxy € H. (A): posto je x asocijativna na Citavom G onda je i na
bilo kom njegovom podskupu na kom je zatvorena, tj. na H. (N): lzxxy e Hix' € H
sledi x x x' = e € H (a znamo da je neutralni jedinstven). (1): dato je x' € H.
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Plan za Lagranzovu teoremu: koseti

Broj elemenata grupe zvaéemo red grupe. Lagranzova

teorema kaze da red podgrupe H deli red grupe G.

xH

yH

Plan: Grupu G ¢emo razbiti na klase ekvivalencije, koje su
sve sa istim brojem elemenata, a jedna klasa je podgrupa H.

zH

Ove klase ekvivalencije su skupovi koji se zovu (levi) koseti

podgrupe H.

Definicija (Koset)

Neka je (H,-) podgrupa grupe (G, ). Za proizvoljni element x € G definizemo koset

xH sa xH = {xh| h € H}.
Treba pokazati:

1. Particija skupa G: Koseti se ili poklapaju ili ne seku i u uniji daju Citav skup G;

2. Svi koseti imaju isti broj elemenata kao i H, pa je |G| = k- |H

razli€itih koseta.

, gde je k broj
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Samo razliciti koseti
Zapravo, neCemo posmatrati sve kosete nego ¢emo konstruisati samo

razliCite kosete. Neka je e neutralni element u (G, -), pa samim tim i
u podgrupi (H,-). Posmatramo kosete:

1. Korak 1: je eH ={e-h|he H} = H. Neka je e = g
2. Korak 2: uzmimo bilo koje g1 € G koje nije iz H. Dobijamo
drugi koset g1 H

3. Korak i+ 1: uzmemo bilo koje g; € G koje nije iz
HugHU...Ug;_1H. Dobijamo i + 1-ti koset g;H

4. Posto G ima kona€no mnogo elemenata, ovih koseta ima
konacno mnogo i svi elementi iz G ¢e biti u bar jednom kosetu

Napomena
Treba pokazati za ove kosete da:
1. Razliciti koseti imaju prazne preseke

2. Svi koseti imaju isti broj elemenata kao H

Skup G

gH

gH

giH

gH

gk—1H




Podgrupoidi i podgrupe
0O0000@000

Razliciti koseti imaju prazne preseke

Lema (Disjunktni koseti)
Za dva koseta iz prethodne konstrukcije giH i giH vazi giH N giH = 0.

Dokaz
Neka je i < j. Na osnovu konstrukcije koseta znamo da gj ¢ giH. Dokaz izvodimo
svodenjem na kontradikciju, pretpostavimo da postoji x € giH N gjH. Tada postoje
hi, hj € H takvi da je

x = gihi = gjh

MnozZenjem ove jednakosti sa hfl sa desne strane dobijamo
hih™t = g;
8in; j 8j

Posto je (H,-) grupa imamo h,-hjf1 € H, tj. dobili smo da g; € giH, 5to je kontradikcija.



Podgrupoidi i podgrupe
000000800

Svi razliciti koseti imaju isti broj elemenata kao H. Lagranzova teorema

Lema (Koseti su iste velicine)
Svi skupovi goH, g1 H, ..., gx_1H iz konstrukcije razlicitih koseta imaju isti broj
elemenata kao goH = H.

Dokaz

Posto je koset giH = {gih| h € H}, vidimo da koset ima tacno elemenata koliko i H
ako su svi elementi gih, za h € H, razli¢iti. Pretpostavimo suprotno, da postoje hy i hy
takvi da je h1 # hy i gihy = giho. MnoZenjem poslednje jednakosti sa g,-_1 sa leve
strane dobijamo hy = hy, Sto je kontradikcija.
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Lagranzova teorema

Teorema (Lagranzova)

Neka je (G, ) grupa reda m, tj. |G| = m i (H,-) jedna njena podgrupa reda n, tj.
|H| = n. Tada n|m.

Dokaz
Neka su H,g1H, ..., gx_1H koseti iz prethodne konstrukcije. Na osnovu leme

Disjunktni koseti imamo |G| = |H|+ g1 H| + ...+ |gk—1H|, a na osnovu leme Koseti su
iste velicine i pretpostavke |H| = n, sledi m = kn.




Podgrupoidi i podgrupe
O0000000e

Primer
Nadéi sve podgupe Klajnove grupe ({i,r, h,v},0)

o‘ i r h v
ili r h v
rir i v h
hlh v i r
viv h r |

Resenje. Podgrupe mogu imati 1,2, 4 elemenata i moraju sadrzati neutralni element.
Trivijalne podgrupe od 1 i 4 elementa su ({i},o) i ({i,r, h, v}, o). Potencijalne
podgrupe od 2 elementa su ({7, r},o), ({i, h},0) i ({i,v},o). Proverom zakljuujemo
da jesu podgrupe.

o‘/r o‘/h o‘iv
ilir ili h P
rir i h|lh | viv i
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Homomorfizmi i izomorfizmi
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Homomorfizmi i izomorfizmi

Definicija (Homomorfizam)

Neka su (G, *) i (H,-) grupoidi. Za funkciju >
f: G — H kazemo da je homomorfizam ako za sve /

x,y € G vazi > W

f(x) - f(y)

fxxy)=f(x) f(y)

Definicija

Bijektivni homomorfizam zove se izomorfizam, i tada se grupoidi zovu izomorfni
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Primeri

1. Jedan homomorfizam grupe (R, +) u grupu (R, ") jeste g(x) =1, jer je
gxt+y)=g(x) gly)=1

2. Jedan izomorfizam grupe (R, +) u grupu (R, ") jeste f(x) = €, jer je
ety =X e

3. Jedan izomorfizam grupe (R™,-) u grupu (R, +) jeste f(x) = Inx, jer je
In(x-y)=Inx+Iny
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Osobine izomorfizama

Teorema (Inverzna funkcija od izomorfizma)
Neka je f : G — H izomorfizam grupoida (G, ) u grupoid (H,-). Tada je f~*
izomorfizam grupoida (H,-) u grupoid (G, *).
Teorema
Neka je f : G — H izomorfizam grupoida (G, *) u grupoid (H,-). Tada
1. Ako u G postoji neutralni element eg, tada i u H postoji neutralni element ey i
vazi f(eg) = ey;
2. Ako je (G,x) asocijativan (komutativan), tada je to i (H,");

3. Ako G ima neutralni element e i ako za neko x € G postoji inverzni element X/,
tada je f(x') inverzni element od f(x) u H.
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Dokaz poslednje teoreme

Dokaz

1. Ako za sve x € G vazi x x eg = eg * x = x, tada je f(x x eg) = f(eg * x) = f(x),
a posto je f homomorfizam i f(x) - f(eg) = f(eg) - f(x) = f(x). Posto je f
bijekcija, za sve y € H imamo jedno x € G takvo da je f(x) =y, pa imamo da za
svey € Hvaziy-f(eg) =f(eg) -y =y, tj. f(eg) jeste neutralni element u
(H,-), a zbog njegove jedinstvenosti sledi f(eg) = ey.

2. Kako je f izomorfizam, vazi: (x x y) xz = x x (y * z) akko
f((x*y)*z) = f(x*(y*z)) akko (f(x) . f(y)) -f(z) = f(x) - (f(y) . f(z)).
Sliéno se dokazuje komutativnost.

3. Neka je x xx' = x' x x = eg. Tada je f(x*x") = f(x' x x) = f(eg), odnosno
f(x)-f(x') = f(xX')- f(x) = ey, odakle zakljucujemo da je f(x') inverzni element
za f(x).
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Primer
Na skupu {1, a, b, c} definisemo operaciju - na slede¢i nacin: 1 je neutralni element,
a?=b>=c?>=1,ab=ba=c,ac=ca=bibc=cb=a. Dokazati da je
({1,a,b,c}, ) Abelova grupa.
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Primer
Na skupu {1, a, b, c} definisemo operaciju - na slede¢i nacin: 1 je neutralni element,
a?=b>=c?>=1,ab=ba=c,ac=ca=bibc=cb=a. Dokazati da je
({1,a,b,c}, ) Abelova grupa.
Resenje. Levo dajemo Kejlijevu tablicu za ({1, a, b, c},-), a desno za Klajnovu grupu

({i,r,h,v},o0) ‘

°]

0O o v =

0O T L R
o0 = |
L PO oo
= o O 00
< > x5 -

< > N ==
> < = 3|
N~ = < I T
- 3 IO <<

Mozemo proveriti da je f ( 1 a b c ) izomorfizam iz ({/,r, h,v},o) u grupoid
({1,a,b,c},-), a to znadi da obe strukture imaju iste osobine. Posto je ({i,r, h,v},0)
Abelova grupa, to je i ({1,a,b,c},-). (Zapravo, to su samo dve interpretacije Klajnove
grupe.)
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Reprezentacije grupa: Kejlijeva teorema

Teorema (Kejlijeva)
Svaka grupa (G, -) izomorfna je sa nekom podgrupom grupe permutacija skupa G, tj.
podgrupom grupe Sym G = ({f | f : ¢ 1L G} o).

Dokaz

Trazena funkcija je WV : G — Sym G, koja svakom elementu iz G dodeljuje po jednu
permutaciju iz Sym G, a definisana je sa W(a) = 0,, za sve a € G. Funkcije

0a: G — G definisane su sa 0,(x) = a- x, za sve x € G. Prvo bi trebalo pokazati
da je o, bijekcija.

Ako uzmamo skup svih ovakvih o, funkcija dobijamo

H={o,]ae G A O'QZG%)G A (Vx € G)oa(x) = a- x}

Sada treba pokazati da je (H,0) grupa ida je V: G — H definisana sa

V(a) = o, izomorfizam.
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Prvi deo dokaza koji nedostaje

Prvo bi trebalo pokazati da je 0, : G — G definisana sa 0,(x) = a- x, za sve
x € G, bijekcija:

1. lz zatvorenosti operacije - na G sledi da o, jeste funkcija iz G u G;

2. Injektivnost: o,(x) = 0a.(y) = ax=ay = x =y jer u grupi G vazi zakon
kancelacije;

3. Sirjektivnost: treba dokazati da za svako b € G postoji neko x € G takvo da je
0a(x) = b. Postovazi b=1-b=(aa l)b=a(a"lb)ialhc G, sledi
o.(a"lb) = b.
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Drugi deo dokaza koji nedostaje

H={o.]lac G A o,: G—> G N (Vx € G)os(x) = a-x}
Treba pokazati da je (H, o) grupa:

1. Zatvorenost: (050 0p)(x) = 0a(op(x)) = a-b-x = 0,p(x), kako je za a,b € G
vazi a- b € G, sledi 0,.5(x) € H;

2. Asocijativnost: o je asocijativna operacija (videti kod funkcija);

3. Neutralni element: ako je e neutralni element grupe G, onda je ge(x) = e-x = x

identicka funkcija na G, a ona je neutralni element za kompoziciju | vazi o. € H,;

4. Inverzni elementi: ako je a~! inverzni element za a u grupi (G, -) tada je

0a00,-1=0,4-100, = 0, tj. za 05 € H inverzni je 0,1 € H.
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Tre¢i deo dokaza koji nedostaje

V: G — H definisana sa ¥(a) = 0, jeste izomorfizam iz grupe (G, ) u grupu
(H,o0):
1. Injektivnost: Ako je W(a) = W(b), tj. 0, = 0p imamo a-x = b - x (za sve x € G),
pa iz zakona kancelacije u G sledi a = b;
2. Sirjektivnost: sledi iz konstrukcije skupa H - za svako o, € H postoji a € G takvo
da je V(a) = o,;
3. Homomorfizam: Treba pokazati da su W(a-b) =0, 1 W(a) o W(b) = 0,00
jednaki. Ovo sledi jer za svako x € G vazi

oap(x)=(a-b)-x=a-(b-x)=o0asb-x)=0a(0p(x)) = (020 0p)(x)
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Kongruencije

Napomena

Kongruencije smo spominjali kod deljenja celih brojeva: x =3 y (kongruentno po
modulu 3) akko x iy daju isti ostatak pri deljenju sa 3. Ali smo imali i kod primera sa
analognim satom, samo je tamo relacija bila =15.

Definicija (Kongruencije na proizvoljnim grupoidima)

Neka je (G, *) grupoid i p relacija ekvivalencije na G. Kazemo da je p kongruencija ako
zasve x,y,u,v € Gvazi(xpu N ypv) = (xxy)p(uxv).

Definicija kaze da se relacija "slaze" sa operacijom, tj. ako

(x,u) €p
(y,v)€p
—tada vazi—

(x*xy,uxv)€p
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Vazan primer
Neka je relacija =3 data sa za sve a,b € Z vazi a =3 b akko 3| a — b. Tada, =3 jeste
kongruencija grupe (Z,+) i polugrupe (Z,-).

Resenje. Kod relacija samo pokazali da je =3 relacija ekvivalencije (RST) na Z. Jos
treba da pokazemo da se slaze sa operacijama:

® U(Z,+)imamo (x=3u A y=3v) = (3|x—u A 3|y—v)
= 3[(x—u)+(y—-v) = 3|(x+y)—(u+v) = (x+y)=3(v+V)

* U(Z,)imamo (x=3u A y=3v) = (3|x—u A 3|y—v)
= (3|xy —uy A 3|uy —uv) (pomnozimo redom sa y i u)
= 3|(xy —uy)+ (uy —uv) = 3|xy —uv = xy =3 uv
Napomena
Isto bismo dokazali i da je =, kongruencija grupe (Z,+) i polugrupe (Z,-), za sve
n>2.
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Faktor grupoid

Znamo da relacija ekvivalencije vrsi particiju skupa na kom je definisana i sta je faktor
skup. Npr. na Z smo relacijom =3 dobili faktor skup Z3 = { Gy, C1, G2 }.
Kongruencijom na faktor skupu grupoida dobijamo nov grupoid.

Teorema
Neka je p kongruencija na grupoidu (G,-) i neka je G/p faktor skup. Tada je (G/p,*)
grupoid, gde je operacija x definisana sa Cx x C, = C., za sve C,C, € G/p.

Dokaz
Ako su x,y € G, jasno da je x -y € G, jer je (G,-) grupoid. Pitanje koje se ovde
postavlja je sledece: ako uzmemo u € C,iv € C,, znamo da je C, = C, i C, = C, tj.

(G, C) =(Cy, C), alidalijei Cex C, = Cyx C, 7 Ovo Ce slediti jer je p kongruencija:
(G, C)=(C,C) = (G=C, NG =C) = (xpu ANypv) =
(x-y)p(u-v) = Cey=Cuy
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Ponovo onaj vazan primer

Kod relacija smo rekli da, posto je svaka klasa ekvivalencije odredena bilo kojim svojim
elementom, pisa¢emo Z3z = { Gy, Gi, G} = {0,1,2}.

Posto je =3 kongruencija grupe (Z,+) i polugrupe (Z,-), dobijamo nove faktor
grupoide (Z3,+3) i (Z3,-3), gde su operacije definisane sa C; +3 C, = Gy i

Cc3C =Cy. Npr. 2432=1i2-32=1.
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Ponovo onaj vazan primer

Kod relacija smo rekli da, posto je svaka klasa ekvivalencije odredena bilo kojim svojim
elementom, pisa¢emo Z3z = { Gy, Gi, G} = {0,1,2}.

Posto je =3 kongruencija grupe (Z,+) i polugrupe (Z,-), dobijamo nove faktor
grupoide (Z3,+3) i (Z3,-3), gde su operacije definisane sa C; +3 C, = Gy i

Cc3C =Cy. Npr. 2432=1i2-32=1.

Sada mozemo da crtamo Kejijeve tablice grupoida (Z3, +3) i (Z3,3)

_.I_

N R Olw
N — OO
O N P
= O NN
N = Olw
O O OO
N R O
=N OIN

Proverom osobina dobijamo da je (Z3, +3) Abelova grupa, a (Zs, -3) komutativan
monoid. Npr. asocijativnost operacije +3 sledi iz
(Cx+3 Cy)+3 Cz = X+y+3 Cz = C(x+y)+z = Yx+(y+z) — Cx+3 Cy+z = Cx+3(Cy+3 Cz)
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| dalje u vezi vaznog primera

Faktor skup Zs

Isto kao §to smo dobili grupoide (Zs3,+3) i (Z3,-3), mozemo dobiti grupoide (Z,,+,) i
(Zn,-n) (na vezbama éemo o njihovim osobinama).

Da bi olak3ali notaciju, Cesto ¢emo umesto (Z,, +n) i (Zn,n) pisati samo (Z,,+) i
(Zn, ), jer je iz konteksta jasno da su operacije "sabiranje po modulu n" i "mnozenje
po modulu n".



Cikliéne grupe

Cikliéne grupe
@00



(O:ﬂdoiéne grupe
Red elemenata grupe

Setimo se da smo red grupe definisali kao broj elemenata grupe. Takode smo za
mulitplikativnu notaciju definisali x¥ = x - x*~1.
Definicija (Red elementa)
Neka je (G, ) grupa, e neutralni element i x € G. Red elementa x je najmanji k € N
takav da je x¥ = e.
Primer

1. U Klajnovoj grupi {1,a, b,c}, smo imali a*> = b> = > = 1, pa su a, b, ¢ svi reda 2

(neutralni je u svakoj grupi reda 1);
2. U grupi (Z3\{0},-) imamo 22 = 1, pa je element 2 reda 2;

3. U grupi (Z3,+) reda 3 (primeti aditivnu notaciju) imamo1+1+4+1=3-1=0,
242+2=3-2=0,pasuli?2 reda3s.
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Ciklicne grupe

Teorema

Neka je (G, ) konacna grupa sa neutralnim elementom e i neka je element x € G reda
k. Tada je H={x"|n e N} = {e,x,x?,...,x*"1} nosaé podgrupe.

Posledica

Neka je (G, ) grupa reda m. Tada red svakog elementa x € G deli red grupe i x™ = e.

Definicija (Ciklicne grupe)
Grupa (G, -) reda n je ciklicna ako postoji element x € G reda n.

Primeri ciklicnih grupa: Sve grupe prostog reda, (Z,,+), ...
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