2 Matematicka analiza I

5. Neodredeni integral

5.1. Definicija i osnovne osobine

Ako za funkciju f : (a,b) = R postoji funkcija F : (a,b) — R, koja ima izvod F’(z) nad intervalom
(a,b) i pri tom vazi
Fl(m) = f(z),x € (a,b),

onda kazemo da je F'(x) primitivna funkcija funkcije f(z) nad intervalom (a,b).

Definicija 5.1. Skup svih primitivnih funkcija funkcije f(z) nad nekim intervalom (a,b) naziva se

neodredeni integral funkcije f(x) i oznacava se sa / f(z) dz, odnosno

/f(x)dx:{F(x)—FC': C € R},

[ f@de=F(@) +C.

U ovoj definiciji f(z) se naziva podintegralna funkcija, f(x)dx podintegralni izraz, a C je integraciona
konstanta.

§to krace pisemo

Teorema 5.2. Ako je funkcija f : (a,b) — R neprekidna nad intervalom (a,b) tada postoji primitivna
funkcija F : (a,b) — R nad intervalom (a,b), tj. postoji neodredeni integral funkcije f(x) nad datim
intervalom.

Osobine neodredenog integrala

L (f f(x)d:v>,—f(w),
2. [ fa)ds = (o) + C.
3. /a~f(m)dx:a-/f(x)dx,aeR,
s /(fl(x)+...+fn(x))dx:/fl(:c)d:ch...Jr/fn(x)dx

5.2. Tablica integrala

d 1 1
/dm:x—i—C / 2x2:farctgf—l—C:—farccth—i-Cl,a;éO
T+ a a a a a
a+1
o g _ d
x%dx a+1+C’,oz7é 1 /% n +C,a#0
de ¢ —a 2a T+ a
/—:1n|x|+C’
T dx 1 a+zx
/ﬁ:—ln ‘—I—C a?éo
/emdx:em—&-c a’ —x 2a a—x

x dxr
/awdx=L+C /\/m ln’$+\/x2:|:a2‘—‘r0 a#0

/smxdx:—cowj—FC' = arcsin — + C' = —arccos — + Cq, a > 0
a a

iy
/\/&2—332
coszdr =sinx +C 12
/ /\/ —z2 (]I—* 712+—(u<s1117+( a>0

2
d
/ x =tgx+C

cos? x

p / Va2 + Adr = % 24+ A+ % In ‘,1,’ + Va2 + ;’1‘ +C
T . 2
/ 5— = —ctgoz +C

sin“
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Podrazumeva se da date jednakosti vaze nad onim intervalima nad kojima su podintegralne funkcije
neprekidne.

2
Zadatak 5.3. Izracunati: a)/\/m\/x\/gfda:; b) /tggxdx; c)/ i

—d
2 +1 o
Resenje.

/\/x T dﬂc—/deaz—
.9 2
1-— d
b) /thzd:ﬁ:/Slnzxdw:/ﬁdm:/ 1’ f/da::tngerC;
cos? x cos?

8
Bxg +C

cos? x

C)/xfj—ld /x;—i;ldw:/( )da: /dm—/

52 =z —arctgx + C.
x

5.3. Integracija pomocu smene

Neka sirjekcija ¢ : [y — I C R ima neprekidan izvod razli¢it od nule nad intervalom I; i neka za
funkciju f : I — R postoji neodredeni integral nad intervalom I. Tada vazi

[t@de= [ rew)emar

(pri tom se podrazumeva da se posle integracije desne strane stavi t = ¢~ !(z))

1 t
Zadatak 5.4. Izracunati: /ﬂ dz; b) /tgx dz; c) /arc 83 dx.
4+ 22
Resenje.
lnx t=Inz t? (Inz)?
/ [dt:?]/tdt FHCO="5—+C
sinx cosz =1 dt
b) /tgxdx:/ dx —sinzdr=dt | = — =—In|t|+C = —In|cosz| + C;
cos T . t
sinzdr = —dt

arctg § 1 arctg § t=arctg 2 1 2 1 2
C)/4+x2 * 4/1+(§)2 v 2dt:ﬁd;ﬂ B 1 7 larctg 5 ) +

arctg x In(1 2 1
Zadatak 5.5. Izracunati I = / € +xIn(14 %) +

dz.
1+ 22 .
Resenje.

eMrete T 4 pin(1+ 22) + 1 edrete @ rIn(1 + 2?) dz
I = der= | —— ¢ it Sl B VA s
/ 1+ 22 o /1—1—1‘2 er/ 1+ 22 x+/1+x2
t=arctgz = dt= 17 1 d
= 1+2 :/etcle—f/sds—l—/igv2
s=In(l1+2%) = ds:ff_‘i?j 2 L+
2

=e' + Sz +arctgr + C = 2187 4

i In*(1 + 2?) + arctg x + C.
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Inz

——— dx.
zv/1+Inx v

Zadatak 5.6. Izracunati I =

Resenje.

I Inx dx_[\/l—l—lnx:t = 14+Inx=1+¢
zv1+1nzx = %z?tdt
t2 -1 9 3
= —2tdt=2 [( - 1dt =27 -2 +C
2 2
:gt(t2—3)+C’=g\/1+lnx(lnx—2)+0.

Zadatak 5.7. Izracunati I = /\/ a? —22dx a > 0.

Resenje.

T =asint
I:/\/a2—x2dx: dx = acostdt :/\/az(l—sinzt)ﬂcostdt
t = arcsin
2 2

2
=a2/cosgtdt:%/(1+cos2t)dt:%t+zsin2t+0

2 2 2
a T a a T a
= 3arcsinf + Esintcost—i—C: ?arcsinf + §x\/1 —sin?t+C
a a

2

a r a x

= — arcsin = 4+ —x4/1 — sin? (arcsin 7) +C
2 a 2 a

2 2

/ 2
:a—arcsinquga: 17<£> +C:a—arcsin§+£\/a27x2+c.
2 a 2 a 2 a 2

5.4. Parcijalna integracija

Neka su u(z) i v(z) diferencijabilne funkcije i neka postoji primitivna funkcija funkcije w'(x)v(z). Tada
postoji primitivna funkcija funkcije u(z)v’(x) i pri tom vazi jednakost

/udv:uvf/vdu.

Zadatak 5.8. Izracunati I = /lna:dx.
Resenje.
dx

I= [ Inxdx = v=Inz = du== =zlnz — x-d—x:xlnx—x—i—C.
dv=dxr = wv== T

Zadatak 5.9. Izracunati I = /x5e_””2 dx.

Resenje.

2 2
_ 5 o2, | ot =t L[, | u=t"=du=2tdt
I—/xe dx_{xdx:—édt}_ 2/t6dt_{dv:etdt:>v:et

_ 1 2t t . 12,5 t _ uy =t =du; =dt
_—2<te—2/tedt>——2te+ te' dt = dvy = ¢ dt = v; = ¢!

1 1 f 4
= 75152@‘5 + te! — /et dt = f§t2et ttel—el+C=—e" (1 + 2% + "Z) +C.
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Zadatak 5.10. Izracunati I :/ du

(22 +a?)?
Resenje.

I

Sada ¢emo uvesti smenu kako bismo nasli reSenje integrala I7. Integral resavamo parcijalnom integracijom
na sledeéi nac¢in

u=x = du=dx,

dU:7xda: iv:/fxdm _[t=x2+a2]_1/cit
(22 + a2)? (22 + a2)? %dt:xdx 2 | 2

11 1 1

2t 2 22+4a

pa je

7 / T d x n 1/ dx 1 to & x LC
=) ——s 2dt=———++- | —— =—arctg— — ———~ .
! (22 + a?)? 22 +a?)  2) 224a®> 2 &4 2(x2 + a?)
Trazeni integral je

/ dz t z t a +C
arc - — arc
(22 + a?)? 3 &4 2\2 &4 2(z2? 4+ a?)
T
t C.
243 arctg — + 2a2(2 + a?) +

Zadatak 5.11. Izracunati [ = /cosg(lnx)dx.
Resenje.

— cog2 - (=i . dz
I = [ cos2(ng)dz = u=cos’(Inz) = du=2cos(Inz)-(—sin(Inz))- &
dv=dx = v=v

=z cos®*(Inz) + 2/cos(ln z)sin(lnz) dr = x cos?*(Inz) + /sin(2 Inx) dz,

pri ¢emu smo iskoristili trigonometrijsku formulu sin 2x = 2 sin x cos x.
Dalje, neka je

. _ [ u=sin(2nz) = du=2cos(2lnz)dx
Il—/s1n(2lnm)dx—[ do—de — b

_ o 2dz
=zsin(2lnz) —2 [ cos(2Inz)dx = up =cos2nz) = duy = —sin(2Inz)=7
dvi=dr = wvi==x

=zsin(2lnz) — 2zcos(2lnz) — 4/sin(2 Inz) dx,

| S —
Iy
pa dobijamo da je

I = %(m sin(2lnz) — 2z cos(21n x)) +C.

Konaé¢no reSenje je

I= /C052 (Inz)dz = z cos*(Inx) + %(x sin(2lnz) — 2z cos(21n x)) +C.
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Napomena:

1. Integrale oblika /Pn(:v) sin(ax) dz i /Pn(x) cos(ax) dzx, gde je P,(x) polinom n—tog stepena,

reSavamo parcijalnom integracijom
[u = P,(z),dv = sin(ax) dx] odnosno [u = P,(z),dv = cos(ax) dzx
i potrebno je uraditi n puta parcijalnu integraciju.

2. Integral oblika /Pn () In™ 2 dz, gde je P,(x) polinom n—tog stepena i m € N, reSavamo parcijal-

nom integracijom
{u =In"z,dv = Pn(m)dac}
i potrebno je uraditi m puta parcijalnu integraciju.

3. Integral oblika / P, (z)e* dx, gde je P,(x) polinom n—tog stepena i a € R, reSavamo parcijalnom

integracijom

[u = P,(z)z,dv = e”dm}

i potrebno je uraditi n puta parcijalnu integraciju.

5.5. Integrali sa kvadratnim trinomom

I Integrali oblika ;nxidx (a # 0, b2 — 4ac < 0) resavaju se na sledeéi nacin:
ar?® +bxr +c
a) m=0
ar’ +br+c=al(z+k)>+1], k1= const.
/ n n / dx
S L R L S
ar® +bxr+c a) (x+k)3?+1
b) m#0
mz+n o (2ax + b) +n — 2L
I — dx = / 2a 2a dSC
ax? +br+c ax? +bxr +c
_m 2ax + b d +/ n— %
T 2 ax? +br+c v azx? +bx +c v
[t=ax24+br+c=dt=2az+b] a)

Primetimo da je prva jednakost dobijena na osnovu ideje da se u brojiocu dobije izvod imenioca,
kako bi se nakon toga uvela odgovarajuca smena.

Zadatak 5.12. IzraCunati I = / dix
22 +2x+5
Resenje.
7 / dx B / dx [rx+1=t
) 22+ 22+5 ) (x+1)24+4 | de=dt

dt 1 t 1 z+1
:/mziarctg§+015arctg7+c
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Zadatak 5.13. Izracunati I = / ﬂdm.
24z +5
Resenje.
3z —2 320 —4)—2+6 3 20 —4 dx
/3?2—4$C+5 * / 2 —4x+5 v 2/952 4z +5 T /x2—4x+5
_§ 20 — 4 o4 dx [P —dx+5=t = (2z—4)dr=dt
2—4x+5 (r—2)2+1 r—2=s5 = dr=ds

dt 3 3
/ / o §1n|t|—|—4arctgs—|—C:5111(1‘2—4x+5)—|—4arctg(w—2)+0.

mx +n

IT Integrali oblika [ ——————dz (a # 0, b*> — 4ac < 0) refavaju se na slican nacin kao integrali
var?+br+c

oblika I.

1
dx (m 0, a 0, b — 4ac < 0) se pomoéu smene
Vet e (m # # ) se p

IIT Integrali oblika /
mx +n

mx+n= n svode na integrale oblika II.

Zadatak 5.14. Izracunati I = / (

Resenje.

I*/ dx {x—&-l:% = x:%t ]
(z +1)Va2? + 2z = do=—%dt

/ & dt . / dt . dt
(=12 | 91—t B (1—t)242t—212 N V1—t2
e 2t W —=
= —arcsint + C' = — arcsin + C.
+1

IV Integrali oblika/ Vax? + bz + cdx (a # 0, b>—4ac < 0) svode se na integrale oblika / Va2 —x%dx
i / Va2 + Adz.

Zadatak 5.15. Izracunati [ = / VvV —az2dz.
Resenje.

1 11 1\?
= — 72 g — 2:— 2— - _—= - — —_ =
I—/\/JZ 2 dx [x T (x x—|—4>—|—4 1 (.Z‘ 2)]

HEED Lt
1
/“ - ftht \/1 t2 4 —arcsmerC

256—1
4

— a2+ g arcsin(2x — 1)
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5.6. Integrali racionalnih funkcija

Racionalna funkcija je koli¢nik dva polinoma

Prava racionalna funkcija je racionalna funkcija za koju vazi deg(P(z)) < deg(Q(x)). Svaku nepravu
racionalnu funkciju (deg(P(z)) > deg(Q(x))) mozemo napisati u obliku

Rl (l‘)

Q
funkcija (R1(x) je ostatak pri deljenju P(z) sa Q(z), pa je deg(R1(x)) < deg(Q(ﬂg)x))).

gde je T'(x) polinom (koli¢nik pri deljenju polinoma P(z) polinomom Q(z)), a je prava racionalna

Posmatrajmo sada pravu racionalnu funkciju, neka je P(z) polinom stepena manjeg od n, a @Q(z) polinom
oblika

Qr) = (. —a)f - (x —ap)* (@® + by + 1) - (2 + byga + ¢y,
gdeje k1 +ko+...+ky+2(01+l2+...+¢,) =n, n je stepen polinoma Q(z), a;, b; i ¢; su realni brojevi
za koje vazi b? —4c; <0,i=1,2,...,p, j =1, 2,...,q (drugim re¢ima, polinom Q(z) je faktorisan nad
poljem R).

Tada se R(z) = moze napisati u obliku
= Q@
A A A A
Ra)= g+ ) (2 e
T —a (x —ap)k T —ap (x —ap)k»
Bll.’E + Cll " Blzlx + ClZ1 Bqll' + qu quqx + quq
22+biz+ea 0 (224 bz +o)h 224+ br+ceg T (a2 + b tcy)a )’

Nepoznati koeficijenti A;;, B;; i C;; odreduju se tako §to se gornja jednakost pomnozi sa Q(x), §to nam
daje jednakost polinoma, te izjednacavanjem odgovarajucih koeficijenata dobijamo sistem jednacina.

A ; Bz +C
(x —a)f (22 +bx+c)f

Razlomci oblika nazivaju se prosti ili parcijalni razlomci.

332

Zadatak 5.16. Izracunati I = /mdl‘

Resenje.
Podintegralna funkcija je prava racionalna funkcija. Medutim, za rastavljanje na sumu parcijalnih razlo-
maka prvo je potrebno faktorisati polinom u imeniocu, tj.

z? x? A B C D

(22 —32+2)2 (@-12@-22 z2-1 (-12 z-2 (@-272

_|_
_|_
_|_

Nakon mnoZenja cele jednakosti sa (z — 1)%(z — 2)? sledi

22 = Az —1)(z — 2)? + Bz — 2)* + C(x — 1)*(x — 2) + D(x — 1)?
=23(A+C)+2*(—5A+ B —4C + D) + 2(8A — 4B + 5C — 2D) + (-4A+ 4B — 2C + D)

Izjednacavanjem koeficijenata uz iste stepene dobija se sistem linearnih jednacina

A + C =
—-5A + B — 4C + D
84 — 4B + 5C - 2D =
—4A + 4B - 2C 4+ D

Il
co~oOo
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¢ijim reSavanjem se dobija A =4, B=1,C = —4i D = 4. Otuda je

1—/”32 d—/ S B .
) (23 =324 2)2 v z—1 (=12 x-2 (xz—2)2 o
dx dx dz da;
=4 —4 4 | —2
[:5 w5 / 2" /(
| x—=1=t = dr=dt dt ds ds
T lx—2=s = dr=ds

+C

1 4
—4ln|t|—f—4ln| |—7+C' 41n

z—1 or — 6
=1 — C.
n(x—2> 362—335—1—2+

—2‘ x—l_x 2

222 4+ 322 +3 4
Zadatak 5.17. Izrac¢unati [ :/ i x Rk dx.
rtad—z—1

Resenje.

Podintegralna funkcija je prava racionalna funkcija. Faktorisaéemo najpre polinom u imeniocu
1=+ ) —(@e+)=(z+ 1)@ -1) =@+ D(@—-1)(2?+z+1).

Rastavimo sad podintegralnu funkciju na sumu parcijalnih razlomaka

20 + 322 +3z+4 A N B N Cx+D
(z+1D)(z-1)(224+z+1) a+1 x-1 224+z+1

Alx -1 +2+ 1)+ B+ D) (@2 +2+ 1)+ (Cz+ D)(x+1)(z—1)

(x+1)(x—1)(22+2+1)
A(z® — 1)+ B(z3 + 222 + 22+ 1) + (Cx + D)(2 — 1)
(z+ D -1 +z+1) '

Otuda je
20° + 322 +3r +4=(A+B+C)2* +(2B+ D)2* + (2B - C)x — A+ B - D,

pa dobijamo sistem jednacina

A+ B + C — 9 A = -1
2B + D = 3 B = 2
9B — C - 3 < c = 1
A + B - D = 4 D = -1

Sada imamo

d d -1
]:_/ x +2/ T —|—/ a de = —In|z + 1|+ 2In|z — 1| + I;.
z+1 z—1 2+x+1

Izracunajmo integral I:

I—/ r—1 d—l/ 2x—2d_1/ 2x+1d 3/ dz
LV 2ye 1T i1 T2 a1 P 2 (z+3)2+3

[$2+3§—|—1=t = (Qx—l—l)d:v:dt] dt 3/ ds
l: =
T+s=s = dr=ds 2/t 2 82+(§)2
1 1 20 +1
In |t arct +C = 2? +x+1) —V3arctg ——— + .
2 ] — \/’ g\/‘ 1=5 In( ) g /3 1
Prema tome polazni integral je
1 2 1
—ln|x—|—1|—|—21n|x—1|+§1n(x2+x—|—1)—\/garctg x\/—g +C

(r—1)2Va2+a+1 3 2z +1

=In — /3 arct
o+ 1] VG

+C.
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5.7. Integrali iracionalnih funkcija

ar +b\" ax +b\"™"*
I tip: Integral oblika [ R |z, ey dx.
P & / [ (cx +d > cr+d
Posmatrajmo integral kod koga je podintegralna funkcija racionalna funkcija od « i od razli¢itih stepena
. ar+b : o .
izraza ot pri cemu je ad — be # 0 (inace se izraz svodi na konstantu).
cx
Neka je s najmanji zajednicki sadrzalac imenilaca racionalnih eksponenata rq,rs, ..., 7. Tada se smenom
ax +0b

o t° polazni integral svodi na integral racionalne funkcije.
px +4q

dx
t+ 12—z +1

Zadatak 5.18. Izracunati I = / \3/(
Resenje.
Primetimo da je podintegralna funkcija racionalna funkcija po = i da se javlja izraz x + 1 na stepene

2.1
redom 3 i 7 Kako je NZS{2,3} = 6, smena koja se uvodi je = + 1 = 5.

I_/ dx _[a:JrltG ]
Yl +1)2—Vor1 dx = 6t° dt

6t° 5 2
_/7t4_t3dt—6/7t3(t_1)dt—G/t_ldt.

U poslednjem integralu podintegralna funkcija je neprava racionalna funkcija. Potrebno je podeliti t? sa
t — 1. Moze se izvrsiti klasi¢no deljenje polinoma, medutim oduzimanjem i dodavanjem broja 1 brojiocu
brze ¢emo izvrsiti deljenje.

2141 -1 1)+1
I:6/t7+dt:6/(t 1)+ dt:6/(t+1)dt+6 dt

t—1 t—1 t—1
=3+ 6t+ 6|t —1[+C=3Ve+1+6Ve+1+6In|Ve+1-1|+C.

Zadatak 5.19. Izracunati I = /\/ 2z+2 dx.
2¢ + 1

Resenje.
2 2 2 2
Uvodimo smenu 1/ s = t, odnosno Tt = ¢2. Sada treba izraziti z:
2z +1 20 +1
2 2 2 2 2 t? =2
Odavde je
4t(1 —t2) — (2 — 2)(—4t 4t — A3 + 413 — 8t —t
g = A=) (-2 i dt = dt.
4(1 —t2)2 4(1 —t2)2 (1—1t2)2
Tada je

Iz/t-(l_;)th:/(l_t:Qth.

Podintegralna funkcija je racionalna funkcija, pa ¢emo je rastaviti na zbir pracijalnih razlomaka

—t2 —t2 4 B C D
(1—12)2  (1—-t)2(14+t)2 1—-t (1—-t)2 14+t (1+1)2

Otuda je
A =A1-t)A+t)* + B+ t)> +CA+t)(1 —t)> + D(1 —t)?
=AQ+t -t =)+ B +2t+ )+ C(1 —t — > + %) + D(1 — 2t + t?)
=(-A+O)*+(-A+B-C+ D) +(A+2B-C—-2D)t+ A+ B+C+ D,
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§to nam daje sistem jednacina

A = 1

—-A + C = 0 1
-A + B C+D=—1@B=—i
A + 2B — C — 2D = 0 c = 1
- 4

1 _1 1 _

= 1 1 1
/(1—t+(1—t)2+1+t+(1+

d

_[ l—t=2 = dt=-—

)? dt:i(/ld—tt_/(1itt)2+/1(ﬁt_/(1itt)2)
dm

1
1
t
1+t=m = dt=dm ]_ (

1 1 1 1 1
==(-1 — =41 — C=-(-1 l—t—— In|l+t+-— C
4< n|z| Z—l— n|m|—|—m)—|— 1 n| | 1 +1In|l+ |—|—1+t)+
2z+2 2242
1 ) 1+ ¢ 2t Lo 1 1‘1"‘ s AV ras Le
= — n —_ = — n
AN -t 122 [ Ty S 1-z=E
2z+1

1< V2zxr+1++2z+2
=—|Iln
\/2.’1?+1—\/21]+2

‘+2\/m)+0

II tip: Integrali binomnog diferencijala

Integral binomnog diferencijala je integral oblika / 2™ (a + bx™)P dx, gde su m, n i p racionalni brojevi

(n,p #0), a a i b realni brojevi razli¢iti od nule. Uvodenjem pomoé¢ne smene

odakle je

integral se svodi na

1 m+1 1
f/t + _1(a+bt)pdt= E/tq(a—i—bt)pdt,

n

gde je ™l — 1 = ¢ takode racionalan broj.

Uvodenje naredne smene zavisi od vrednosti p i q. Razlikujemo tri slucaja:

1.p€Z,q:i€Q.
s

Tada je /ﬁ (a+bt)? dt = /R(t, t5) dt, koji se smenom t = 2° svodi na integral racionalne funkcije
od z.

r
2. qGZ,p:EGQ.

Tada je /tq(a + bt)s dt = /R(t, (a + bt)%)dt, koji se smenom a + bt = 2° svodi na integral

racionalne funkcije od z.

3.p+q€Zinekajep:i.
s

b\
Tada je /tq(aJr bt)P dt = /t“q (‘H;) dt = /R

. a+ bt . . . ..
integral smenom — = z® svodi na integral racionalne funkcije od z.

bt *
t, (a—: > ] dt, pri cemu se poslednji
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Naredna tri zadatka ¢ée ilustrovati redom navedene slucajeve.

Zadatak 5.20. IzraCunati I = /dix

V(4= z)
Resenje.
U N 3=t = x=13
/\f4, /x (4—27) dm—{ = dx=3t2dt}
=3 [t 34—t)"2dt=3 [t3(4—t) dt= b=z
dt =2zdz

2 2
- on—1 _ z - 22 —4+4

dz 1 z—2
=—6[dz—24 | —— =—62—24- —1 C
/Z /22722 ‘ 22|z Q‘J“
. Vit —2 x —2
= —6tz —6In +C=—-6Yx—6In +C
\/{t+2’ Ve \%+2‘

/1 3
Zadatak 5.21. IzraCunati I = de
3/x2

Resenje.

= dr=3tdt

_ -2 1,25, 1, 1+t=2°
—3/t (1+1)ht dt—3/(1+t) dt—{dt:%dz

L __ 13
/\/1+ /x_ﬁl_’_mé;d:[azd—t:x—t }

3
6/z2dz:6~%+0: CWIF)P+C=2-(14 ¢x)% +C.

Drugi nacin:

= d

- 1+25 =¢2
1 3
1:/7V+‘/5dx :/t-6tdt

3/x2
3
=6/t2dt:6~§+0:2~(1+\3/5)%+0
y . dz
Zadatak 5.22. Izracunati [ = | ———.
22/ (1 4 x?)3

Resenje.
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III tip: Integrali oblika /R (1’, Var?+bx +c ) dx

Neka je dat integral /R(J;, Vax? +bx + ¢) dr, a # 0, gde je R racionalna funkcija od x i vax? + bx + c.

Ovaj integral se svodi na integral racionalne funkcije primenom jedne od Ojlerovih smena.
1) a >0 ~ smena: Vaz? + bxr + ¢ = t = 2\/a (prva Ojlerova smena);
2) ¢>0 ~ smena: Var?2 + bx + ¢ = at £ 1/c (druga Ojlerova smena);
3) ax? +bx+c=alx —x1)(x — x2) ~ smena: Vaz? + bx + ¢ = (x — x1) - t (treéa Ojlerova smena).

2dx
T+ 14+vVa2 42043

Zadatak 5.23. IzraCunati I :/
Resenje.

Kako je a > 0 koristimo prvu Ojlerovu smenu:

2 —
Va2 +2x+3=t—az = 2> +20+3=1>-2at+2°> = z = !
264+ 2
2t(2t +2) — (2 — 3)2 t24+2t+3
g 22t 12) )2 _ P H2+3)
4(t+1)2 2(t+1)2
=zr+1+vVa2+2e+3=1t+1.
Sada je
2643
e e,
z+1+Vz?2+2x+3 t+1 (t+1)3
Rastavljamo podintegralnu funkciju na zbir parcijalnih razlomaka
2 +2t+3 A N B N C  At+1)?*4+B(t+1)+C
t+1)3  t+1  (t+1)2 0 (t+1)3 (t+1)2 '
2 4+2t4+3=At>+ (2A+B)t+ A+ B+ C
Resavanjem sistema jednacina
A =1
2A + B = 2
A+ B + C 3
dobijase daje A=1, B=0iC = 2, odakle je
_/ dt +2/ a. | t+1l=s /ds ds
) t+1 (t+1)3 | dt=ds
=1 2. —4+C=hlt+1]| - —+C
nlsl+2: 5+ C=lft+ 1| = g +C
gde je t = x + Va2 + 2z + 3.
. . dx
Zadatak 5.24. Izracunati I = .
14+ V1 =22 —a2
Resenje.
Kako je ¢ > 0 koristimo drugu Ojlerovu smenu:
9 2,9 2t — 2
Vi-2z—2?=at—-1=1-2r—2" =zt - 20t +1 = 0= —
t° 41
2(12 +1) — (2t — 2)2t —2(t? =2t — 1)
’ (t24+1)2 (t2+1)2

2(t2 —t
= 14++1-22—22=at= )

241
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Sada je
—2(¢2

/ dx t2+f)t2 1) dt _/ — 9%t —1 @t
14V 22022 262-1) tt—1)(t2+1)

t2+1

Dakle, polazni integral smo sveli na integral prave racionalne funkcije, koju je potrebno rastaviti na sumu
parcijalnih razlomaka

2 —2t—1 _ A, B Ci+D
k-2 +1) t  t—1 2+1
At —1)(t2 4+ 1)+ Bt(t* + 1) + (Ct + D)t(t — 1)

Ht—1)(2 + 1)

Otuda je
t? =2 —-1=(A+B+C)W+ (-A-C+D)t*+ (A+B— D)t — A.

Resavanjem sistema jednacina

A+ B + C = 0
—A - C + D = 1
A + B - D = =2
—A = -1

dobijasedaje A=1,B=-1,C=0iD =2.

Kona¢no,
/dt / / dt
t—1 ?+1
=—Inlt| +In|t — 1| — 2arctgt + C
t—1
=In t’—2arctgt+0,
) 14++V1 -2z —a2
gde je t = .
T
Zadatak 5.25. Izracunati [ / e
.25. Izracunati [ = .
x4+ 1+ v2x — 22

Resenje.

Kako je a =0, ¢ < 01 2z — 2% = 2(2 — x), koristi¢emo treéu Ojlerovu smenu

2
Vo2r—a2=uat = 20 —a2?=2%% = ¢ =

14+¢2
—4t
= dr = ———dt
T M)
2 t24+2t+3
= ]_ \/2 — 2 = = .
crivEre +t2 +1+t? 1+1t2

Sada je

/ dx ey 4 / — dt
ctl+ver—22 ) 223 T | @102 +2t+3)

1+t2

Potrebno je napisati podintegralnu funkciju u obliku zbira parcijanih razlomaka

—4t _At+B Ct+D  (At+B)(t*+2t+3)+ (Ct+ D)(t* +1)
(t2+1)(t2+2t+3)  2+1  $24+2t+3 (2 +1)(¢2 + 2t + 3) ’

—4t=(A+C)W+ (2A+B+D)t* + (3A+2B+C)t+3B+D.
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Resavanjem sistema jednacina

A + C = 0
24 + B + D = 0
3A + 2B + C = -4

3B + D = 0

dobijase daje A= -1, B=—-1,C=11iD = 3. Otuda je

tt © t43 L[ 2t Cdt 1 [ 242 o dt
_//,2+1( +,//,—’+2/,+3( 2,//,2+1( ,//2+1+2.//2+2/+3( - _/(/+1)—)+2

t24+1=s = 2tdt=ds

9, ¢ . ) ) ds " dz " dm
= | t*+204+3=2 = (2+2)dt=dz | = H T+ — +2 D
t+1=m = dt=dm + ~ Jome

2 12 +2t+3 t+1
— arctg +C=1In L — arctg t + V2 arctg i

VARG GRS V2

= Linls| - arctgt + -
= nls| — arctgt + 5

gde je t =

Ojlerove smene u vecini slu¢ajeva dovode do integrala prilicno glomaznih racionalnih funkcija, pa se pre-
porucuje da se one koriste samo u slu¢ajevima kada nema drugih moguénosti integracije. Razmotri¢emo

zbog toga neke specijalne slucajeve integrala /R(:z:, VvV ax? 4+ bx + ¢) dz za koje postoje metodi resavanja

pogodniji od Ojlerovih smena.

a) Metod Ostrogradskog.

Integral oblika / (@)
Vax? +bx +c

primenom identiteta

dz, a # 0, gde je P,(x) polinom n-tog stepena od x (n > 1), reSava se

/ = Qn_1( \/axQ—i—bx—l—c—i—)\/
\/axQ—l—bm—i—c \/axz—i—bx—i—c

gde je Q,—1(x) polinom stepena n — 1 sa neodredenim (nepoznatim) koeficijentima, a A neodredena (ne-
poznata) konstanta. Nademo izvod leve i desne strane poslednje jednakosti i sredivanjem po stepenima
od z, odreduju se koeficijenti polinoma @, —1(z) i A, reSavanjem sistema od n + 1 nepoznatih.

2 +1

\/x2+x+

Zadatak 5.26. IzraCunati I =
Resenje.

Kako je polinom u brojiocu drugog stepena, primenjujemo gore navedeni identitet za n = 2, dakle
Q1(x) = Az 4+ B, odnosno

2241
dr = (Az+ B)vVz?+z+1 +)\/
VaZtz+1

Diferenciranjem ove jednakosti dobija se

\/J;2+a:+

22+ 1 2+ 1 A
——— = AVa?+2+1+(Az+ B +
vz +ax+1 ( )2\/m2—|—a:—|—1 Vi +x+1

Nakon mnozenja cele poslednje jednakosti sa 2v/x2 + x + 1, sledi

202 +2 = 2A(x* + x + 1) + 242> + 2Bz + Ax + B + 2\
=4Ax? + (3A+2B)x + 24+ B + 2\
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Resavanjem sistema jednacina:

4A = 2
3A + 2B = 0
24 + B + 2Xx = 2

1 3. 7 .
dobija se A = 3 __Z 1)\—g,0dakle je

_erl dw—(m 3) x2+x+1+7/ dx

2 1 \2 14 8
Ve to Vit 32+ 05y

1
x+§+\/a:2+a:+1 +C.

1 7

Zadatak 5.27. Izracunati [ = / Va2 4 adx.
Resenje.
2?2 +a

Podintegralnu funkciju mozemo zapisati u obliku a2 + a = —=— ba imamo
e+ a

22 +a
dx = (Ax + B) a:2+a—|—)\/
V7 Ta v

Diferenciranjem ove jednakosti dobija se

22 +a 2x A
——— =AvVa2’+a+ (Ax+ B + )
Va2 +a )2\/x2+a ViZ +a

Nakon mnozenja poslednje jednakosti sa vx2 + a, sledi

V2 ta

22 +a=A@*+a)+ (Az+ B)z + A
=2Ax? + Bz + Aa + A

1
odakle je A = 3 B=0i\l= g, pa imamo

a dzx
Va2 +ade = \/x2+a—|—f/7
/ 2) Vx2+a
x2+a+gln’x+\/x2+a’+(}.

N8 N8

dx
(x — a)"Vaz? + bz + ¢’

uvodenJem smene r — o —

b) Integral oblika / n € N, a # 0, svodi se na integral prethodnog tipa

H»\H

dz
(x4 1)3vVa? + 2z

Zadatak 5.28. Izracunati I = /

Resenje.

x+1=%:>dx:—t%dt$m:%—1:—1;t
1—1¢)2 _ _ 2 942 2
22 42z = ( 1t2t) + 2t2t _1 2t+tt+2t 2t _ 1t2t

dx
/ (z +1)3Va? + 22 -

/ —gdt —/ —t dt = 1_t2_1dt /\/1 124t /
i /1—2t2 N V1—t2 N V1 —t2
t t

Vi—1?

t 1
=3 1—t2+ iarcsint—arcsint—i—C

1 1
=_—— /224 2z — = arcsin

2z + 1) 2 z+1

+C.
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5.8. Integrali trigonometrijskih funkcija

I tip: Integrali oblika /sin(ax) cos(fz) dm,/sin(ax) sin(Bx) dx, / cos(ax) cos(fx) dx, gde su a, 5 € R,

resavaju se primenom trigonometrijskih identiteta:

sin(az) cos(Bz) = % [sin(a — B)x + sin(a + B)a]
sin(ax) sin(Bz) = % [cos(a — B)x — cos(a + )]
cos(ax) cos(fx) = % [cos(a — B)x + cos(a + B)x].

Zadatak 5.29. Izracunati I = /COSJ;COS(Q&L‘) cos(3x) du.

Resenje.
1
I= /cosxcos(?:ﬂ) cos(3z) dox = 3 /cosx [cos x + cos(bx)] dx

1 1
= g/cosxcosxdx—ki/cosxcos(f)x) dx

= i/[l + cos(2z)] dx + %/[COS(%) + cos(6z)] d

1 1. 1. 1.
=% + 3 sin(2z) + 6 sin(4x) + o) sin(6x) + C.

IT tip: Integrali oblika /R(Sin x,cosx)dx
Posmatrajmo integral kod koga je podintegralna funkcija racionalna funkcija od sinz i cosz. Svaki ova-
kav integral moze se svesti na integral racionalne funkcije po novoj promenljivoj, tzv. univerzalnom

5. Koriste¢i poznate

x
trigonometrijskom smenom t = tg 5 Otuda je x = 2arctgt, odnosno dx = 52

trigonometrijske identitete dobijamo

2t i 1—1¢2
1 COSL — ———.
14+ t2 1+1¢2

, 2t 1—¢? 2dt
/R(smx,cosx)dacz/R(lthQ,1+t2) Tip :/Rl(t)dt,

gde je Ry nova racionalna funkcija.

sinx =

Sledi da je

dx
cosx + 2sinx + 3~

Zadatak 5.30. Izracunati I :/

Resenje.

dx T 2
I:/ . :[tf:t}:/”—tdt
cosx + 2sinx + 3 g2 %324—%4—3

B / = g / 2dt B / dt
- 1—t24+4t+3+43t2 - 2 - 2
I 2(t2 + 2t + 2) (t+1)2+1

=arctg(t+1)+C = arctg(tgg +1)+C.

x
Smena t = tg — Cesto dovodi do integrala glomaznih racionalnih funkcija, pa je preporucljivo izbegavati

je onda kada je to moguce. Naveséemo neke od specijalnih sluc¢ajeva integrala racionalne funkcije od sin x
i cosz, u kojima je pogodnije uvesti neku drugu smenu.
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1) R(sinz, —cosx) = —R(sinz, cosx) ~» smena: sinx =t (cosz dr = dt);

2) R(—sinz,cosz) = —R(sinz,cosx) ~» smena: cosz =t (—sinz dz = dt);

dt
3) R(—sinz, —cosz) = R(sinz,cosz) ~» smena: tgx =1 (dac = th)

dx

Zadatak 5.31. Izracunati I = /7
sin x sin(2z)

Resenje.

Koristedéi trigonomertijske identitete sin® z + cos? = 1, sin(2x) = 2sin z cos x, sledi

7 / dx / dz cosr 1 / coszT J
= = . = - xXT
sin x sin(2x) 2sinzsinzcosz cosz 2 ) sin?z(1 —sin®z)

Podintegralna funkcija je

CoS T

R(sinx,cosx) =
( ’ ) sin? z(1 — sin®z)’

kako je
—CcosT

R(sinz, —cosx) = = —R(sinz, cos z),

sin? z(1 — sin® z)

uvodimo smenu sinx = t, cosx dxr = dt.

1 dt 1 f1—t2+1¢2 1 1 dt
sz _— = — _— = — —2 — —_—
2/t2(1—t2) 2/ 2 z/t dt+2/1—t2

1 1 1+t 1 1 1+ sinx
=——+-In| — = — -In| ——— .
2t+4n'1—t +C 251nm+4n‘1—sinm +C
sin® x
Zadatak 5.32. Izracunati I :/ 1 dr.
cos*x

Resenje.

-5 S 2 \2 L l2 .02
I:/Sln xdx:/wsinxdx:/msinmdx

costz costz cost x

_ _42)2 4 _ o2
_ .cos:c—t _ (1—1t%) g — — t*— 2t +1dt
—sinxdr = dt 4 14

2 1
_ o [ =24t — N
/dt+ /t dt /t dt=—t—~4 5 +C
2 1

+C

= —COST —

cosxt 3cosdx

d
Zadatak 5.33. Izracunati [ = /7332
1 +sin“zx
Resenje.
o . e e .9 tg?z ., 1
Prisetimo se trigonometrijskih identiteta: sin®z = ———icos*r = ————.
1+tg“x 1+tgx
7 / dx tgxr =1t, dxz% / %
= _— — 2 — -
1+sin?z sin?rz# 1+1i%

dt

_ 1+t2 _ dt _1 dt
- 1422 1—|—2t2_2 t2+(1>2

1+t2

V2

= g arctg(tv2) + C = % arctg(vV2tgx) + C.
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Zadatak 5.34. Izracunati integral I = / Sy Cosy

sinx + 2cosx
Resenje.
Deljenjem brojioca i imenioca podintegralne funkcije sa cos z, dobijamo
I:/ :.sinx—cosac d:ﬂ:/tgm_ldw: tngz;,tatzarctgt
sinz + 2cos T tgx + 2 dx =

t2+1
/t—l dt / t—1
= : - dt
t4+2 1412 (t+2)(2+1)

Polazni integral smo sveli na integral prave racionalne funkcije, pa je podintegralnu funkciju potrebno
rastaviti na sumu parcijalnih razlomka.

t—1 A +Bt+C’_At2+A+Bt2+C’t+QBt+QC
t+2)1+12) t+2 2+1 (t+2)(t2 +1)

t—1=(A+B)t*+(2B+C)t+A+2C

Resavanjem sistema

A + B = 1

2B + C = 1

A + 2C = -1
.. . 3 3. 1
dobijamo da je A = — B = 3 iC= —5

YRRy

5/ t+2 5] t2+1

S YR S
5/ t+2 10/ t2+1 5/ t2+1

:—§ln|t+2|+iln|t2+1|—larctgt—i-C’
5 10 5

3 3 1
:—3ln|tgx+2|—Eln|tg2x+1|—g$+0.

IIT tip: Integrali oblika /(sin(na?))'”’((:()S(;’?.’z’))”’ dz, m,n € N resavaju se pomoc¢u Ojlerovih formula:

Tl o= 6313:1,‘7 + (:7‘;‘311:7

sin(ax) = S cos(fx) = 5

2

Zadatak 5.35. Izracunati I = /sin3 x cos®(3z) du.

i —ziy\ 3 3xi —3zi\ 2
. 3 2/ e’ —e et t+e
sin” z cos” (3z) = — -
24 2

Q

Qi . P — 374 —6xi
3Tt _ 3Tt + 3e Tt _ g3 6(),1,/ + 2 +e 61

Resenje.

—81 4
1 91 9,3zt —3z1 Q Tzt P Q, —5xt
= — —(e”" + 2" + 7" = 3e'"" — 6™ — 3e
321
9,511 ~ — Tl 9 ,—Txi —3xi —9x1
+5€)‘“+66 “+36’ 1“765“726 ‘5“76 sz)
1 6?);1:1' o 679:1:1' N 3 e?J?i o 677:1:1' 3 661:1', o 675;1,'1'
16 21 16 21 16 21
1 (?3;1‘7', o ({735117', N 6 c.l?i o 07,’1‘7',
16 21 16 21
1 3 3 .. 1 .. 6.
= — —sin9r 4+ —sin7r — — sinbxr — — sin3x + — sinx

16 16 16 16 16
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Sada resavamo polazni integral

1 . 3 . 3 . 1 . 6 .
I——E sm9xd:r+1—6/sm7xdx—1—6/sm5xdx—E/sm?)xdx—l—ﬁ/smxdx

1 3 3 1 3
= mcosQ:cf mcos?aﬂr %Cosf):ch ﬁcos&xf gcostrC.

IV tip: Integral oblika
I= / (Pn(x)em" sin(Bx) + Qu(z)e™” cos(ﬁa:)) dz,

gde je P,(x) polinom n-tog stepena, Q,,(x) polinom m-tog stepena, a « i 8 proizvoljne konstante, resava
se primenom identiteta

I = Rp(x)e™ sin(fx) + Ty (z)e*” cos(Bx) + C,

gde su Ry (z) i Ty (z) polinomi k-tog stepena sa neodredenim (nepoznatim) koeficijentima, a & = max{m,n}.
Diferenciranjem leve i desne strane, izjednacavanjem koeficijenata uz odgovarajuce stepene od z i reSavanjem
sistema od 2k 4 2 jednacina sa 2k + 2 nepoznatih, dobijaju se koeficijenti polinoma Ry (x) i Ty (x).

Zadatak 5.36. Izracunati [ = / ((x2 — 2)e** sinx + xe®” cos x) dx.
Resenje.

U ovom slucaju stepeni polinoma su n = 2, m = 1, pa je k = max{2,1} = 2. Nepoznati polinomi su
Ro(z) = Az? + Bx + C i Sa(x) = Dz? + Ex + F. Primenjujemo gore navedeni identitet.

/ ((x2 — 2)e** sinx + xze** cos ;v) dz
= [AxQ —l—Bx—i—C] 2 sinx + [D;v2 —|—Ex+F} e cos:r—i—C/'

(2?2 — 2)e*"sinz + ze*® cosx =
= [24z + B]e** sinz + [Az® + Bz + C] €**(2sinz + cos z)
+ [2Dz + E]€** cosz + [Daz® + Ex + F| e**(2cosz — sinz)
= e*sinz [2Az + B + 242 + 2Bz + 2C — Da* — Ex — F|
+ e* cosz [Az® + Bz + C + 2Dz + E + 2Da” + 2Ex + 2F|
= [(2A— D)2 + (2A+ 2B — E)z + B+ 2C — F| e* sinx
+ [(A+2D)z* + (B+2D +2E)x + C + E + 2F] €** cos x.

Resavanjem sistema jednacina

2A —D = 1
2A +2B —-F = 0
B +2C - = =2
A +2D = 0
B +2D +2F = 1
C +E +2F = 0
. 2 1 116 1 18 . 13
dobljamoA—5,B— 25,0— 1257D— 5,E—251F—125.

Dakle,
B 2 5 1 116 2w 1, 18 13 o
1= (5;10 25x 125) e smx—l—( 5x + 25x+ 125) e““cosx + C.
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5.9. Integrali eksponencijalne funkcije
Integral oblika [ R(e")dx, gde je R racionalna funkcija od e*, resava se smenom e* = t. Tada je x = Int,

dt dt
odakle je dx = ~ pa je /R(ez) dr = /R(t)?, Sto znaci da se integral svodi na integral racionalne
funkcije od t.

t x
Zadatak 5.37. Izracunati [ = /w
ez (1+e®)
Resenje.
I*/ arctge? dor — ez =t = xz=2Int
e5(1+ e¥) de=2dt
:2/ arctgt .ﬁzg/ arctgt gt
t(1+12) t t2(1 + t2)
u = arctgt = duz%
= d 1+¢%—¢2 d d 1
dv = t2(t2t+1) = v={ t2+(§2+§) dt = [ % — [ #5 = —1 —arctgt
1 dt arctgt
=2( — - arctgt — arctg?t dt
( tarcg arctg +/t(1+t2)+/1+t2 >
Il 12
Sada je

dt 1+t2—¢2 dt t 1 )
I, = - dt= [ L L gt -1+ +C
! /t(1+t2) / t(1 + 2) /t /1+t2 nft] - 5[+ +C,

tot tgt = 2 tg? ¢
e [ty [st=] 2o, g,

1+ ¢2 oz =dz 2 2
Konacno,
I= 7% — 2arctg?t + 21n || —In|1 +t2| + arctg?t + C
= —M —arctgZe? +1n ¢ +C.
e2 1+e®

5.10. Zadaci za samostalan rad

Izrac¢unati sledece integrale:

1 / dx . / dx 19 / xdx

) Ta? -8 ) oavai -1 1+ Va2
— \/arctg2 24+3z-1 3

2. /%dw 8./ Tt oT dz 13— a4
1+ 4z (x—1)(2a2+z+1)2 V1Tt 2z — a2

4623+ 1222+ 6
3. /(m2+1)-arctg\/x2—1dm 9./x S E 14. /sin(Gx)cos(?x)d:v

3 — 622+ 122 — 8

4./arcsinx Inz dz 10./1—\/md 15./Si$dx

1+ Yz +1 * 1+sinx + cosx
dzx T
5. /7 dx arctge
3x? — 1 11. /7 16./ ~— dx
rEoat Va3 (1 + Yz e?

6 / dx
") V2 + 35— 222
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