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Na prethodnom £asu Relacije Relacije ekvivalencije Relacije poretka Ponavljanje

Na prethodnom £asu

• Ponovili osnovne pojmove iz logike, skupova, matrica (i grafova)
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Relacije
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Ure�eni par

De�nicija (Ure�eni par)

Ure�eni par (a, b) je skup elemenata a i b kod koga je redosled elemenata bitan.

Za skupove vaºi {a, b} = {b, a}, a za ure�enje parove (a, b) ̸= (b, a), ako je a ̸= b.

Ure�ena trojka: (a, b, c) = ((a, b), c)

Ure�ena n-torka (de�nisana rekurzivno): (a1, a2, . . . , an) = ((a1, a2, . . . , an−1), an)
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Dekartov proizvod
De�nicija (Dekartov proizvod)

Dekartov proizvod skupova A i B je skup

A× B = {(a, b) | a ∈ A ∧ b ∈ B}

Napomena

|A× B| = |A| · |B|

Primer
Ako je A = {a, b, c} i B = {x , y}, tada je

1. A× B =

2. B × A =

3. A2 = A× A =

4. B3 =
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Dekartov proizvod
De�nicija (Dekartov proizvod)

Dekartov proizvod skupova A i B je skup

A× B = {(a, b) | a ∈ A ∧ b ∈ B}

Napomena

|A× B| = |A| · |B|

Primer
Ako je A = {a, b, c} i B = {x , y}, tada je

1. A× B = {(a, x), (a, y), (b, x), (b, y), (c , x), (c , y)}
2. B × A = {(x , a), (y , a), (x , b), (y , b), (x , c), (y , c)}
3. A2 = A× A = {(a, a), (a, b), (a, c), (b, a), (b, b), (b, c), (c , a), (c , b), (c , c)}
4. B3 = {(x , x , x), (x , x , y), (x , y , x), (x , y , y), (y , x , x), (y , x , y), (y , y , x), (y , y , y)}
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Binarna relacija

De�nicija (Binarna relacija)

Bilo koji skup ure�enih parova naziva se binarna relacija. Ako je ρ binarna relacija, tada

se sa D(ρ) ozna£ava skup prvih komponenti, a sa A(ρ) skup drugih komponenti.

De�nicija (Binarna relacija skupa)

Kaºemo da je ρ binarna relacija nepraznog skupa A ako je ρ ⊆ A2.

Primer
Neke binarne relacije skupa A = {a, b, c} su

1. ρ1 = ∅ (Prazna relacija)

2. ρ2 = {(a, a), (b, b), (c , c)} (Dijagonala)

3. ρ3 = A2 (Puna relacija)
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Relacije preko matrica i grafova

Za ρ2 = {(a, a), (b, b), (c , c)} odgovaraju¢a matrica je:

Mρ2 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1



Digraf (usmereni graf) relacije ρ2 je

a b c
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Inverzna relacija

Napomena (U relaciji)

Kada (a, b) pripada relaciji ρ pi²emo (a, b) ∈ ρ ili a ρ b, i kaºemo da je a u relaciji sa b.
Kada (a, b) ne pripada relaciji ρ pi²emo (a, b) ̸∈ ρ, a ̸ρ b, ili ¬(a ρ b) i kaºemo da a nije

u relaciji sa b.

De�nicija (Inverzna relacija)

Za binarnu relaciju ρ njoj inverzna relacija ρ−1 je data sa ρ−1 = {(b, a) | (a, b) ∈ ρ}.

Primer

1. Za ρ1 = {(a, c), (b, a), (b, b)} inverzna je ρ−1
1 = {(c , a), (a, b), (b, b)}

2. Prazna relacija, dijagonala i puna relacija nekog skupa su same sebi inverzne



Na prethodnom £asu Relacije Relacije ekvivalencije Relacije poretka Ponavljanje

Osobine binarnih relacija

De�nicija (Osobine binarnih relacija)

Relacija ρ skupa A je:

(R) re�eksivana akko (∀x ∈ A) x ρ x

(S) simetri£na akko (∀x , y ∈ A) x ρ y ⇒ y ρ x

(A) antisimetri£na akko (∀x , y ∈ A) (x ρ y ∧ x ̸= y) ⇒ ¬(y ρ x)
(T) tranzitivna akko (∀x , y , z ∈ A) (x ρ y ∧ y ρ z) ⇒ x ρ z

(F) funkcija akko (∀x , y , z ∈ A) (x ρ y ∧ x ρ z) ⇒ y = z
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Osobine binarnih relacija: primer 1

Primer
Koje od osobina imaju slede¢e relacije skupa A = {a, b, c}:
1. ρ1 = {(a, c), (b, a), (b, b)} R S A T F

2. ρ2 = {(a, c), (b, a), (b, b), (a, b)}
3. ρ3 = {(a, c), (b, a), (b, b), (a, b), (c , a), (a, a), (c, c)}
4. ρ4 = {(a, a), (c , c)}
5. ρ5 = ∅
6. ρ6 = A2

Osobine se lak²e vide ako nactramo grafove i/ili napi²emo matrice relacija
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Osobine binarnih relacija: primer 1

Primer
Koje od osobina imaju slede¢e relacije skupa A = {a, b, c}:
1. ρ1 = {(a, c), (b, a), (b, b)} R S A T F

2. ρ2 = {(a, c), (b, a), (b, b), (a, b)} R S A T F

3. ρ3 = {(a, c), (b, a), (b, b), (a, b), (c , a), (a, a), (c, c)}
4. ρ4 = {(a, a), (c , c)}
5. ρ5 = ∅
6. ρ6 = A2

Osobine se lak²e vide ako nactramo grafove i/ili napi²emo matrice relacija
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Osobine binarnih relacija: primer 1

Primer
Koje od osobina imaju slede¢e relacije skupa A = {a, b, c}:
1. ρ1 = {(a, c), (b, a), (b, b)} R S A T F

2. ρ2 = {(a, c), (b, a), (b, b), (a, b)} R S A T F

3. ρ3 = {(a, c), (b, a), (b, b), (a, b), (c , a), (a, a), (c, c)} R S A T F

4. ρ4 = {(a, a), (c , c)}
5. ρ5 = ∅
6. ρ6 = A2

Osobine se lak²e vide ako nactramo grafove i/ili napi²emo matrice relacija
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Osobine binarnih relacija: primer 1

Primer
Koje od osobina imaju slede¢e relacije skupa A = {a, b, c}:
1. ρ1 = {(a, c), (b, a), (b, b)} R S A T F

2. ρ2 = {(a, c), (b, a), (b, b), (a, b)} R S A T F

3. ρ3 = {(a, c), (b, a), (b, b), (a, b), (c , a), (a, a), (c, c)} R S A T F

4. ρ4 = {(a, a), (c , c)} R S A T F

5. ρ5 = ∅
6. ρ6 = A2

Osobine se lak²e vide ako nactramo grafove i/ili napi²emo matrice relacija
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Osobine binarnih relacija: primer 1

Primer
Koje od osobina imaju slede¢e relacije skupa A = {a, b, c}:
1. ρ1 = {(a, c), (b, a), (b, b)} R S A T F

2. ρ2 = {(a, c), (b, a), (b, b), (a, b)} R S A T F

3. ρ3 = {(a, c), (b, a), (b, b), (a, b), (c , a), (a, a), (c, c)} R S A T F

4. ρ4 = {(a, a), (c , c)} R S A T F

5. ρ5 = ∅ R S A T F

6. ρ6 = A2

Osobine se lak²e vide ako nactramo grafove i/ili napi²emo matrice relacija
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Osobine binarnih relacija: primer 1

Primer
Koje od osobina imaju slede¢e relacije skupa A = {a, b, c}:
1. ρ1 = {(a, c), (b, a), (b, b)} R S A T F

2. ρ2 = {(a, c), (b, a), (b, b), (a, b)} R S A T F

3. ρ3 = {(a, c), (b, a), (b, b), (a, b), (c , a), (a, a), (c, c)} R S A T F

4. ρ4 = {(a, a), (c , c)} R S A T F

5. ρ5 = ∅ R S A T F

6. ρ6 = A2 R S A T F

Osobine se lak²e vide ako nactramo grafove i/ili napi²emo matrice relacija
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Osobine binarnih relacija: primer 1

Primer
Koje od osobina imaju slede¢e relacije skupa A = {a, b, c}:
1. ρ1 = {(a, c), (b, a), (b, b)} R S A T F

2. ρ2 = {(a, c), (b, a), (b, b), (a, b)} R S A T F

3. ρ3 = {(a, c), (b, a), (b, b), (a, b), (c , a), (a, a), (c, c)} R S A T F

4. ρ4 = {(a, a), (c , c)} R S A T F

5. ρ5 = ∅ R S A T F

6. ρ6 = A2 R S A T F

Osobine se lak²e vide ako nactramo grafove i/ili napi²emo matrice relacija
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Osobine binarnih relacija: primer 2

Primer
Koje od osobina imaju slede¢e relacije skupa R:
1. ρ1 = {(x , y) | x = y ∧ x , y ∈ R} R S A T F

2. ρ2 = {(x , y) | x ≤ y ∧ x , y ∈ R}
3. ρ3 = {(x , y) | x ≤ y ∧ x , y ∈ Z}
4. ρ4 = {(x , y) | y = x2 ∧ x , y ∈ R}
5. ρ5 = Z2

Osobine se lak²e vide ako nactramo grafove relacija
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Osobine binarnih relacija: primer 2

Primer
Koje od osobina imaju slede¢e relacije skupa R:
1. ρ1 = {(x , y) | x = y ∧ x , y ∈ R} R S A T F

2. ρ2 = {(x , y) | x ≤ y ∧ x , y ∈ R} R S A T F

3. ρ3 = {(x , y) | x ≤ y ∧ x , y ∈ Z}
4. ρ4 = {(x , y) | y = x2 ∧ x , y ∈ R}
5. ρ5 = Z2

Osobine se lak²e vide ako nactramo grafove relacija
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Osobine binarnih relacija: primer 2

Primer
Koje od osobina imaju slede¢e relacije skupa R:
1. ρ1 = {(x , y) | x = y ∧ x , y ∈ R} R S A T F

2. ρ2 = {(x , y) | x ≤ y ∧ x , y ∈ R} R S A T F

3. ρ3 = {(x , y) | x ≤ y ∧ x , y ∈ Z} R S A T F

4. ρ4 = {(x , y) | y = x2 ∧ x , y ∈ R}
5. ρ5 = Z2

Osobine se lak²e vide ako nactramo grafove relacija
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Osobine binarnih relacija: primer 2

Primer
Koje od osobina imaju slede¢e relacije skupa R:
1. ρ1 = {(x , y) | x = y ∧ x , y ∈ R} R S A T F

2. ρ2 = {(x , y) | x ≤ y ∧ x , y ∈ R} R S A T F

3. ρ3 = {(x , y) | x ≤ y ∧ x , y ∈ Z} R S A T F

4. ρ4 = {(x , y) | y = x2 ∧ x , y ∈ R} R S A T F

5. ρ5 = Z2

Osobine se lak²e vide ako nactramo grafove relacija



Na prethodnom £asu Relacije Relacije ekvivalencije Relacije poretka Ponavljanje

Osobine binarnih relacija: primer 2

Primer
Koje od osobina imaju slede¢e relacije skupa R:
1. ρ1 = {(x , y) | x = y ∧ x , y ∈ R} R S A T F

2. ρ2 = {(x , y) | x ≤ y ∧ x , y ∈ R} R S A T F

3. ρ3 = {(x , y) | x ≤ y ∧ x , y ∈ Z} R S A T F

4. ρ4 = {(x , y) | y = x2 ∧ x , y ∈ R} R S A T F

5. ρ5 = Z2 R S A T F

Osobine se lak²e vide ako nactramo grafove relacija
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Osobine binarnih relacija: primer 2

Primer
Koje od osobina imaju slede¢e relacije skupa R:
1. ρ1 = {(x , y) | x = y ∧ x , y ∈ R} R S A T F

2. ρ2 = {(x , y) | x ≤ y ∧ x , y ∈ R} R S A T F

3. ρ3 = {(x , y) | x ≤ y ∧ x , y ∈ Z} R S A T F

4. ρ4 = {(x , y) | y = x2 ∧ x , y ∈ R} R S A T F

5. ρ5 = Z2 R S A T F

Osobine se lak²e vide ako nactramo grafove relacija
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Relacije ekvivalencije
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Relacija ekvivalencije

De�nicija (Relacija ekvivalencije)

Ako je binarna relacija nekog skupa re�eksivna, simetri£na i tranzitivna (tj. R S T),
tada se ona zove relacija ekvivalencije.

Primer
Neke relacije ekvivalencije skupa A = {a, b, c} su

1. ρ1 = {(a, a), (b, b), (c , c)} (Dijagonala, jednako)

2. ρ2 = A2 (Puna relacija)

3. ρ3 = {(a, a), (b, b), (c , c), (a, b), (b, a)}
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Klase ekvivalencije i faktor skup
De�nicija (Klase ekvivalencije i faktor skup)

Za relaciju ekvivalencije ρ skupa A i element x ∈ A skup Cx = {y | x ρ y ∧ y ∈ A} se

naziva klasa ekvivalencije elementa x (u odnosu na ρ). Skup svih klasa ekvivalencije se

naziva koli£ni£ki skup i pi²e se A/ρ = {Cx | x ∈ A}.

Primer
Za relacije ekvivalencije sa prethodnog slajda navodimo klase

ekvivalencije i faktor skupove

ρ1 : Ca = {a},Cb = {b},Cc = {c},A/ρ1 =
{
Ca,Cb,Cc}

ρ2 : Ca = Cb = Cc = {a, b, c},A/ρ2 =
{
Ca}

ρ3 : Ca = Cb = {a, b},Cc = {c},A/ρ3 =
{
Ca,Cc}

Napomena

Deluje da su elementi u relaciji akko odre�uju istu klasu

ekvivalencije

a

b

c

Faktor skup A/ρ1
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Relacija ekvivalencije odre�uje particiju

Lema
Ako je ρ relacija evivalencije na skupu A, tada za sve x , y ∈ A vaºi Cx = Cy ili

Cx ∩ Cy = ∅.

Teorema
Svaka relacija ekvivalencije odre�uje jednu particiju skupa.
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Particija ⇔ relacija ekvivalencije: primer

Primer
Neka je A = {a, b, c , d , e, f }.
1. Za ρ = {(a, a), (b, b), (c , c), (d , d), (e, e), (f , f ), (a, b), (b, a), (a, c), (c , a),

(b, c), (c, b), (d , f ), (f , d)} proveriti da je ρ relaciju ekvivalencije, prona¢i klase

ekvivalencije i faktor skup A/ρ.

2. Za particiju
{
{a, b}, {c , d , e}, {f }

}
skupa A napisati relaciju ekvivalencije koja joj

odgovara (£iji je faktor skup ba² ova particija).

Re²enje.

1. Klase ekvivalencije su C1 = {a, b, c},C2 = {d , f },C3 = {e}, a faktor skup
A/ρ =

{
{a, b, c}, {d , f }, {e}

}
2. Relacija ekvivalencije je ρ1 = {(a, a), (b, b), (a, b), (b, a), (c , c), (d , d), (e, e),

(c , d), (d , c), (c , e), (e, c), (d , e), (e, d), (f , f )}
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Particija ⇔ relacija ekvivalencije: primer

Primer
Neka je A = {a, b, c , d , e, f }.
1. Za ρ = {(a, a), (b, b), (c , c), (d , d), (e, e), (f , f ), (a, b), (b, a), (a, c), (c , a),

(b, c), (c, b), (d , f ), (f , d)} proveriti da je ρ relaciju ekvivalencije, prona¢i klase

ekvivalencije i faktor skup A/ρ.

2. Za particiju
{
{a, b}, {c , d , e}, {f }

}
skupa A napisati relaciju ekvivalencije koja joj

odgovara (£iji je faktor skup ba² ova particija).

Re²enje.

1. Klase ekvivalencije su C1 = {a, b, c},C2 = {d , f },C3 = {e}, a faktor skup
A/ρ =

{
{a, b, c}, {d , f }, {e}

}
2. Relacija ekvivalencije je ρ1 = {(a, a), (b, b), (a, b), (b, a), (c , c), (d , d), (e, e),

(c , d), (d , c), (c , e), (e, c), (d , e), (e, d), (f , f )}
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Ostatak pri deljenju u Z
Napomena

Setimo se iz 6. razreda relacije | na skupu Z, npr. 2 | 4 i 2 ̸ | 5 (malo kasnije ¢emo o

njenim osobinama)

De�nicija

Na skupu Z uvodimo relaciju ≡3 kongruentno po modulu 3 sa: x ≡3 y akko 3 | x − y
(tj. x i y daju isti ostatak pri deljenju sa 3). Pi²e se i x ≡ y(mod3).

Lema
Na skupu Z relacija ≡3 je relacija ekvivalencije.

Dokaz

(R) (∀x ∈ Z) x ≡3 x jer 3 | x − x

(S) (∀x , y ∈ Z) ako je x ≡3 y (tj. 3 | x − y) tada je i y ≡3 x (jer 3 | y − x)

(T) (∀x , y , z ∈ Z) ako x ≡3 y i y ≡3 z tada je x ≡3 z (jer x i y i z daju isti ostatak

pri deljenju sa 3)
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Ostatak pri deljenju u Z
Napomena

Setimo se iz 6. razreda relacije | na skupu Z, npr. 2 | 4 i 2 ̸ | 5 (malo kasnije ¢emo o

njenim osobinama)

De�nicija

Na skupu Z uvodimo relaciju ≡3 kongruentno po modulu 3 sa: x ≡3 y akko 3 | x − y
(tj. x i y daju isti ostatak pri deljenju sa 3). Pi²e se i x ≡ y(mod3).

Lema
Na skupu Z relacija ≡3 je relacija ekvivalencije.

Dokaz

(R) (∀x ∈ Z) x ≡3 x jer 3 | x − x

(S) (∀x , y ∈ Z) ako je x ≡3 y (tj. 3 | x − y) tada je i y ≡3 x (jer 3 | y − x)

(T) (∀x , y , z ∈ Z) ako x ≡3 y i y ≡3 z tada je x ≡3 z (jer x i y i z daju isti ostatak

pri deljenju sa 3)
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Ostatak pri deljenju u Z
Napomena

Setimo se iz 6. razreda relacije | na skupu Z, npr. 2 | 4 i 2 ̸ | 5 (malo kasnije ¢emo o

njenim osobinama)

De�nicija

Na skupu Z uvodimo relaciju ≡3 kongruentno po modulu 3 sa: x ≡3 y akko 3 | x − y
(tj. x i y daju isti ostatak pri deljenju sa 3). Pi²e se i x ≡ y(mod3).

Lema
Na skupu Z relacija ≡3 je relacija ekvivalencije.

Dokaz

(R) (∀x ∈ Z) x ≡3 x jer 3 | x − x

(S) (∀x , y ∈ Z) ako je x ≡3 y (tj. 3 | x − y) tada je i y ≡3 x (jer 3 | y − x)

(T) (∀x , y , z ∈ Z) ako x ≡3 y i y ≡3 z tada je x ≡3 z (jer x i y i z daju isti ostatak

pri deljenju sa 3)
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Skup Z3

Relacija ≡3 na Z vr²i particiju: kako izgleda faktor skup?

Klase ekvivalencije

1. C0 = {0, 3,−3, . . .} - deljivi sa 3

2. C1 = {1, 4,−2, . . .} - ostatak 1

3. C2 = {2, 5,−1, . . .} - ostatak 2

Faktor skup Z/≡3 ¢emo ozna£avati sa Z3

Z3 = {C0,C1,C2}

Po²to su klase ekvivalencije odre�ene bilo kojim svojim
elementom pisa¢emo i

Z3 = {0, 1, 2}

0  3  -3...

1  4  -2...

2  5  -1...

Skup Z

Isto smo mogli uraditi da dobijemo Z2,Z4,Z5, . . . ,Zn
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Skup Z3

Relacija ≡3 na Z vr²i particiju: kako izgleda faktor skup?

Klase ekvivalencije

1. C0 = {0, 3,−3, . . .} - deljivi sa 3

2. C1 = {1, 4,−2, . . .} - ostatak 1

3. C2 = {2, 5,−1, . . .} - ostatak 2

Faktor skup Z/≡3 ¢emo ozna£avati sa Z3

Z3 = {C0,C1,C2}

Po²to su klase ekvivalencije odre�ene bilo kojim svojim
elementom pisa¢emo i

Z3 = {0, 1, 2}

0  3  -3...

1  4  -2...

2  5  -1...

Faktor skup Z3

Isto smo mogli uraditi da dobijemo Z2,Z4,Z5, . . . ,Zn
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Relacije poretka
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Relacija poretka

De�nicija (Relacija poretka)

Ako je binarna relacija nekog skupa A re�eksivna, antisimetri£na i tranzitivna (tj. R A
T), tada se ona zove relacija poretka i kaºemo da je (A, ρ) (parcijalno) ure�en skup.

Primer
Neke relacije poretka

1. Na skupu A = {a, b, c}: ρ1 = {(a, a), (b, b), (c , c)} (Dijagonala, jednako)

2. Na skupu A = {a, b, c}: ρ1 = {(a, a), (b, b), (c , c), (a, b), (b, c), (a, c)} (Lanac)

3. (P(A),⊆), za A ̸= ∅ (Partitivni skup i relacija podskup)

4. (N, | ) (Prirodni brojevi i relacija deli)

5. (R,≤) (Realni brojevi i relacija manje-jednako)
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Parcijalno ure�eni skupovi (P(A),⊆) i (N, | )
Primer
Neka je A ̸= ∅. Tada je (P(A),⊆) je parcijalno ure�en skup

(R) (∀X ∈ P(A)) X ⊆ X

(A) (∀X ,Y ∈ P(A)) (X ⊆ Y ∧ Y ⊆ X ) ⇒ X = Y )

(T) (∀X ,Y ,Z ∈ P(A)) (X ⊆ Y ∧ Y ⊆ Z ) ⇒ X ⊆ Z

Primer
(N, | ) je parcijalno ure�en skup

(R) (∀x ∈ N)) x | x
(A) (∀x , y ∈ N) (x | y ∧ y | x) ⇒ x = y)

(T) (∀x , y , z ∈ N) (x | y ∧ y | z) ⇒ x | z

Napomena

Da li je (Z, | ) parcijalno ure�en skup?
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Parcijalno ure�eni skupovi (P(A),⊆) i (N, | )
Primer
Neka je A ̸= ∅. Tada je (P(A),⊆) je parcijalno ure�en skup

(R) (∀X ∈ P(A)) X ⊆ X

(A) (∀X ,Y ∈ P(A)) (X ⊆ Y ∧ Y ⊆ X ) ⇒ X = Y )

(T) (∀X ,Y ,Z ∈ P(A)) (X ⊆ Y ∧ Y ⊆ Z ) ⇒ X ⊆ Z

Primer
(N, | ) je parcijalno ure�en skup

(R) (∀x ∈ N)) x | x
(A) (∀x , y ∈ N) (x | y ∧ y | x) ⇒ x = y)

(T) (∀x , y , z ∈ N) (x | y ∧ y | z) ⇒ x | z

Napomena

Da li je (Z, | ) parcijalno ure�en skup?
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Haseov dijagram
Parcijalno ure�eni skup (A, ρ) moºemo gra�£ki da predstavimo kao graf (tzv. Haseov
dijagram)

• Elemente skupa A crtamo kao ta£ke (£vorove) i povezujemo ih linijama (granama)

• Ako imamo x ρ y onda x crtamo ispod, a y iznad

• Ako je x ρ y i ne postoji z ∈ A takvo da je z izme�u x i y , tj. takvo da vaºi x ρ z i
z ρ y , onda x i y direktno spajamo granom

Primer
Nacrtati Haseov dijagram za parcijalno ure�en skup (A, ρ),
gde je A = {a, b, c , d , e} i ρ1 = {(a, a), (b, b), (c , c), (d , d),
(e, e), (a, b), (a, c), (a, d), (a, e), (c , d), (c , e)}

a

b c

d e
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Haseov dijagram
Parcijalno ure�eni skup (A, ρ) moºemo gra�£ki da predstavimo kao graf (tzv. Haseov
dijagram)

• Elemente skupa A crtamo kao ta£ke (£vorove) i povezujemo ih linijama (granama)

• Ako imamo x ρ y onda x crtamo ispod, a y iznad

• Ako je x ρ y i ne postoji z ∈ A takvo da je z izme�u x i y , tj. takvo da vaºi x ρ z i
z ρ y , onda x i y direktno spajamo granom

Primer
Nacrtati Haseov dijagram za parcijalno ure�en skup (A, ρ),
gde je A = {a, b, c , d , e} i ρ1 = {(a, a), (b, b), (c , c), (d , d),
(e, e), (a, b), (a, c), (a, d), (a, e), (c , d), (c , e)}

a

b c

d e
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Haseov dijagram
Parcijalno ure�eni skup (A, ρ) moºemo gra�£ki da predstavimo kao graf (tzv. Haseov
dijagram)

• Elemente skupa A crtamo kao ta£ke (£vorove) i povezujemo ih linijama (granama)

• Ako imamo x ρ y onda x crtamo ispod, a y iznad

• Ako je x ρ y i ne postoji z ∈ A takvo da je z izme�u x i y , tj. takvo da vaºi x ρ z i
z ρ y , onda x i y direktno spajamo granom

Primer
Nacrtati Haseov dijagram za parcijalno ure�en skup (A, ρ),
gde je A = {a, b, c , d , e} i ρ1 = {(a, a), (b, b), (c , c), (d , d),
(e, e), (a, b), (a, c), (a, d), (a, e), (c , d), (c , e)}

a

b c

d e
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Najmanji, najve¢i, min i max elementi

De�nicija

U parcijalno ure�enom skupu (A, ρ) de�ni²emo specijalne elemente

• a je najmanji element akko (∀x ∈ A) a ρ x (Ispod svih drugih)

• a je najve¢i element akko (∀x ∈ A) x ρ a (Iznad svih drugih)

• a je minimalni element akko (∀x ∈ A\{a}) x ̸ρ a (Nema drugih ispod)

• a je maksimalni element akko (∀x ∈ A\{a}) a ̸ρ x (Nema drugih iznad)

Primer
Za parcijalno ure�en skup (A, ρ), gde je A = {a, b, c , d , e} i

ρ1 = {(a, a), (b, b), (c, c), (d , d), (e, e), (a, b), (a, c), (a, d),
(a, e), (c , d), (c, e)} odrediti

najmanji:

a

, najve¢i:

nema

,

minimalne:

a

, maksimalne:

b, d , e

a

b c

d e
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Najmanji, najve¢i, min i max elementi

De�nicija

U parcijalno ure�enom skupu (A, ρ) de�ni²emo specijalne elemente

• a je najmanji element akko (∀x ∈ A) a ρ x (Ispod svih drugih)

• a je najve¢i element akko (∀x ∈ A) x ρ a (Iznad svih drugih)

• a je minimalni element akko (∀x ∈ A\{a}) x ̸ρ a (Nema drugih ispod)

• a je maksimalni element akko (∀x ∈ A\{a}) a ̸ρ x (Nema drugih iznad)

Primer
Za parcijalno ure�en skup (A, ρ), gde je A = {a, b, c , d , e} i

ρ1 = {(a, a), (b, b), (c, c), (d , d), (e, e), (a, b), (a, c), (a, d),
(a, e), (c , d), (c, e)} odrediti

najmanji:

a

, najve¢i:

nema

,

minimalne:

a

, maksimalne:

b, d , e

a

b c

d e
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Najmanji, najve¢i, min i max elementi

De�nicija

U parcijalno ure�enom skupu (A, ρ) de�ni²emo specijalne elemente

• a je najmanji element akko (∀x ∈ A) a ρ x (Ispod svih drugih)

• a je najve¢i element akko (∀x ∈ A) x ρ a (Iznad svih drugih)

• a je minimalni element akko (∀x ∈ A\{a}) x ̸ρ a (Nema drugih ispod)

• a je maksimalni element akko (∀x ∈ A\{a}) a ̸ρ x (Nema drugih iznad)

Primer
Za parcijalno ure�en skup (A, ρ), gde je A = {a, b, c , d , e} i

ρ1 = {(a, a), (b, b), (c, c), (d , d), (e, e), (a, b), (a, c), (a, d),
(a, e), (c , d), (c, e)} odrediti

najmanji: a, najve¢i: nema,

minimalne: a, maksimalne: b, d , e a

b c

d e



Na prethodnom £asu Relacije Relacije ekvivalencije Relacije poretka Ponavljanje

Najmanji (najve¢i) je jedinstven

Teorema
Ako postoji, najmanji (najve¢i) element parcijalno ure�enog skupa je jedinstven.

Dokaz
Dokaz izvodimo svo�enjem na kontradikciju (reductio ad absurdum: ako

pretpostavimo da je neka izjava istinita, do¢i ¢emo do logi£ke kontradikcije).

Suprotno tvr�enju teoreme, pretpostavimo da postoji parcijalno ure�en skup (A, ρ) koji
ima bar dva razli£ita najmanja elementa a i b. Po de�niciji najmanjeg elementa to zna£i

da vaºi a ρ b i b ρ a. Ovo je u kontradikciji sa pretpostavkom da je (A, ρ) parcijalno
ure�en skup (ρ mora biti antisimetri£no), pa je zaklju£ak da parcijalno ure�en skup ne

moºe imati vi²e razli£itih najmanjih elemenata.
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Totalno i dobro ure�eni skupovi
De�nicija (Totalno ure�en skup ili lanac)

Ako u parcijalno ure�enom skupu za svaka dva elementa a i b vaºi a ρ b ili b ρ a, tada se

on naziva totalno ure�en skup ili lanac.

De�nicija (Dobro ure�en skup)

Ako u parcijalno ure�enom skupu svaki neprazan podskup ima najmanji element, tada

se on naziva dobro ure�en skup.

Primer
(R,≤) i (Z,≤) su lanaci, a (N,≤) je dobro ure�en skup i lanac

Teorema
Svaki dobro ure�eni skup je i lanac.

Dokaz
Neka je (A, ρ) dobro ure�en skup. Ako uzmemo a, b ∈ A i skup {a, b} sledi da taj skup ima najmanji element.

Tada je taj najmanji element u relaciji sa onim drugim elementom skupa {a, b}, tj. imamo a ρ b ili b ρ a.
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Totalno i dobro ure�eni skupovi
De�nicija (Totalno ure�en skup ili lanac)

Ako u parcijalno ure�enom skupu za svaka dva elementa a i b vaºi a ρ b ili b ρ a, tada se

on naziva totalno ure�en skup ili lanac.

De�nicija (Dobro ure�en skup)

Ako u parcijalno ure�enom skupu svaki neprazan podskup ima najmanji element, tada

se on naziva dobro ure�en skup.

Primer
(R,≤) i (Z,≤) su lanaci, a (N,≤) je dobro ure�en skup i lanac

Teorema
Svaki dobro ure�eni skup je i lanac.

Dokaz
Neka je (A, ρ) dobro ure�en skup. Ako uzmemo a, b ∈ A i skup {a, b} sledi da taj skup ima najmanji element.

Tada je taj najmanji element u relaciji sa onim drugim elementom skupa {a, b}, tj. imamo a ρ b ili b ρ a.
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Totalno i dobro ure�eni skupovi
De�nicija (Totalno ure�en skup ili lanac)

Ako u parcijalno ure�enom skupu za svaka dva elementa a i b vaºi a ρ b ili b ρ a, tada se

on naziva totalno ure�en skup ili lanac.

De�nicija (Dobro ure�en skup)

Ako u parcijalno ure�enom skupu svaki neprazan podskup ima najmanji element, tada

se on naziva dobro ure�en skup.

Primer
(R,≤) i (Z,≤) su lanaci, a (N,≤) je dobro ure�en skup i lanac

Teorema
Svaki dobro ure�eni skup je i lanac.

Dokaz
Neka je (A, ρ) dobro ure�en skup. Ako uzmemo a, b ∈ A i skup {a, b} sledi da taj skup ima najmanji element.

Tada je taj najmanji element u relaciji sa onim drugim elementom skupa {a, b}, tj. imamo a ρ b ili b ρ a.
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Primeri

Nacrtati Haseove dijagrame i odrediti najmanji, najve¢i, minimalne i maksimalne
elemente slede¢ih parcijalno ure�enih skupova:

1. (P(A),⊆), gde je A = {a, b, c}
2. (P(A)\{∅},⊆), gde je A = {a, b, c}
3. (N, | )
4. (N\{1}, | )
5. (D30, | ), gde je D30 = {1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30}
6. (D30\{30}, | ), gde je D30 = {1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30}
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�ta smo danas radili

• Ure�eni parovi i Dekartov proizvod

• Binarne relacije

• Osobine binarnih relacija (R S A T F)

• Rekacije ekvivalencije
• Klase ekvivalencije i faktor skup (particije)
• Skup Zn

• Relacije poretka (parcijalno ure�eni skupovi)
• Haseov dijagram
• Najmanji, najve¢i, min i max elementi
• Supremum i in�mum
• Lanci i dobro ure�eni skupovi
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