FTN, Algebra / Matematika 1 18.02.2024.
Zadaci (1,2,3 € KOLOKVIJUM 1, 4,5,6 ¢ KOLOKVIJUM 2)

1. Ispitati sve aksiome komutativne grupe za strukturu ({f1, fo, f3, fa},0), gde su za i € {1,2,3,4}
funkeije f; : B2 — B2 definisane sa  fi(z,y) = (—y,—2),  fa(wy) = (5,2),  falz.y) = (@,9),
jﬁ(x’y):: C_xa_@n'

2. Resiti po z € C jednac¢inu z -z + 1 = —i(z — 2).

3. Znajuéi da je v/2i jedan kompleksni koren polinoma p(z) = 2% — 22° + 7o* — 1223 + 1422 — 162 + 8,
faktorisati polinom p nad poljima R i C.
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4. U zavisnosti od parametara a,b € R diskutovati i resiti sistem linearnih jednacina

z + ay + az = 1
ax + Yy + az = 2
ar + Yy + =z = b

5. Neka je o ravan koja sadrzi tacku A i normalna je na vektor 7 # 0. U funkciji od vektora 74 i 7
izraziti vektore polozaja ostalih temena kocke ABCDA1B1C1D; ¢ija temena ABCD leze u ravni «,
temena ABC'D predstavljaju temena strane kocke (kvadrata) sa dijagonalom AC, tako da ortogonalna
projekcija koordinatnog pocetka O na ravan « bude sredina duzi AC.

6. Neka je ravan o odredena jednacinom a : 2z —y + 2z = 0, i neka je f : R3 — R3 ortogonalna projekcija
tacaka vektorskog prostora R3 na ravan .. Odrediti analiticki izraz za f(x,y, 2), (z,y, z) € R3, dokazati
da je f linearna transformacija i napisati njenu matricu, i odrediti jednu bazu potprostora f(R?) (tj.
potprostora slika Im(f)).



RESENJA ZADATAKA

1. Izrac¢unavanjem kompozicija funkcija f1, fo, f3, f1, gde je fs identicka funkcija, dobijamo Kejlijevu
tablicu

o ‘fl fo fs fa . U unutrasnjosti tablice su svi elementi iz skupa {fi, f2, f3, f1}, te je
filfs fa i fo ({f1, f2, f3, fa}, o) grupoid. Kompozicija funkcija je asocijativna operacija

fol fa f3 fo A (teorema). Neutralni element je identicka funkcija f3 (vidi se i iz tablice jer
i fo fz3 fa su mu vrsta i kolona jednaki grani¢nim). Iz tablice o¢itavamo da je fi L= 1,
falfe f1 fo f3 fa L= £, Is L= fi f1 L' — f,. Tablica je simetri¢na u odnosu na glavnu

dijagonalu te je operacija o komutativna na skupu { f1, fo, fs, f1}.
2. Zaz=x+1y, z,y € R je
2 Z4+1=—i(2—-2) & (z+iy)(z—iy)+1=—i((x+iy)—(x—iy) < z>+y>+1=—2yi
s 4y -2y+l1=0 & 2P+y-1P2=0 & (r=0Ay=1) < z=i
3. (x —/2i)(x 4+ V/2i) = 22 4+ 2. Delenjem polinoma p sa 2% + 2 dobijamo p(z) = (22 + 2)(z* — 223 +
522 — 8x +4). Kandidati za racionalne korene polinoma q(x) = z* — 223 4 522 — 8z + 4 su £1, +2, +4,
a Hornerovom Semom dobijamo ‘ 1 =2 5 —8 4, teje
11 -1 4 —4 0
111 0 4 0
p(z) = (2% +2)(2* — 223 + 522 — 8z +4) =
= (@2 +2)(x — 1D2(2® +4) = (z — V2i)(z + V2i)(z — 1)%(z — 20)(z + 2i).




z + ay + az =1 =z + ay —+ az = 1
4. ar + y + az = 2 (1-a®)y + (a—a?)z = 2—a
ax + y 4+ z =D 1-a®)y + (1-a?)2z = b—a
z + ay -+ az = 1
1-a?)y + (a—a®)z = 2—a

(1—a)z = b—2

- Prvu jednacinu pomnozenu sa —a dodajemo deugoj i trecoj.

1] - Prvu jednaci Z dodaj d j i trecoj
[2] - Drugu jednac¢inu oduzimamo od trece.

(1) Za a ¢ {—1,1}, kada su svi koeficijenti na glavnoj dijagonali razli¢iti od 0, sistem je odreden, i
zamenom unatrag dobijamo jedinstveno reSenje
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(2) Za a = —1 dobijamo ekvivalentan sistem
r — Yy — z = 1 r — z — y = 1
- 2z = 3 — 2z = 3
2z = b-2 0 = b+1

[3] - Drugu jednac¢inu dodajemo na treéu, i zamenjujemo y-kolonu i z-kolonu.

(2.1) Za b # —1 je sistem kontradiktoran, odnosno skup resenja mu je Rg = ().

(2.2) Za b= —1 je sistem 1 puta neodreden, a skup resenja mu je

3
y=oacR, Z=—=, rT=0-— -,

1 3
dakle Rg = {<a — 5,04, —2> }

(3) Za a =1 dobijamo ekvivalentan sistem

r + y 4+ z = 1
0 = 1
0 = b-—-2

koji je kontradiktoran za svako b € R, odnosno skup resenja mu je Rg = ().

5. Ozna¢imo sa S sredinu duzi AC. Primenom formule za projekciju tacke na ravan dobijamo

(Fa —To)7
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Kako je S sredina duzi AC, sledi da je 1@ = @ odnosno 7s — ¥4 = 7o — T's, odakle dobijamo

o = 2Fs — 4.

Iz B,D,S € « sledi SBLi i @Lfi, a s druge strane, kako su AC' i BD dijagonale kvadrata, sledi

D
S@Lﬁ i SDLAC. Stoga je
SB|m=7xAC,  SD|m.

Tako dobijamo

S . m
TB7D =Ts j: |B|W
Iz A,B,C,D € asledi da je AA; | BBy || CCy | DDy || 7i

dobijamo i

o . mn
T'Ay,B1,C1,D1 = TAB,C,D £ |E‘|ﬁ

(postoje dve takve kocke).



6. Jedan vektor normale ravni a je i = (2,—1,1), a koordinatni pocetak O(0,0,0) pripada ravni a.
Primenom projekcije tacke M (z,y, z) € R3 na ravan a dobijamo

o —ru g 1038 oo,
= (z,y,2) — (2,,2)(2, ~1,1) (2,-1,1) = (z,9y,2) — 2z —y + 2) (2, —é, é)

Z,—Z X+ Y — 2, — Y+ =2
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1z oblika navedenog izraza za f(z,y, z) vidimo da je f linearna transformacija, i iz tog izraza o¢itavamo
njenu matricu
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Po definiciji funkcije f, potprostor f(R?) je oéigledno sama ravan a. Ona je dimenzije 2 i sadrzi
koordinatni pocetak, te jednu njenu bazu ¢ine bilo koja 2 nekolinearna vektora polozaja neke 2 tacke
iz ravni. Uvr§tavanjem koordinata tacaka u jednacinu ravni lako proveravamo da npr. P(1,2,0) € a i
Q(0,1,1) € c. Pri tome je 7p }f 7 jer ocigledno ne postoji t € R takvo da je 7p = trg ili rg = t7p.
Stoga je {7p,7g} jedna baza potprostora f(R?) = a.



