ANALITICKA GEOMETRIJA

0.1 Vektori u Dekartovom koordinatnom
sistemu

Analiticka geometrija bavi se proucavanjem Euklidske geometrije koriséenjem
algebarskih metoda. Tacke prostora se predstavljaju koordinatama, a ostali
geometrijski objekti: prava, ravan, povrs, kriva se predstavljaju jednacinama.
Ispitivanje medusobnog odnos pravih i ravni svodi se na reSavanje sistema
linearnih jednacina.

Ovo poglavlje prikazuje izomorfizam izmedu prostora slobodnih vektora
i prostora uredenih trojki realnih brojeva.

U tom izomorfizmu je 7 = (1,0,0), j = (0,1,0) i k = (0,0,1) koji su
redom jedini¢ni vektori osa x,y i z Dekartovog pravouglog koordinatnog si-
stema.

Slika 1: Vektor polozaja tacke A

Definicija 0.1 Svakoj tacki A prostora R3 odgovara uredena trojka realnih
brojeva (z,y,z). Tu tacku zapisujemo sa A(z,y,z). Ako je O koordinatni
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—
pocetak tada vektor OA zovemo vektor polozaja tacke A i oznacavamo sa
— - - -
7y = OA=xi+yj+ zk.

Primetimo sa slike da je:

s = OA;, + A B + BA = OA, + OAy + OA} = xi + yj + =k.

Vektor koji spaja dve tactke A(zy,y1,21) i B(xa,ys,20) dobija se
oduzimanjem vektora polozaja tacke B od vektora polozaja tacke A, tj.

@ZFB—FAZ($2—5U1,y2—y1722—21)-

Az

A

O
T Yy

Slika 2: Vektor u prostoru

Teorema 0.2 Rastojanje izmedu dve tacke A(z1,y1,21) @ B(2, Y2, 22) odredeno
je sa intezitetom vektora |AB)|:

AB = |AB| = |7, — 7, = V(7 — )7, — ) =

B A

= (22— 212+ (Y2 —y1)2 + (22 — 21)?

Zbog izomorfizma prostora slobodnih vektora i uredenih trojki sledi:
1) Sabiranje uredenih trojki:

(o, g, a3) + (B, Ba, B3) = (a1 + B, ag + Ba, a3 + B3).
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2) Mnozenje broja A sa uredenom trojkom

AMag, ag, ag) = (Aag, Aag, Aag).

U narednoj teoremi prikazujemo deobu duzi u datoj razmeri.

Teorema 0.3 Ako je T tacka koja deli duz AB u razmeri o : 1, tj. l';%f—' =¢

1
0dnosno fﬁ = aﬁ, tada je vektor poloZaja tacke T':
—— FA -+ &FB

" 14+«

ﬁzaﬁ@

Dokaz: Kako je

e —r, =a(r, —7.) er(l+a)=7,+ar, &
o FA + OéFB
&7, =
1+«
Lema 0.4 Jednacinar, =7 = % jeste jednacina prave odredene tackama

A i B izuzev tacke B. To znac¢i da kada o prolazi kroz ceo skup realnih bro-
jeva bez —1 onda tacka T prolazi celom pravom odredenom tackama A i B
1zuzev tacke B.

Dokaz: Ako je = 0 onda je 7, = 7,. Dokazimo kontradikcijom da je

— — . . . . = _ Tatarp e ..

Ty # T za svaki realni broj a. 1z jednakosti 7, = "8 za 7, = 7, sledi:
. FA -+ OCFB

s T 14+«

9

odatle dobijamo da je ¥4 + arp = 7, + arp odnosno 74 = 75 Sto je kon-
tradikcija sa pretpostavkom.
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0.2 Jednacina prave

Definicija 0.5 Svaka prava s odredena je sa jednom tackom S koja joj pri-
pada 1 nenula vektorom § koji je kolinearan sa pravom s.

Sada izvodimo vektorski oblik jednacine prave.

Slika 3: Prava

Na pravoj s odaberemo proizvoljnu tacku koju oznac¢imo sa M. Vektor
OM =71, = (x,y,2) zva¢emo promenljivi vektor ¢iji vrh uvek pripada
pravoj s, a pocetak O je koordina_tr;i pocetak.

Tacka M € s ako i samo ako je SM || 3.

H — —> — — — —
SM || § SM =)s& 7, —Ty = AS.
Kako je 7, promenljivi vektor dalje ga mozemo samo oznacavati sa 7 =

(x,y, z) tako da jednac¢ina prave u vektorskom obliku je:

=7, + A,

Jednacina 77 = 7, +\S je jednacina prave kojoj pripada tacka S(zs, ys, zs)
i paralelna je sa vektorom § = (s1, $2, 53).

Iz vektorskog oblika jednacine prave 7 = 7, + AS, dobijamo parameta-
rski oblik jednacine prave

S:x=x5+AS1 AN Yy=ys+Asy A z=zg+ As3.

Kada iz parameterskog oblika jednacine prave iz svake jednacine izrazimo
¢emu je jednako A\ dobijamo kanonicki oblik jednacine prave:

. _ r—x5 __ Y— _ z—z
5.\ = s _ Y-ys __ s
S1 S92 S3
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0.3 Jednac¢ina ravni

Definicija 0.6 Svaka ravan « odredena je sa jednom tackom K(x,yi, 2r)
koja pripada ravni o i vektorom i # (0,0,0) koji je normalan na ravan o.

Izvedimo vektorski oblik iednac¢ine ravni.

K M

Slika 4: Ravan

e

Neka je M proizvoljnu tacka ravni . Vektor OM = 7, = (z,y,z2)
zva¢emo promenljivi vektor ¢iji vrh uvek pripada ravni «, a pocetak je u
koordinatnom pocetku. Tacka M pripada ravni a ako i samo ako je KM

normalno na @ = (A, B, C) # (0,0,0), pa je:
KM Liie KMi =0 (7, — )i =0.

Kako je 7,, promenljivi vektor dalje ga mozemo samo oznacavati sa 7 =
(x,y, z) tako da jednaéina ravni u vektorskom obliku je:

(F—7)A=0 ili =7,

Iz vektorskog oblika jednacine ravni (7 — 7. )i, = 0, za 7, = (A, B,C)
dobijamo jednaéinu ravni kroz tacku K(zk,yr, 2k):

a:Alr —2k)+ By —yk) + C(z — 2zx) = 0.

Takode iz vektorskog oblika jednacine ravni i = 7, .71, za 1 = (A, B, C)
i D = —7,7 dobijamo opsti oblik jednacine ravni:

a: Az+By+Cz+ D =0.
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[zvedemo parametarsku jednacinu ravni u vektorskom obliku i param-
etarsku jednacinu ravni u skalarnom obliku.
Teorema 0.7 Ravan « je odredena tackom K(z,.,y,, z,.) koja pripada ravni
« 1 sa nekolinearnim vektorima @ = (ay, az,ag) i b= (b1, by, b3) koji su para-
lelani sa ravni o. Parametarska jednacina ravni u vektorskom obliku
Je:

T = FK +Oz15—|— 0425.

Dokaz: Proizvoljna tacka M(x,y,z) ¢e pripadati ravni o akko su vektori
KM, adi gkomplanarni, tj. leze u istoj ravni. Odatle je:

Y .
KM = a16+ Oégb,

gde su aj,as € R. Pa je 7y — 'k = a1d + agb. Kako je 7y promenljivi
vektor oznacavacemo sa 7 = ', pa je:

o T =Tk + a1ad + asb,

parametarska jednacina ravni u vektorskom obliku.
Iz ove parametarske jednacina ravni u vektorskom obliku dobija se ekvi-
valentni sistem u skalarnom obliku:

T =Tk +orar + b, Y =yx +aras + asbe, z= zxg + araz + asbs

gde su aq, as € R parametri. Ove jednac¢ine zovemo parametarske jednacine
ravni u skalarnom obliku.

Evo jos nekih oblika jednacine ravni:

Teorema 0.8 Ako su brojevi A, B,C i D razliciti od nule, tada iz opsteg
oblika jednacine ravni Ax + By + Cz + D = 0 dobijamo segmentni oblik
jednacine ravni

x Y z
e
A B c
Brojevi u imeniocima ove jednacine %, % i % predstavljaju redom odsecke

te ravni na osama x, y i z.
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0.4 Prodora prave kroz ravan

U sledec¢oj teoremi je dato kako se racuna tacka prodora prave kroz ravan.

Teorema 0.9 Prodor prave a : 7 =7, + A\d odredene tackom A i vektorom
pravea @, kroz ravan o : nr = nr,., odredene tackom K 1 vektorom normale
1 je tacka P koja je odredena sa svojim vektorom poloZaja:

7= Tk ) ;ﬁ“)”a

Tacka P je tacka prodora prave a kroz ravan «

A ﬁ ’
N

Slika 5: Prodor prave a kroz ravan «

Dokaz: Jednacina ravni « i jednacina prave a Cine sistem jednacina gde su
nepoznate vektor 7 i promenljiva t € R. ReSavanjem ovog sistema dobijamo
=1, (tj. tacku prodora P) tako§tosea : ¥ = 7, +Ad zameni u « : 17 = 17,
i resi dobijena jednacina po A. Odatle dobijamo jadnakost 7i(7, + \@) = 77,
iz koje izrazimo parametar \ = % Tako dobijeno A uvrstimo nazad u
jednacinu prave i dobijamo trazeni vektor

R G L
r= TP — TA + @a
an
Kako je 7" = 7, reSenje toga sistema to znaci da 7, zadovoljava i jednacinu
ravni i jednacinu prave tj. tacka P pripada iravni « i pravoj a, odnosno tacka

P je prodor prave a kroz ravan a.

Prema tome prodorna tacka prave p kroz ravan o je:

— — —
7:’ _ 77 + (Ttac.v‘a'u. - Ttac.pv‘av.)n
tac.prod. ' tac.prav.

—

pn
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Legenda:

1) tac.prod. - Tacka prodora prave p kroz ravan a.

2) tac.prav. - Proizvoljna tacka prave p.

3) tac.rav. - Proizvoljna tacka ravni a.

4) 7i - Proizvoljan vektor koji je normalan na ravan .
5) p'- Proizvoljan vektor koji je paralelan sa pravom p.

Drugi nacin: Neka je data prava a : * %4 = y;g“ = Z;jf“ = )i neka
je data ravan « : Ax + By + Cz 4+ D = 0. Nadimo prodor prave a kroz
ravan «. Iz jednacine prave izrazimo x,y i z u zavisnosti od \, pa se onda
ti izrazi za x,y 1 z uvrste u Az + By + Cz + D = 0 i dobije se jedna
jednacina sa jednom nepoznatom po A. Zatim se tako dobijeno A uvrsti u
T =24+ @A, Y =1ya+ax)\, 2 = z4 + as i dobijaju se koordinate x,y i
z prodorne tacke. Ako jednacina po nepoznatoj A bude protivurecna, to ¢e
znaciti da je prava paralelna sa ravni i nema zajednickih tacaka sa ravni, a
ako jednacina po A bude neodredena, onda ¢e to znaciti da prava pripada
ravni.

Napomena: Ova Teorema 0.9 je veoma bitna jer iz nje proizilaze kose i
ortogonalne (normalne ) projekcije i na pravu i na ravan.
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0.5 Normalna projekcija tacke na ravan

Teorema 0.10 Data je ravan « : i = nir,. odredena tackom K i vektorom
normale . Normalna (ortogonalna) projekcija tacke M na ravan «
je:

M’ M + —’ﬁ

M

Slika 6: Normalna projekcija tacke M na ravan «

Dokaz: Ideja je da postavimo pravu a koja je normalna na ravan « i sadrzi
tacku M. Jednacina tako konstruisane prave je a : ¥ = 7,, + Ai. Trazena
tacka M’ je tacka prodora prave a kroz ravni a. Vektor polozaja tacke
prodora 7 = 77 dobija se resavanjem sistema tako sto se a : 7 = 7, + A
zameni u « : I = 7nir,. i resi dobijena jednacina po A. Zatim tu vrednost

—

7o —T )T . . . - - - . ..
A = T h)T Gratimo u jednacinu a : ¥ =7, + Ani i dobijamo

nn

Ako ravan prolazi kroz koordinatni pocetak, tada se za 7, moze uzeti
vektor (0,0,0) pa prethodna formula glasi:

Ty
— = M —
oy =Ty — —= 1.
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0.6 Normalna projekcija tacke na pravu

Teorema 0.11 Data je prava a : ¥ = 7, +\a odredena tackom A i vektorom
pravca @. Normalna (ortogonalna) projekcija tacke M na pravu a je:

(FM — T )Ef .

— — A
=T, + =5
M’ A aa
/

Me
a
_____ D —
M’ a

Slika 7: Normalna projekcija tacke M na pravu a

Dokaz: Prvo treba da konstruisemo ravan a koja sadrzi tacku M i normalna
je na pravu a. Jednacina tako konstruisane ravni je o : a7 = ar,,. Trazena
tacka M’ je tacka prodora prave a kroz ravan «. Vektor polozaja tacke
prodora 7 = 77 dobija se reSavanjem sistema tako sto se a : 7 = 7, + Ad@
zameni u « : ar = ar,, i resi dobijena jednacina po A. Zatim tu vrednost

7oy —7,)d . : o = 2 ii
A= Tura)d M(_ﬁ"‘) vratimo u jednacinu a : 7 = 7,, + A1t i dobijamo

TM/ = TA + = 6& = a.

0.7 Zajednicka normala dve prave

Definicija 0.12 Zajednicka normala n pravih a i b jeste prava koja sece
prave a i b v normalna je na prave a i b.

Teorema 0.13 Jednacina prave koja predstavlja zajednicku normalu nepa-
ralelnih pravih (mimoilaznih pravih ili pravih koje se seku) je:

n 7=y + @ x b).
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Dokaz: Neka je n zajednicka normala neparalelnih pravih a : ¥ =74 + Ad i
b: 7 =g+ Ab. Kako je svaka prava definisana sa jednom tackom koja joj
pripada i vektorom pravca da bismo dobili trazenu pravu n : ¥ = ry + A\il
treba da nademo 7y i 77. Vektor pravca prave n je normalan i na vektor @ i
na vektor b tako da jen =a x b. Treba jos da se nade jedna tacka N prave
n. Konstruisemo ravni ai 8 tako da jea C aAa|b ib C 5 A SLa. Prodor
prave a kroz ravan [ je tacka N koja pripada pravoj n, tj. {N} =ang
Sada konstruisemo pravu n koja sadrzi tacku N i vektor pravca prave n je
kolinaran sa vektorom @ X b.

—

n:r=7ry+AM=7n+ANdXxDb).

0.8 Medusobni odnos pravih i ravni

Teorema 0.14 Medusobni odnos dve prave: Prava a : 7 = 74+ \a
(zadata je tackom A(xy,y1,21) i vektorom pravea @ = (ay, as,as)) i prave
b: 7 = g+ \b (zadata je tackom B(xs,ys,22) i vektorom pravca b =
(b17 bg, b3>) moze biti:

1) Paralelane i ne poklapaju se ako i samo ako je d = ab i A ¢b.

B by
b .
a A a



12 Algebra

4) Mimoilaze se se ako i samo ako je ﬁ(d’ x b) # 0.

&-r—;/i'
a A e

Ugao izmedu dve prave po definiciji je uvek ostar ugao, tj. od 0 do 7. Za
prave a i b, ostar ugao ¢ izmedu njih je ¢ = arccos %
Napomena: Ako je sistem koji Cine jednacine pravih a i b odreden, tada
postoje jedinstveni brojevi A; i Ay i jedinstvena presecna tacka S pravih a
ib, tj. prave se seku. Ako je sistem kontradiktoran one su paralelane ili se
mimoilaze, ako je sistem neodreden one se poklapaju.

Resenje sistema moze se dobiti tako Sto se iz jednacina pravih

r— X Yy—U 2= 2 T—T2 Y—Y2 22— 2

“ aq as as ’ by by bs ’

izrazi x iz jednacine prave a u zavisnosti od t i x iz jednacine prave b u zavis-
nosti od s, pa se dobijeni izrazi izjednace, sto daje jednu linearnu jednacinu
sa dve nepoznate po t i s. Analogno se uradi i sa y i sa z, pa se dobiju
tri linearne jednacine sa dve nepoznate t i s. Ako je sistem kontradiktoran,
onda ne postoji zajednicka tacka pravih, a ako je sistem neodreden, prave se
poklapaju; ako je sistem odreden, odnosno postoji samo jedno reSenje, onda
se prave seku.

Teorema 0.15 Medusobni odnos prave

. oo, r—T1 Y- 22—z
a:T=ra4+Ad U a: = =
ai az as

i ravni
a:nr=mnr,, tj. Ar+By+Cz+D =0

moze biti:

1) Paralelane i a ¢ o ako i samo ako je id =01 A ¢ o.
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2) Poklapaju se ako i samo ako je ida =0 i A € a.
3) Seku se ako i samo ako je nid # 0.

Teorema 0.16 Medusobni odnos dve ravni

(673 ﬁaF: ﬁaFA; tj Alx + Bly + C’lz + D1 =0
5 . ﬁgFZ ﬁBFBﬂ tj. AQJ] + Bgy + OQZ + DQ =0
moZe biti:

1) Paralelane i ne poklapaju se ako i samo ako je i, = Aig i B ¢ «

i3
j t B

Tta

j *A

2) Poklapaju se ako i samo ako je Ti, = Aig @ B € «
3) Seku se ako i samo ako je i, # Mg

Ugao izmedu dve ravni po definiciji je uvek ostar ugao, tj. od 0 do

13

s

2

i

on je jednak uglu izmedu pravaca njihovih vektora normala. Za ravni o i 3

oftar ugao ¢ je ¢ = arccos Lol

a‘.

7l
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0.9 Rastojanje tacke od prave i ravni

Teorema 0.17 Rastojanje tacke od prave
Rastojangje tacke M od prave a : ¥ = 74+ Ad oznacava se sa d(a, M) i iznosi:

@ ApriAM)

Slika 8: Rastojanje tacke M od prave a

Dokaz: Neka je A(x,y,z) proizvoljna tacka prave a, tada iz formule za
povrsinu paralelograma P = |07HE| dobijamo da je |FL| = % = d(a, M) sto
je trazeno rastojanje. Primetimo da ovo vazi za bilo koji odabir tacke A sa
prave a. Sa slike zakljicujemo da su stranice paralelograma |AM]| i |@| pa je:

Y

—
ax AM —
M:‘AM—praA .

d(a, M) = -
dl
Znaci rastojanje d(a, M) izmedu prave a i tacke M jednako je visini parale-

—
lograma ¢ija je jedna stranica je |@|, a druga |MA|.

Teorema 0.18 Rastojanje tacke od ravni
Rastojanje tacke M(xq,y1,21) od ravni o : Ax+ By+ Cz+ D = 0 oznacava
se sa d(M, «) i iznosi

. |A$1 + By1 + CZl + Dl

Dokaz: Neka je K(z,y, z) proizvoljna tacka ravni «, tada projekcija vektora

d(M,«a)

K M na vektor normale ravni a koji ozna¢imo sa 71, = (A, B, C) je jednaka
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M

t?i E(]\J, «)
i -

Slika 9: Rastojanje tacke M od ravni «

rastojanju tacke M od ravni «. Primetimo da ovo vazi za bilo koji odabir
tacke K iz ravni a. Sa slike zakljicujemo da je:

e

| K M|

7]

d(M,a) = [praK M| =

Dalje primenom osobina skalarnog proizvoda dobijamo:

|(f[)1 —T,Y Y,z _Z)(A7B7C)| _ |A$1 +By1 +Czl — Az — By— CZ|

7] 7]

. |AZL’1 + By1 + CZl + D|
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Zadaci

1. Odrediti temena A i B jednakostrani¢nog trougla ABO, gde tacke A
i B pripadaju pravoj p: 7 =7, +tp'i O(0,0,0) ¢ p.
Resenje: Neka je S prOJekcua koordmatnog pocetka O(O ,
Tada su 7, =7, +—((00(Zpr p)? p:FP—Tppp 7, = iVTS%

2. Odrediti 7, zavisno od 7, i 7, tako da trougao ABC bude jednakos-
tranican i da tatke OABC budu komplanarne, gde je 0(0,0,0).
Resenje: 7, = (7, +7,) £ ‘/75\@ B cgde je d = (7, x AB) x AB

3. Odrediti 7, i 7, zavisno od 7, i 7, tako da ravan kvadrata ABCD
sadrzi O(0,0,0).
Resenje

Zad = (7, Xz@ x/@sledlr =7, j:pﬁ%:‘*zf + 7, — Ty

4. Neka je ravan « definisana sa « : nr’ = nr,, a tacke A i C' odredene

0) na pravu p.

svojim vektorima polozaja 7, i 7, tako da je ﬁ ¥ 1. U zavisnosti od
vektora 17, rQ, T, 17, izraziti vektore polozaja tacaka B i D temena kvadrata
ABCD, gde je AC njegova dijagonala i ravan kvadrata ABC' D normalna na
ravan a.

Resenje: Neka je § ravan kvadrata ABCD, tj. normalna na « i prolazi kroz
AC'. Tada vektor normale ravni 3 iznosi 7ig = AC X 7t i vektor paralelan sa
BD jed = Bx zﬁxn) pa je

FB,D = %(TA + TC) :|: %|FA |\d\

5. Neka ravan o : 17 = 7T, nije normalna na z-osu i neka je tacka A ¢ «

odredena sa 7,. U zavisnosti od Ty T a1 izraziti 7y, 7., 7, tako da je ABC'D
kvadrat, ABJ_a, B € a i BC paralelno sa Oy ravni.

Resenje

T, =7, + m n, 7, =7, £ Lﬁh’iigl, gde je k = (0,0,1).

6. Neka tacka V' odredena vektorom polozaja 7, ne pripada pravoj
p: 7 =7,+1tp. U zavisnosti od 7, ¥, 1 p naéi vektore polozaja
T, Ty, T, 1 T, temena prave pravilne ¢etvorostrane piramide VABCD,
ako temena A i C' pripadaju pravoj p i dijagonala AC osnove ABCD
jednaka je visini piramide.

Resenje Neka je tacka T' projekcija tacke V' na pravu p. Tada je

—

+ [TV 2 TV

+ 4TV T

[TV xp]

— —

T

—

TB,D

. PVp — I
T_TP—{_ *-‘p’ TA,C_T

tol»—‘

=7+

N)I»—I
_L|”°31



