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0.1 Karakteristicni koreni 1 vektori

Karakteristi¢ni koreni imaju znac¢ajnu primenu u mnogim oblastima kao sto
su: inzenjerstvo, telekomunikacije, analiza vibracija, mehanika fluida, obrada
slike, ekologija, biomedicina itd.

U ovom poglavlju ¢emo raditi i sa matricama ¢iji elementi mogu biti i
kompleksni brojevi.

Definicija 0.1 Neka je A kompleksna kvadratna matrica reda n. Skalar \ je
karakteristi¢ni koren (vrednost) matrice A ako i samo ako postoji vektor
X = (21, %a,...,2,) # 0, takav da vazi

Ax = Ix. (1)

Vektor x tada je karakteristicni vektor matrice A za karakteristicni koren
(karakteristicnu vrednost) .

Jednacina (1) moze se zapisati kao
M —-A)x=0 ili (A-X)x=0, (2)

gde je I jedini¢na matrica formata n x n. Ova jednacina (2) ima reSenje
razli¢ito od nule ako i samo ako je determinanta matrice (Al — A) jednaka
nuli, tj.

det(A] — A) =0. (3)

Ova jednacina (3) zove se karakteristicna jednacina. Leva strana ove
jednacine je polinomska funkcija koja se zove karakteristicni polinom od
matrice A koji oznacavamo sa pa(\). Sledi definicija karakteristicnog poli-
noma i karakteristi¢cne jednacine.

Definicija 0.2 Neka je A kompleksna kvadratna matrica reda n. Odgo-
varajuéa karakteristicna matrica je \I — A, a karakteristicni polinom matrice
A po X\ je det(A — A), dok je det(A] — A) = 0 karakteristicna jednacina
matrice A.

Teorema 0.3 Karakteristicni koreni (vrednosti) matrice jesu nule odnosno
koreni njenog karakteristicnog polinoma.



Drugim re¢ima A\ € C je karakteristi¢ni koren od matrice A = [a;j]n, € C
ako i samo ako je pa(A) = 0. Primetimo da ¢ak ako je matrica A realna
matrica tj. A = [a;]nn € R, karakteristi¢ni koreni mogu biti kompleksni
brojevi.

Primer 0.4 [zracunati karakteristicne korene i njima odgovarajuce karakte-
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risticne vektore matrice A = | —2 1 2
2 0 —1

Resenje: Po prethodnoj definiciji karakteristi¢nih korena je
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A0 0 0 -1 0 x 0
(AI—A)X:O(:)( 00X O0|—]-2 1 2 ) yl=10]|=
0 0 A 2 0 -1 z 0
A 1 0 x 0 Ax +y =0
2 (A=1) -2 y|l=10|< 22+0A-1)y —22=0.
-2 0 (A+1) 2 0 —2x +(A+1)z=0

Da bismo nasli karakteristicne korene sistema linearnih jednac¢ina po Defini-
ciji 0.1 treba da nademo nenula vektor tj. (z,y,z) # (0,0,0) koji je resenje
ovoga sistema. Kako je sistem linearnih jednacina homogen determinanta
sistema mora da bude jednaka nuli da bi sistem imao i netrivijalna resenja
(tj. resenja koja su razlicita od trivijalnog (0,0, 0)).

A 1 0
pa(A) =det(M—A)=| 2 (A—1) -2 [ = N¥-3 2= (A-1)*)(A+2) =0
—2 0 (A\+1)

Koreni karakteristicnog polinoma p4(A) matrice Asu: A\; = Ag = 1i A3 = —2.
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Sada treba da nademo karakteristicne vektore za karakteristicni koren 1
koji je visestrukosti 2 i za karakteristicni koren —2 koji je visestrukosti 1.

Uvrstavanjem A\; = Ap = 1 u (A — A)x = 0 dobijamo (I — A)x = 0 tj.

T +y =0 T4y =0 _ .
2 —2:=0 & 2 —22:=0 & 7
2z 422=0 0=0 S

Skup karakteristicnih vektora koji odgovaraju karakteristicnom korenu 1 je

Vi ={(a, —a, a)|a € C\{0}} = {a(1, -1, 1)]a € C\{0}}.

Uvrstavanjem A3 = —2 u (Al — A)x = 0 dobijamo (—2/ — A)x = 0 tj.

—2r +y =0 —2r +y =0 —2x4+y =0
20 -3y —22=0 & —2y—22=0 & y+z=0.
—2x —2z=0 -y —2=0 0=20

Odavde dobijamo da je y = 2x i z = —2z. Skup karakteristi¢nih vektora
koji odgovaraju karakteristicnom korenu —2 je Vo5 = {(a,2a, —2a)|a €

C\{0}} = {a(1,2, =2)|ar € C\{0}}.

Primer 0.5 Odrediti karakteristicne korene i vektore sledeéih matrica:

3 1 0 2
a) A:{_Q 6}’ b) B=|-2 5 0
1 -2 4
Resenje:
A—3 -1

a) Kakoje|/\I—A|:‘ ’:)\2—9/\—1-184-2

2 A—6

=A2 -9\ +20=(A—4)(A—5),
karakteristi¢ni koreni matrice A su \; =41 Ay = 5.
Za A = 4 dobija se

EpR R A ]



Resavanjem sistema jednacina

r—y=0
20 =2y =0

dobija se

r—y=20
=0.

Dobijeni sistem je neodreden sa resenjima x = y = «, a € C. Kako
su karakteristicni vektori razli¢iti od nula vektora, sledi da su karak-
teristi¢ni vektori matrice A koji odgovaraju karakteristicnom korenu

A1 = 4 oblika « {ﬂ , a € C\{0}.

Za Ay = b dobija se

R s R ]

Resavanjem dobijenog neodredenog sistema jednacina sledi da je y =
2r = 2a, a € C, tj. karakteristicni vektori matrice A su oblika

a H . € C\{O}.

A—1 0 -2 | A—-1 0

Kakoje |\ = B|=| 2 X-=5 0 2 A=5
-1 2 A—4] —1 2

=A=1)A=-5)(A—-4)—-8—-2(A—5)
= (A= 1A= 9A+20) — 22+ 2= (A — 1)(A2 — 9\ + 20 — 2)
=A=1DA2=9A+18) = (A —1)(A—=3)(A —6),
karakteristi¢ni koreni matrice A su A\; =1, A\a =31 A3 = 6.
Za A1 = 1 dobija se

0 0 =2 x —2z 0
2 =4 0]yl = 2z — 4y = |0
-1 2 =3 z —x+ 2y — 3z 0



0.1. KARAKTERISTICNI KORENI I VEKTORI 5

Resavanjem dobijenog neodredenog sistema jednacina sledi da je z =
0, y =qa, v = 2a, a € C, tj. karakteristicni vektori matrice A su

2
oblika a [1|, a € C\{0}.
0
Za Ay = 3 dobija se
2 0 =2 x 2 — 2z 0
2 =2 0] |y| = 20 — 2y = |0
-1 2 -1 z —x+2y—=z 0

Resavanjem dobijenog neodredenog sistema jednacina sledi da je x =

y =2 =a, a € C, tj. karakteristi¢cni vektori matrice A su oblika
1

a 1], a e C\{0}.
1

Za A3 = 6 dobija se

5 0 =2 x or — 2z 0
-1 2 2 z —x+2y+ 22 0
Resavanjem dobijenog neodredenog sistema jednacina sledi da je x =
a, y=—2a, z = g% @ € C, tj. karakteristi¢ni vektori matrice A su
1

oblika a | —2|, a € C\{0}.
5

2

Definicija 0.6 Skup svih karakteristicnih korena kompleksne matrice A,
nazivamo spektar matrice i oznacavamo ga sa o(A), to jest,

o(A) = {A €C:det(\ — A) = o}.

Definicija 0.7 Spektralni radijus p(A) za matricu A = [aij]nm € C definisan
je sa:

p(A) = {maX Al - X € O'(A)}. (4)

Neke od osobina karakteristicnih korena:



e Matrica A = [a;j],, formata n x n ima taéno n karakteristi¢nih korena.
e Karakteristi¢ni koreni dijagonalne matrice su dijagonalni elementi.

e Ako je matrica A = [a;;]n, takva da je n neparni broj onda postoji bar
jedan realni karakteristi¢ni koren matrice A.

e Matrica A = [a;j]n je regularna ako i samo ako je svaki karakteristicni
koren matrice A razli¢it od nule.

e Determinanta matrice A = [a;;],, je jednaka proizvodu karakteristi¢nih
n

korena matrice A, tj. det(A) = H i
k=1

e Akosu Aj, Ag, ..., A, karakteristi¢ni koreni matrice A = [a;;]n, onda su
AeNE AR karakteristiéni koreni matrice A* gde je k € N.

o Akosu A, Ag,. .., A\, karakteristi¢ni koreni regularne matrice A = [a;j]nn
onda su A%’ %, el /\L" karakteristi¢ni koreni matrice A~!.

0.2 Lokalizacija karakteristicnih korena

Kada nismo u moguénosti da nademo konkretne vrednosti karakteristicnih
korena mozemo konstruisati lokalizacione oblasti koje ¢e sadrzati sve kara-
kteristicne korene.

Postoje brojni nacini za lokalizaciju karakteristicnih korena. Jedan od
rezultata je da se spektar matrice A = [a;;],, nalazi u skupu koji predstavlja
uniju krugova sa centrima u dijagonalnim elementima matrice i poluprecnicima
koji su jednaki sumi modula vandijagonalnih elemenata odgovarajuce vrste
matrice. Ovaj rezultat Gersgorinove teoreme iz 1931. godine, smatra se jed-
nim od najelegantnijih nacina za lokalizaciju karakteristicnih korena. Uvodimo

oznake: .
ri=—lagl + Y lagl = D ),
j=1 JEN\{i}
gde je N = {1,2,...,n}. Znadi r; predstavlja sumu modula (apsolutnih
vrednosti) svih elemenata i-te vrste matrice A = [a;j]nn, izuzev elementa na
glavnoj dijagonali, r; se naziva poluprecnik i-tog Gersgorinovog kruga , ¢iji
je centar u ag;.
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Definicija 0.8 Za proizvoljnu matricu A = [a;j],, € C , i-ti GerSgorin
krug dat je sa:

Ty(A) = {z €C: |z —ayl < rz-(A)}, i€ N,
a Gersgorinov skup matrice A je unija svih Gersgorinovih krugova

T(A):= [ JTu(A).

€N

Teorema 0.9 (Gersgorinova teorema) Za svaku matricu A = [a;j]nn € C
i svaki karakteristican koren X € o(A) postoji indeks k € N takav da je

’)\ — am] S Tk(A) (5)

Stoga je A € T'y(A), odakle sledi da je N € T'(A). Kako ovo vazi za svaki
karakteristican koren \, vaZi:

o(A) CT(A). (6)

Definicija 0.10 Kompleksna matrica A = [a;;]nn naziva se strogo dijago-
nalno dominantna (SDD) ako vazi

la; ;| > r;(A) za svakoi € N. (7)

Gersgorinova teorema ima veliki broj korisnih generalizacija. Lepota
Gersgorinove Teoreme 0.9 lezi u Cinjenici da je ona ekvivalentna sa teore-
mom o regularnosti strogo dijagonalno dominantnih SDD matrica.

Teorema 0.11 Svaka kompleksna matrica A = [a;;]nn koja je SDD-matrica
je reqularna.

Teorema 0.12 (druga Gersgorinova teorema) Ako za kompleksnu ma-
tricu A = [ajjlnn, n > 2 1 skup indeksa 0 # S ¢ N, vazi

Is(A)(\Ts(A) =0, (8)

tada I's(A) sadrzi tacno |S| karakteristicnih korena matrice A i, shodno tome,
I's(A) sadrzi preostale karakteristicne korene matrice A.



