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MATRICE I DETERMINANTE

0.1 Definicija matrice

U ovom poglavlju ¢emo se upoznati sa matricama i njenim osobinama. Ma-
trica formata mn (tj. mxn) je pravougaona Sema elemenata (brojeva) nekoga
polja F; ili uredena mn-torka elemenata nekoga polja. Matrice se oznacavaju
velikim Stampanim slovima.

Navodim nekoliko razli¢itih nacina zapisa matrice:

a1 a1 ... Qp
921 Ao29 ... QA9p
Amn = Am,n = [aij]mn = Amxn = . . . . -
Am1 Am2 ... Qmp
mXn
a1y a2 ... Qipn
921 A22 ... QA9pn
Am1 Am2 ... Qmn
Indeks ¢ nam oznacava broj vrsta i € {1,2,...,m}, a indeks j broj kolona
j€{1,2,...,n} umatrici. Veoma je bitno da precizno bude zadat broj vrsta

i broj kolona matrice da ne bi dolazilo do zabune.

Ako posmatramo na primer matricu formata 3 x 2 i matricu formata 2 x 3
one imaju isti broj elemenata (broj elemenata ovih matrica je 6) ali su to
dve razlicite matrice.

Matrica Ass je matrica koja ima dve vrste i tri kolone, a matrica Bss tri
vrste i dve kolone

Elemenat a;; matrice [a;;]mn je element koji je se nalazi u i-toj vrsti i
j-toj koloni matrice, a elemenat a;; matrice [@;j]mn je element koji se nalazi u
j-toj vrsti i ¢-toj koloni matrice. Iz prethodnih primera a1, = —3, as; = —1,
b21:Oi612:2.



Kroz ovaj primer mozemo videti jo$ jedan nacin predstavljanja matrice
(i,7) = A(1, ) gde parametar 7 je indeks od vrste, a parametar j je indeks
od kolone. Neka je A(1,1) = 2, A(1,2) = =3, A(1,3) =4, A(2,1) = —1,
A(2,2) =141 A(2,3) = 0 tada matrica moze da se zapiSe na sledece nacine:

2 -3 4 (1,1) (L2) (1,3) (21) (220 (2,3)
A:[—1 14 0}:( 2 -3 4 -1 14 0 >:

={((1,1),2), ((1,2),-3), ((1,3),4), ((2,1),-1), ((2,2),14), ((2,3),0)}.
Za matricu Ay, = (@i j]mn

a1 12 ... QA1 ... QA1p
Q1 Q22 ... Az; ... Qap
Amn =
aj1 dj2 ... aAj ... Qjn
| Am1 Gm2 ... Amj --- Amn mxn
elementi a;1, Gz, . . ., @i, matrice [@;j]mn, zovemo elementima i-te vrste, a
elementi ay;, asj, . . ., Qm; matrice [a;j]mn zovemo elementima j-te kolone.

Tako da sada mozemo da zaklju¢imo da za matricu A,,, parametar ¢ uzima
vrednosti od 1 do m, a parametar 5 od 1 do n. Znaci indeks ¢ nam govori
u kojoj se nalazimo vrsti ¢ € {1,...,m}, a indeks j u kojoj koloni j €
{1,...,n}.

Matrice su jednake ako i samo ako su istog formata i ako su im svi elementi
na odgovarajué¢im pozicijama jednaki.

2 30 2 3 3 0.75 b
-1 4 0|#]| -1 4|, a —4 | = a —4
4 00 4 0 -3 4 -3 V16

Definicija 0.1 Matrica formata m xn c¢iji elementi su iz skupa S je funkcija
fimxn— Sgdejemxn={(j)1<i<m,1<j<n}. Skup svih
takvih funkcija f, tj. matrica tipa m X n oznacavaéemo sa M, (S).

U daljem radu koristicemo samo matrice ¢iji elementi su realni
brojevi a;;.

Tako da je M,,, skup svih matrica formata m x n u skup R, gde je R
polje realnih brojeva nad kojim su definisane te matrice.
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Definicija 0.2 Matrice koje imaju isti broj vrsta i kolona, zvacemo kvadratne
matrice reda n.

aj;p a2 ... Qi
91 Q29 ... QA9pn
Ann =
Ap1 Ap2 ... Q(Gpp
nxn
Elementi a1, ass, . . . , an, su elementi glavne dijagonale kvadratne ma-

trice reda n.

Definicija 0.3 Matrica formatam x n zove se nula matrica Oy, = [@4j]mn
ako i samo ako je a;; =0 za svako 1 € {1,2,...,m}, j € {1,2,...,n}.

Neki primeri nula matrica:

0 0 0 0
0132[000], Oz=10 0|, 0222[0 0}7011:[0]'
0 0
Definicija 0.4 Vektor x = (x1,22,...,2,) > 0 ako i samo ako je x; > 0 za

svako i € {1,2,..,n}.

Definicija 0.5 Matrica Ap, = [aijlmn > 0 akko je a;; > 0 za svako i €
{1,2,..,m}, j € {1,2,..,n}. Takve matrice zovu se pozitivne matrice.

Definicija 0.6 Kvadratna matrica Ay, = @i jlnn Ciji svi elementi van glavne
dijagonale su jednaki nuli naziva se dijagonalna matrica. U [iteratur: se
oznacavaju sa D.

. 3 0
1D22:|:0 1:|

Definicija 0.7 Matrica I = I, = [a; j|nn je jedini€na matrica ako i samo

ako je
)L i=y
‘“’f‘{o, i #j

2
D3s= |0 =5
0

~N O O



Dakle, matrica ¢iji elementi glavne dijagonale su jedinice, a ostali elementi
nule, zove se jediniéna matrica. Jedini¢nu matricu oznacavacemo sa I, u
nekim knjigama za jedini¢nu matricu koristi se oznaka i /. Jedini¢ne matrice
imaju isti broj vrsta i kolona, tj. one su kvadratne matrice. Neki primeri
jedini¢nih matrica:

100
Iss=10 1 0 1122:{(1)(1)].
001

Definicija 0.8 Transposnovana matrica od matrice A = [a;j|mn je matrica
B = [bijlnm koja se dobija od matrice A = [a;j|mn tako S$to vrste matrice
A = [ai]mn su kolone matrice B = [bylum i pise se B = AT. Na drugi
nacin, matrica B = [b;j]nm je transponovana od matrice A = [a;;]mn akko je
Q5 = bﬂ Znacit B = AT =4 BT =A tj (AT)T =A.

Transponovana matrica A’ od neke matrice A se dobija kada
odgovarajuce vrste i kolone zamene mesta.

Primer 0.9
aix aiz Az 11 Ag21 A3z
Ak’O j@ A: 21 Q929 A23 tada je AT: 12 Q929 Q32
a31 aszz 33 @13 Adg3 a33
1 2
Akoje B=| 0 =3 tada je BT = L o3 .
2 =3 5
3 5
7
—2
Ako je C=| —4 tada je CT:[7—2 —405].
0
5

Osobine transponovane matrice su prikazane u sledecoj teoremi.
Teorema 0.10 Za matrice A = [a;j|mn @ B = [bij]mn vaZe sledeée osobine:

1. (AT =4
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2. (kAT = kAT

3. (A+B)T =AT+ BT
4. (AB)"T = CAT

5. (ABC)T =CT-BT - AT
6. (AT) 1= (A"1)T

Definicija 0.11 Neka je A matrica. Izostavljanjem proizvoljnog broja vrsta
i proizvoljnog broja kolona matrice A dobija se podmatrica A.

Definicija 0.12 Neka je A = [a;j|mn matrica formata m x n. Kvadratna
podmatrica je matrica koja se dobija od matrice Ay, kada se izbaci m — k
vrsta © n — k kolona, proizvoljnim izborom. Dobijena kvadratna podma-
trica je formata k x k.

Primer 0.13 Za datu matricu nacéi broj svih kvadratnih podmatrica matrice

Podmatrica formata 2 x 2 ima = 18 neke od njih su su:

4 -1 1 2
A=|7 5 3 6
0 8 9 -3 21
4 3
Podmatrica formata3x31ma(3) < 3 ) =41itosu
4 -1 1 4 — 2 4 1 2 -1 1 2
7 5 31, 7 5 6 , 7 3 6 i 5 3 6
0 &8 9 0 8 =3 09 -3 8 9 -3
3
2

2

4 —1 4 2 5 3 4 1
0O 8 |7 |76 89| |7 3|7
. . 4 3 ..
Podmatrica formata 1 x 1 ima ( 1 ) ( 1 ) = 12 neke od njih su:

(4] [=r] [r]s [2] [5]e

Zmaci ukupan broj kvadratnih podmatrica u ovom primeru je:

BIOEOI N6



Definicija 0.14 Kvadratna matrica A = [a;;]n, je simetri€na ako su svi
elementi simetricnit u odnosu na glavnu dijagonalu isti. Elementi glavne di-
jagonale su ayy, ago, . . ., Gpy .

Napomena: Kod simetriénih matrica vazi da je AT=A.

Definicija 0.15 Matrica koja je istovremeno transponovana i konjugovana
oznacava se sa A" ili A* i zove se hermitovana matrica.

Tako da ako je matrica A realna matrica onda je AT = AH.

Definicija 0.16 Trag kvadratne matrica A = [a;;]nn 0znacava se sa tr(A)
1 on je jednak zbiru svih elemenata na glavnoj dijagonali, odnosno

tT(A) = Q11+ Qg + ...+ Qpup-

Teorema 0.17 Za kvadratne matrice A = [a;jlnn @ B = [bij]nn vaZe sledece
osobine:

1. tr(AT) =trA
r(k-A)=k-tr(A)

2. tr(k- A)

3. tr(A+ B) =trA+trB
4. tr(A—B)=trA—trB
(

5. tr(A- B) = tr(B - A)

0.2 Operacije sa matricama

Definicija 0.18 Zbir matrica A = [ai;lmn @ B = [bijlmn koje su istog for-
mata, mn, definise se sa:

[@ij]imn + [bijlmn = [aij + bijlmn-

Matrice se mogu sabirati ako i samo ako su istog formata. Rezultujuca
matrica je takode istog formata kao i matrice koje se sabiraju. Elementi u
rezultujucoj matrici se dobijaju tako Sto se sabiraju odgovarajuci elementi
na odgovaraju¢im pozicijama. Ako su matrice razlicitog formata one se ne
mogu sabrati.

ail aiz Az + bi1 Do b13 _ ay; +bn ae + bio a13+bl3
Q91 G2 G923 bai by bas a1 +ba1 g + by agg +beg |
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Teorema 0.19 Za matrice A = [aijlmn, B = [bijlmn @ C = [¢ijlmn vaZe
sledece osobine sabiranja matrica:

1. A+0=0+A=A

2.A-A=0

3. A+ B=B+A
4. A+ (A)=(-A)+A=0
5. (A+B)+C=A+ (B+C)

Definicija 0.20 Mnozenje matrice A = [a;j|mn sa skalarom (brojem) o definise
se sa:
aA = afaijlmn = [0Gij]mn-

Svaki element unutar matrice se pomnozi sa skalarom (brojem) «.

a- ann iz a1z | _ | @4nn @ajz Qa3
21 Q22 (23 Qa1 CQa (Gz23

Teorema 0.21 Za matrice A = [ai;]mn, B = [Dijlmn ¢ C = [Cijlmn t skalare
a 1 8 vazZe sledece osobine mnoZenja matrice skalarom:

1. a(A+ B)=aA +aB
2. (a+p)A=aA+ A
3. (a-B)A = Blad)
4. T-A=A-T=A

Definicija 0.22 Proizvod matrica A = [a;j|mk @ B = [bij]kn definise se sa:

k
[ai]‘]mk [bZ]]kn: [ailblj + ai2b2j +...+ aikbkj]mn:[cij]mn gde je Cij:Z aipbpj'
p=1

Definicija 0.23 Element matrice AB na mestu (i, j) dobija se kao skalarni
proizvod i-te vektor vrste matrice A = [a;;]nn 1 j-te vektor kolone matrice
B = [bijlun, tj. AB = [a;1byj + ai2baj + ... + @inbpjlnn.



Matrice A,,, i B,, se mogu pomnoziti samo ako je broj kolona matrice A
jednak broju vrsta matrice B (tj. n = r), a rezultuju¢a matrica je formata
ms. Svaki element unutar matrice dobija se po formuli

k
Cij = aipbm. = ailblj + aigbgj -+ ai3b3j + ...+ Cl,mbnj.
p=1
Primer:
a1 a2
Ao+ Bon — b1 bia bis -
32 - Dg3z =| aA21 AQA22 b b b =
a a 21 b2z Dag |,
31 32 | 4
a11b114a19ba1  a11b12taiobay  a11b13+ai2bas
ag1b114a22ba1  agbiatagbyy azibiztassbasl = Css
as1b11+asgba asibiatasebay  asibistassbas

Element matrice Cs3 na poziciji (2,3) oznacava se sa o3 i dobija se kao
skalarni proizvod vektora (agi,as2) i (b3, b23), tj. skalarni proizvod vektora
koji se nalazi u drugoj vrsti matrice A i vektora koji se nalazi u trecoj koloni
matrice B. Element co3 = a91b13 + ag2b23. Analognim postupkom dobijamo
sve ostale elemente matrice C.

U opstem slucaju za proizvod matrica A,,; By, element ¢;; na mestu (4, j)
rezultuju¢e matrice C' dobija se racunanjem skalarnog proizvoda i-te vrste
matrice A, 1 j-te kolone matrice By, i to tako sto se odgovarajuéi elementi
posmatrane vrste i kolone mnoze i svi proizvodi saberu, odnosno ¢;; = a;1b1;+
aingj + ...+ aikbk]‘.

Komutativnost kod matrica ne vazi:

A-B#£B-A.

Na ovom primeru vidimo da komutativnost kod matrica ne vazi. Cak
nisu ni istog formata.

1 1 12 -1
(12 -1]-|{0o|=[-1] i [O0]-[1 2 —-1]=|00 O
2 2 2 4 =2

Napomena: Za matricu A = [a;j]xn 1 jediniénu matricu Iy, vazi:

A-IT=1-A=A.
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Napomena: Matrice formata 1 x 1 identifikujemo sa skalarom, pa je:

[-2]-[5]=[5]-[-2]=[-10]
Primetimo da u prethodne dve napomene, tj. u prethodna dva specijalna
slucaja vazi komutativnost.

Takode mozemo da pomnozimo slede¢e dve matrice iako nisu odgovarajuceg
formata, jer matricu formata 1 x 1 tretiramo kao skalar.

1 1 3
[3]-| 2 |=|-2]|-[3]=]| -6
3 3 9

Zmaci matrice A i B mogu se pomnoziti samo ako je broj kolona matrice A
jednak broju vrsta matrice B tj. A;iBin = Con.

Teorema 0.24 Za skalar o i matrice A = [aij|nn, B = [bijlnn 1 C = [Cij]nn,
vaze sledece osobine:

1. A(BC) = (AB)C

2. A(B+C) = AB + AC

3. (A+ B)C = AC + BC

J. a(AB) = (aA)B = A(aB)
5. IA=AI = A

Vektor ¥ = x11 + 227 + x3k u matricnom obliku zapisuje se na sledeci
nacin:

Iy
- g e "4 def T
T =i+ 1) + a3k = (01, 20,23) = | 22 | =] 71 T2 73 | .
T3
Matricu A = [a;;}m, mozemo zapisati na slede¢i nacin:

a1 a2 ... Qip
21 Q22 ... QA2n | def

AQm1 Am2 ... Omn
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. def
gde je a; = [ay ay ...

ami|T za i€ {1,2,...,n}.

Svaka matrica kolona a; i svaka kolona matrice [a;;] . jesu vektor iz pros-
tora R™, to jest uredena m-torka realnih brojeva.

Isto vazi i za vektor dimenzije n, tj. uredenu n-torku

I
T
-
= (21,Tay ..., &n) = [T1 T2 ... T, = )
Tn
Definicija 0.25 Matrica A = [a;j|mn formata m X n mnoZi se sa vektor

kolonom x = (x1, 3, . .

a11  Aa12

Q21 A22
Ax=

Am1  Am2

., Tp) 1 dobija se matrica Ax formata m x 1:

1li na drugi nacin moZemo zapisati ovako:

a1 19 RN QA1n
921 929 Ce Aoy,
Am1  Am2 Qmn

A1n T a11T1 + a12X9 + ... + a1p,T,
Aoy, X9 211 + A92T9 + ...+ QopTy
Amn mn S nl Am1T1 + Am2T2 +...+ AmnTy mil
T a1 Q12 Q1n
X2 21 22 A2p
=1x . +x9 “+...4+x, =
Tn am1 Am2 Amn

=zat +z0a® + ... + z,a"

Primer 0.26 U fudbalskom timu treba da se kupi oprema za igrace. Za
zenski tim su potrebne magice, Sorcevi i lopte u sledecoj kolicini 20, 25, i 15.
Za musk: tim su takode potrebne majice, sorcevi i lopte u sledecoj kolicini 15,
281 18 . Kod snabdevaca svaka majica kosta 10 evra sorc 15 evra a lopta 20
evra. Koliki je trosak Zenskog tima i koliki je troSak za muski tim?

Resenje: U matricu A ¢emo smestiti listu potrebnih narudzbina, a u
matricu B cene odgovarajué¢ih narudzbina.
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20 15
A=125 28| i B=[10 15 20 |
15 18

Trosak nabavke cele opreme dobi¢emo kada pomnozimo matricu B sa
matricom A

20 15
B-A=[10 15 20]-| 25 28 | =[875 930 ].
15 18

Iz rezultujuée matrice zaklju¢ujemo da je trosak zenskoog tima 875 evra,
a muskog tima 930 evra.

0.3 Stepenovanje matica

Definicija 0.27 Ako je A = [aij]un kvadratna matrica tada je A° = I, i
AF = A1 A,

Teorema 0.28 Za skalare k,m i matricu A = [a;j], vaZe sledece osobine:
1. AF . A™ = Aktm
2. (AF)m = Akm

Primer 0.29 Odrediti A™ ako je
0 1
a=]01]
2 _ 4 4|01 01T} |1 0]_
w=aa= ][V o]=10 1]

3 42 4|10 01
A°=A A_{Ol] [10}—114—14

Pa zakljucujemo ako je n paran broj A" = I, a ako je n neparan broj
A" = A.
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Primer 0.30 Izracunati A™ gde je n € N ako je:

11
1177 11 11 1 2
_ 2 __ _ _
Zan=2 A"=1. 1| =|( 01 |01
1 2 11 1 3
_ 3 A2. A — ) =
Zan=3, A°=A°-A {01] {011 [011.

Dokazac¢emo indukcijom. Pretpostavimo da vazi za k dokaza¢emo da vazi

za k + 1.
12 1k
01 0 1

Ak+1:1k_11:1k+1
0 1 0 1 0 1
17" 1
01| |01
tivne pretpostavke smo dokazali da je tvrdenje zadovoljeno za svaki prirodni
broj N.

Tvrdenje vazi za n =1 jer je pa na osnovu induk-

0.4 Definicija determinante

Definicija 0.31 Neka je A = [aj|nn proizvoljna kvadratna matrica reda n
gde je n € N. Tada je det, preslikavanje (funkcija) A — detA definisano
kao:

det A = (—1)I”U(f)a1f(1)a2f(2) Ce anf(n)

gde je Inv(f) broj svih inverzija permutacije f € S,, gde je S, skup svih
permutacija skupa S = {1,...,n}.

Koristicemo samo matrice ¢iji svi elementi su realni brojevi a;;.

Drugim re¢ima determinanta u oznaci det jeste funkcija koja preslikava
skup svih kvadratnih matrica reda n M, u skup R, gde je R polje
realnih brojeva nad kojim su definisane te matrice, odnosno
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det : M,,,, — R.

Evo kako se obelezava determinanta matrice A = [a;;]nn-

aip a1z ... QGip aip G2 ... Qi

21 G2 ... QG2g 21 G2 ... Q(2¢
det A=det|a;;|n,=det . L ) = . .

ap1 Qp2 ... Gpp Qp1 QAp2 ... Gpp

0.5 Razlaganje determinate
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Definicija 0.32 Neka je A matrica. Izostavljanjem proizvoljnog broja vrsta

i proizvoljnog broja kolone matrice A dobija se podmatrica matrice A.

Definicija 0.33 Minor matrice A = [a;j],, elementa a;; matrice je dete-
rminanta podmatrice koja se dobija od matrice A izostavljanjem i-te vrste 1
Jj-te kolone. Minor koji odgovara elementu matrice a;; oznacava se sa M;;.

Definicija 0.34 Kofaktor A;; (ili algebarski komplement) elementa a;;
mesta (i,7) matrice A je

Ay = (=1)" M.

il

Primer 0.35 Za matricu A = [a;;]s33, izracunati minor Mz i kofaktor Ass.

@11 a2

Mys =
s az1 Aas2

— ; _ 2+3 _
= aj1a3s — a12a31 1 Aoz = (—1)77° Moz = — Mos.

Neka je A=|a;j|n, kvadratna matrica. Determinante od A=[a;;]n, su:

n=1 det[an] = |(111| = ai1
o a1 Q2 | | Q11 aiz2 |
n=2 det = = 11022 — Q120921
21 Q22 A21 (22
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Determinanta drugog reda tj. formata 2x 2 racuna se tako sto se pomnoze
elementi na glavnoj dijagonali, pa od toga oduzmemo pomnozene elemente
na sporednoj dijagonali.

Determinantu treceg reda tj. formata 3 x 3 mozemo izracunati razvija-
njem po bilo kojoj vrsti, na primer po i-toj vrsti, tako sto svaki elemenat -te
vrste a;;, pomnozimo sa (—1)"7 a zatim pomnoZimo jo§ sa determinantom
podmatrice koja je dobijena uklanjanjem ¢-te vrste i j-te kolone i sve takve
proizvode saberemo. Drugim recima, determinanta se izracunava tako sto se
svaki elemenat neke vrste pomnozi sa njegovim kofaktorom A;; = (—1)" M;;
i svi ti brojevi saberu.

[zracunavanja determinante terceg reda ,razvijanjem po prvoj vrsti ”
(analogno je i za preostale vrste):

ailz aig Aais
o Q22 Q23 21 Q23 21 Q22
Qo1 @G22 QG23 | = 411 — Q12 + a3
32 Aa33 a31 ass a31 Aa3z2
az1 asz 33

= a11(a22033 - a23a32) - Cl12(a21a33 - a23a31) + a13(a21a32 - a22031)

= (11022033 — A11023032 — A12021033 + Q12023031 + 413021032 — A1302203] -
Radi kreceg zapisa, evo kako izgleda razvijanje determinante po prvoj vrsti:

a1; Qa2 Qi3
_ Q22 (23 21 (23 Q21 Q22 |
Qg1 Q2 G23 | = A11 — Q12 + a3 =
32 A33 a31 Aas3 31 Aa32
a31 daszz2 G33

= a11 My — a1oMis + a3Miz = a1 A1 + a1gdia + a13Ass.

Analogno ovom postupku razvijanja determinate po prvoj vrsti, deter-
minantu mozemo racunati razvijanjem po bilo kojoj vrsti ili koloni. Obi¢no
odaberemo vrstu ili kolonu koja ima najvise nula, jer je racun najkradi.

Razvijanje determinante tre¢eg reda po drugoj koloni je:

ailz aiz ais
o 21 Q23 a1; a3 a1 aiz | _
Q21 Qg2 Q23 | = —a12 + ag9 — a3 =
31 Aas33 a31 Aass (21 Q23
az1 asz Gas3
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= —a12M3 + ago Moy — azoM3zy = a12A12 + a2 Asy + azp Asy.
Evo prikaza racunanja determinate matrice A = [a;;]s3 razvijanjem po
svim vrstama:
det[aij]?)?) = ay My — aroMis + ar13Ms
= —ag My + ags My — azzMps
= az1 M3z — aza M3o + azzs M3

1 svim kolonama
detla;j|ss = a1 M1y — ao1 Moy + az M,

= —a1oMia + age Moo — azo Mo
= a13 M3 — agg Moz + aszsMss.

Primetimo da smo determinantu tre¢ega reda racunali pomocu 3 dete-
rminante drugoga reda. Ocevidno je uopstenje racunanja determinante n-tog
reda pomoc¢u n determinanti (n — 1)-vog reda.

Lema 0.36 Jos jedan zapis razvijanja determinante po prvoj vrsti

ail ai2 a13
a1 a2 a23
azi asz2 a3s

a21  a22

—=(—1)1+1D)
=1 a1t as1  as2

a22 az3 —1)(1+2)a12
as2 as3

a1 a3 (1+3)
—1 ais
asl  ass }-K )

Slede¢e dve teoreme su uopstenje leme 0.36 razlaganja po prvoj vrsti

ail aiz Aais
agn  agy ags |=(—1)Vay My +(—1)FDay Mig+(—1)3Fa3 M5
az1 asz 33

i dokaz je analogan za n X n, tj. suma koja predstavlja vrednost determi-
nante koja ima n! ( n faktorijel ) sabiraka razbija se na n suma, tako da
u definiciji determinate prvo uzmemo sumu koju daju sve permutacije koje
imaju jedinicu na prvom mestu, zatim sumu koju daju permutacije koje
imaju dvojku na prvom mestu i tako dalje do sume koju daju permutacije
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koje imaju na prvom mestu broj n. Te sume ¢e redom biti bas brojevi
art A, aiAie, ... a1 A,
Tako se dolazi do tvrdnje sledec¢e dve teoreme.

Teorema 0.37 Determinanta matrica A = [a@-j]nn se moze razloZiti po i-toj
vrsti pomocu minora na sledeci nacin:

det A = i(—l)”kaikMik i={1,2,...,n} odnosno
k=1
det A = (=1)"ay My + (=1)2a; oM + ... + (=1)""a, M;,.
ili po j-toj koloni
detAzXn:(—l)kHaijkj j=11,2,...,n}.
k=1

Teorema 0.38 Determinanta matrice A = [a;j]nn se moZe razloZiti i pomocu
kofaktora na sledeéi nacin. Razlaganje po vrstama

detA:ZaikAik z={1,2,,n}
k=1
ili po kolonama

detA:Zaijkj j=11,2,...,n}.

k=1
Primer 0.39 Razlaganje matrice A = [a;j|nn po prvoj vrsti

det A = a1 A + a1pAia + ...+ an A,

lako je razlaganje po vrstama prva osobina determinanti stavljena je u
posebno poglavlje iz metodickih razloga, sada sledi poglavlje gde se navode
ostale osobine determinanti koje se u praksi koriste radi lakseg racunanja
vrednosti determinante pogotovo kada su one ve¢eg formata. U inzenjerstvu,
fizici, prilikom obrade velikih podataka, i drugim oblastima, dolazi se do
potrebe za ra¢unanjem velikih formata determinanti koje se ne mogu izracunati
ni koris¢éenjem racunara. Tako da se onda primenjuju metode primenjene lin-
earne algebre i numericke analize da bi dosli do Sto ta¢nijeg pribliznog resenja
determinante.
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1 0 =2
Zadatak 0.40 Izracunati vrednost determinante |—1 1 —2|:
5 1 0

a) razvijanjem po prvoj vrsti,
b) razvijanjem po prvoj koloni,

¢) razvijanjem po trecoj koloni.

Resenje:

1 0 -2
a) -1 1 —2

5 1 0

1 -2 -1 =2 -1 1

— 1. (_1\1+1 . C(_1\14+2 . C(_1)\14+3 .
SR i R N i P NN

1 -2 -1 -2 -1 1
-l o e 5

1-(0+2)—0—2-(—1-5)=2+12 =14,

1 0 -2
by [-1 1 —2
5 1 0
1 -2 0 -2 0 -2
_ (1 141, . C(_1)2+1 C(_1)\14+3
R e o e e e NV
1 -2 0 -2 0 -2
:1"1 o‘_(_l)"1 o‘+5"1 —2‘
=1-04+2)+1-(04+2)+5-(0+2)=2+2+10=14.
1 0 =2
c)|l-1 1 =2
5 1 0
-1 1 10 0
_ _9 . (_1\14+3 . _ C(_1)\24+3 . C(_1)\3+3 .
=2 [T e o ape |
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:_2"—1 1 10 1 0‘

5 1‘_(_2)"5 1 -1 1
=2 (-1-5)+2-(14+0)+0=12+24+0=14.

[+

0.6 Osobine determinanti

Teorema 0.41 Determinanta matrice A = [a;;]nn jednaka je determinanti
njoj transponovane matrice B = [bilun = A", Znaci za a;; = bj; je:

det AT = det A = det B.

Zahvaljujuéi teoremi 0.41, sve osobine determinante koje se dokazu
za vrste, vazice i za kolone. Zato je dovoljno dokazivati samo teo-
reme (osobine determinante) koje se odnose na vrste matrica.

Teorema 0.42 Determinanta jedinicne matrice I formata n X n, ¢iji su svi
elementi na glavnoj dijagonali jedinice a van nje nule, jednaka je 1.

1 0 . 0

01 ... 0
detI =] . . 1 =1.

0 0 1

Posledica teorema 0.37 1 0.38

Teorema 0.43 Ako su svi elementi koji se nalaze ispod glavne dijagonale
matrice A = [a;;]nn jednaki nuli, tada determinanta matrice jednaka je proizvodu
elemenata na glavnoj dijagonali.

@11 a2 aiz ... Qip
0 axp axy ... a n
det A = 0 0 ass ... Qop | = H Q. = A11G922 . . . Qpp .-
A k=1
0 0 0 ... apu

Posledica teorema 0.37 1 0.38
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Teorema 0.44 Ako su svi elementi koji se nalaze ispod sporedne dijago-
nale matrice A = [a;j]nn jednaki nuli, tada determinanta matrice je jednaka

proizvodu elemenata na sporednoj dijagonali, koji se mnozi jos sa (—1)(2> =

(_1> n(n—1)

amn - a12  G1p-1 Qin
ag ... Gz azp1 0 (,L) n
2
det A= 31 ... a3np—2 0 0 | = (—1) Hak nal—k-
S PR k=1
Ap1 .- 0 0 0

Posledica teorema 0.37 1 0.38

Teorema 0.45 Neka je matrica A, dobijena tako $to su u matrici A, dve
vrste (kolone) zamenile mesta. Tada je det Al = — det A,,.

Teorema 0.46 Ako su svi elementi i-te vrste (kolone) matrice A = [a;;]nn
jednaki nuli, tada je det A = 0.

Dokaz: Razvijanjem determinante po vrsti ¢iji su svi elementi 0 dobijamo
detA = Z(—l)”ja”]\/lﬁ = Z(—l)lJrj -0- Mij = 0.
j=1 j=1

Primer determinante ¢iji su svi elementi druge vrste jednaki 0.

ay; a1 ... QAip
0 0O ... O

:OA21+0A22+A23++0A2n:O
an1 QAp2 ... Qnpp

Teorema 0.47 Determinanta se mnozi skalarom « tako $to se svi elementi,
samo jedne proizvoljne vrste (kolone), pomnoze sa c.

Dokaz:

adet A =« Z(—l)”‘jaijMij = Z(—l)i+j(04 : a/ij)Mij-
j=1 i=1
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Primer mnozenja determinante sa skalarom u kome je prvo prva vrsta pomnozena
sa skalarom « a nakon toga n-ta kolona pomnozena sa skalarom «

ay; a2 ... QAip aa;; . ... QQip a;;y a1 ... Qa1p

a21 Q292 ... Q9 921 929 e Aon a921 QA29 ... QAgp
a- . . . = . . . . = . . .

Ap1 Ap2 ... Qpp QAp1 (07%) e QApn Ap1 Ap2 ... OQpp

Prema tome, determinanta se mnozi skalarom tako Sto se svi elementi samo
jedne vrste (kolone) pomnoze tim skalarom.

Posledica 0.48 Na osnovu Definicije 0.20 i Teorema 0.47 sledr sledeca tvrd-
nja za matricu A = [a;j|n, @ skalar o

det(aA) = o™ det A.

Teorema 0.49 Ako su dve vrste (kolone) u kvadratnoj matrici A = [a;;|nn
iste, tada je det A = 0.

Dokaz: Ako umatrici A dve vrste, koje su iste, zamene mesta, po teoremi
0.45 determinanta ,nove” matrice razlikuje se od determinante matrice A
samo u znaku. Pa dobijamo da je det A = — det A odakle sledi da je det A =
0.

ay; a2 ... Qip

21 A9 ... QA9p
detA=| a1 Q2 ... Qip | =0

Ap1 Ap2 ... Qpn

U ovoj determinanti prva i tre¢a vrsta su jednake tako da je vrednost deter-
minante 0.

Teorema 0.50 Ako su dve vrste (kolone) matrice A = [a;j]nn proporcionalne,
odnosno linearno zavisne, tada je det A = 0.

Dokaz: Kako su vrste (kolone) pomenute matrice A = [a;j]n, propor-
cionalne mozemo izvuéi faktor proporcionalnosti ispred deteminante (Teo-
rema 0.47) tako da u determinanti ostaju dve jednake vrste (kolone) tako da
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je determinanta jednaka nuli po prethodnoj Teoremi 0.49,

ai a19 Ce Q1np

aa;p ol ... Al
det A =

(0751 (07%)) RN Apn

a11
a1

Qn1

a12
Q12

Qp2

A1n
Q1n

ann

21

U ovom primeru prva i druga vrsta su proporcionalne. Izvlacenjem skalara
« ispred determinante, u determinanti prva i druga vrsta su iste tako da po
prethodnoj Teoremi 0.49 vrednost determinante je 0.

Definicija 0.51 Ako je A kvadratna matrica reda n i v = (o, g, .
vektor, tada je A,, matrica dobijena od matrice A tako $to je i-ta vrsta za-

menjena redom sa A1, A2y o ooy Oy
ai;pr a1 ... Qip
o1 A92 ... QAgp
A= ,
;1 Qo ... Qip
| Qp1 Qp2 ... QApp |

Teorema 0.52 Ako je A kvadratna matrica reda n,

Yy = (ﬁil,ﬁiz, .

a1
21

Q12
@22

(79

Ap2

r = (1, i, - -
. Bin) su vektori, tada je det Ay, 4., = det A,, + det A,,.

Q1n
Q2p,

Uin

ann

*

Cy Q)

CYZ'n) 1

Dokaz: Primetimo da matrice A, i A,, imaju sve iste vrste kao i matrica
Ayiiy:, 1zuzev i-te vrste. Jasno je dai-ta vrsta matrice A, je (au,, v, -

i da i-ta vrsta matrice Ay, je (B, Bi,, - - -

a1 19 e Q1n
921 929 Ce Qon,

a1 + B aue + Bio in, + Bin

Qp1 (07%) P Qpn

a1
21

Gn1

75271)

Q12
22

;2

Ap2

Q1n
A2p

Qi

ann

ay
a21

Ba

anl

Q12
22

B

An2

. ,Oéin)

Q1n
Q2n

B

ann
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Razvijanjem determinante po elementima ¢—te vrste dobijamo:

n

det Azﬁ-yi = Z(Ozij + BZJ)AZJ = Z aiinj + Z Biinj = det Axl + det Ayi.

Jj=1 Jj=1 J=1

Teorema 0.53 Determinanta matrice se ne menja ako je i-ta vrsta (kolona)
matrice A = [a;;]nn pomnoZena sa « i dodata j-toj vrsti (kolont), i # j.

Dokaz: Ako determinanti matrice A = [a;;]nn, i—tu vrstu pomnozimo sa
a i dodamo k—toj vrsti, dobijamo:

a1 a12 ce Q1n

921 929 Ce A9y,

;1 (07D) Ce Qin

a1 + aa;y agz + Qg .. Qg T A4y

QAn1 (05%) Ce Apn
ai; a2 ... QAip a1y 19 Ce QA1np
21 A22 ... Q9n 921 929 RN Qon,
;1 Qo ... Qip ;1 (070) RN Qin

+ ) . ) =det A+ a-0=det A.

a1 arp2 ... Qg aa;1 Ay ... QQip
[ 7) Qpn Gn1 An2 Qpn

Druga determinanta je jednaka nuli po Teoremi 0.50 jer su :—ta i k—ta vrsta
proporcionalne.

Teorema 0.54 Ako su A = [aijlpn @ B = [bijlnn kvadratne matrice reda n
tada je:
det(AB) = det A - det B.
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Primer 0.55 Izracunati determinantu koriséenjem osobina determinanti.

e = Q
— Q2 2

D=

a
a
a
1

e 2 @ =

a a

Resenje: Prvo elementima prve vrste dodajemo elemente druge, trece i
cetvrte vrste. Nakon toga izvuéemo (3a + 1) ispred determinante Teorema
0.47. Dalje prvu kolonu pomnozimo sa —1 i dodamo je prvo drugoj, trecoj
pa cetvrtoj koloni, Teorema 0.53 i dobijamo:

3a+1 3a+1 3a+1 3a+1 1 1 1 1
a 1 a a a 1l a a
D= a a 1 a =(Ba+1) a a 1 al
a a a 1 a a a 1
1 0 0 0
- a l1—a O 0 - 3
=(3a+1) S l—a 0 =Ba+1)(1-a).
a 0 0 1—a

Razvijanjem determinante po prvoj vrsti dobili smo da je D = (3a+1)(1—a)3.

Primer 0.56 Izracunati determinantu koriscenjem osobina determinanti.

a a a a
D:abbb
a b ¢ c
a b ¢ d

Resenje: Prvo ¢emo prvu vrstu pomnoziti sa —1 i dodati drugoj, trecoj
i cetvrtoj vrsti. Nakon toga drugu vrstu mnozimo sa —1 i dodajemo trecoj
i cetvrtoj vrsti. Zatim, tre¢u vrstu mnozimo sa —1 i dodajemo ¢etvrtoj vrsti.

a a a a a a a a a a a
b—a b—a b—a 0 b—a b—a b—a 0 b—a b—a b—a
b—a c—a c—a 0 0 c—b c—b 0 0 c—b c—b
b—a c—a d—a 0 0 c—b d—5b 0 0 0 d—c

o O O
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Odavde zakljucujemo da je vrednost date determinante D jednaka je proizvodu
elemenata na glavnoj dijagonali D = a(b— a)(c— b)(d — ¢) po Teorema 0.43.

0.7 Inverzna matrica

Da bismo dali definiciju inverzne matrice moramo prvo da ponovimo neke
pojmove i da definisemo nove.

U poglavlju Determinante data je definicija minora M;; (Definicija 0.33).
Minor M;; matrice A je determinanta podmatrice matrice A koja se dobija
uklanjanjem i-te vrste i j-te kolone matrice A.

Takode je u poglavlju Determinanti data definicija kofaktora A;; (Definicija
0.34). Kofaktor A4;; matrice A je A;; = (—1)" M;;.

Sad sledi definicija adjungovane matrice od matrice.

Definicija 0.57 Ako je A = [aij]nn kvadratna matrica, tada njena adjungo-
vana matrica izgleda ovako:

T
A A oo A Ay Ao oo An
P R Ay, Asy oo A

gde su A;; odgovarajuci kofaktori .

Adjungovana matrica adj A dobija se od polazne matrice A tako sto se svaki
element a;; matrice A zameni sa njegovim odgovaraju¢im kofaktorom A;; i
zatim se tako dobijena matrica transponuje.

Adjungovana matrica oznacava se jos i sa A* = adj A.

Primer 0.58 Napisati adjungovane matrice date matrice A i B.

ayy  apo bll b12 b13
A:|: :| B = 621 b22 b23

ag1 A2
bsi  bsa  bss
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.
dj A = [A;; T _ |aza|  —|az| _ |ax|  —las|
“ Al l—’@m\ |a1] —laai|  fan|
[ | bao Das | bar b ba1  b2o
bsz b33 bs1 bs3 bs1 b3z
bia b b1 b b1 b
GiB=[B ] = | —|"2 " 1 bis | bir Do
@ Bishn ‘ bs2 b33 bs1 b33 bs1 b3z
biz b3 | b bz bir b1z
baz  ba3 ba1  bas ba1  ba2o

Primer 0.59 Napisati adjungovane matrice date matrice A i B.

2 0 -1
A:{_g _52} B=| 1 -3 2
-1 2 =2
T
N I T : T o - S
aa=| Py =155
-3 2] |1 2 1 =307
2 -2 1 =2 | -1 2
R R 2 -1 2 0
adj B = Bl = ‘2 —2 1 =2 —1 2
0 —1] |2 -1 2 0
| -3 2 12 1 -3 |
2 0 -17" 2 -2 -3
— |2 5 4| =| 0 -5 =5
-3 —5 —6 1 —4 —6

Definicija 0.60 Kvadratna matrica A = [a;j|n, ima inverznu matricu ako i
samo ako postoji matrica X,, tako da vazi AX = XA = 1,. Tada kazZemo
da je matrica X inverzna matrica matrice A, koja se u literaturi oznacava

sa A7V (. X = A7)

Drugim re¢ima kvadratna matrica A,, ima inverznu matricu A, ! ako i
samo ako vazi

AA Y =1, = A1A,

gde je I, jedinicna matrica.
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Teorema 0.61 Kvadratna matrica A = [aij]nn ma inverznu matricu ako
i samo ako je njena determinanta razli¢ita od nule (det A # 0 ). Tada je
inverzna matrica A~ odredena sa:

Al = ~adjA.

det(A)

Definicija 0.62 Ako kvadratna matrica A = [aij]nn tma inverznu matricu
tj. det A # 0, tada se za matricu A kaZe da je regularna matrica. U
protivnom se za matricu A kaZe da je singularna matrica.

Odnosno ako je matrica A = [a;;]n, regularna ona ima inverznu matricu

AL

Teorema 0.63 Ako su A = [aijlnn ¢ B = [bij|nn Tegularne matrice, I, je
jedinicna matrica 1 o je skalar tada vaze sledece osobine:

1. AA7'=A1TA=1

2. (@A) =atAT!

3. (A Ht=A

4. TATP=A"1T=A"1

5. (AB)"' =B'A™! anewvazi (AB)'# A'B7L

Primer 0.64 Ukoliko postoji, odrediti inverznu matricu matrice A ako je

ona.
(1 2
oRF 4],
1 2
b) _2 4‘|7
[ 2 0 0
c) |-1 4 2.
0 -2 5

Resenge:
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a) Determinanta date matrice je det(A) = ‘;’ i‘ =4 -6 = —2. Kako je
adj(A) = _g _z , sledi
-4 - [1 1)

b) Kako je determinanta date matrice det(A) = ; i’ =4—4=0, data

matrica je singularna, tj. nema inverznu matricu.

¢) Razvijanjem po prvoj vrsti, dobija se da je determinanta date matrice

2 00 4 9
det(A)=|-1 4 2—2-’ =2-(20—(—4)) =2-24 =48.
-2 5
0 -2 5
Odgovarajuéi kofaktori su:
4 2 -1 2
_ (_1\1+1 _ _ (_1)1+2 _
A = (-1) 9 5 24, A =(-1) 05 5,
-1 4 0 0
A13 — (_1)1+3 0 —2 ’ =2, A21 — (_1)2-1—1 o 5 =0,
2 0 2 0
Agg = (—1)2+2 0 5 ’ = 10, Agg = (—1)2+3 0 _9|= 4,
00 2 0
A31 — (_1)3+1 19 ’ =0, A32 — (_1>3+2 19 _ _4’
2 0
— (_1)3+3 _
Asz = (—1) 1 4 8.
Stoga je adjungovana matrica date matrice
24 5 217 24 0 0
A =10 10 4 =15 10 —4], ainverzna
0 —4 8 2 4 8
1 1 24 0 0
A7l = adj(A)=— 15 10 —4
det(A) Blg 4 3
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1 2 —1
Primer 0.65 Nadéi inverznu matricu A~ za datu matricu A= | 1 —2 —1
3 4 =2

Resenje: Prvo treba da se izracuna determinanta matrice A da bi videli
da li za datu matricu postoji njena inverzna matrica. U ovom primeru

det(A) = —4 $to znaci da postoji njena inverzna matrica.

-2 1] |2 -1 2 1]

4 =2 4 =2 -2 -1

1 1 -1 1 -1 1 -1

-1 _ . ) = | — -

A= qay A= ‘3 -2 3 —2‘ 1 —1‘

1 -2 |12 12
|3 4 3 4 1 -2 |

Tako da nakon rac¢unanja dobijamo inverznu matricu A~

] 8 0 —4
A*1:—4 -1 1 0
- 10 2 —4

Ako Zelimo da proverimo da li je dobro izracunata matrica A~! treba da
je pomnozimo sa matricom A i kao rezultat da dobijemo jedini¢nu matricu
I odgovarajuceg formata. Znaci A- A1 = A"1. A=1.

112—1 8 0 —4 1 00
A-A*1:—4 1 =2 =1 |- =11 of|l=l01o0o0
13 4 —2 10 2 —4 0 0 1

Kada posmatramo kvadratne matrice vazna klasa medu kvadratnim ma-
tricama su regularne matrice. Evo nekoliko veoma vaznih ekvivalentnih
definicija regularne matrice.

e Kvadratna matrica A je regularna ako i samo ako je det(A) # 0.
e Kvadratna matrica A je regularna ako i samo ako postoji A~

e Kvadratna matrica A je regularna ako i samo ako nula nije karakteri-
sticni koren matrice A.
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e Kvadratna matrica A je regularna ako i samo ako su sve vrste matrice
A nezavisni vektori.

e Kvadratna matrica A je regularna ako i samo ako su sve kolone matrice
A nezavisni vektori.

e Kvadratna matrica A je regularna ako i samo ako ne postoji vektor
(matrica kolona) = # 0 takav da je Az = 0.

e Kvadratna matrica A je regularna ako i samo ako je njen rang jednak
broju njenih vrsta (kolona) tj. njenom redu.

e Kvadratna matrica A je regularna ako i samo ako je ona matrica nekog
odredenog sistema linearnih jednacina.

0.8 ReSavanje matri¢cnih jednacina

Matri¢ne jednacine resavaju se slicno kao i jednacine sa realnim koeficije-
ntima ¢ije su nepoznate isto iz skupa realnih brojeva. Neki primeri matri¢nih
jednacina:

AX =B; 24ABT=CX —5IX ili A®=(I-2B)+3X.

Kod resavanja matricnih jednacina moramo voditi ra¢una o tome da li
su matrice odgovarajuéeg formata izmedu navedenih operacija (pogledati
Definicije 0.18, 0.22). Prilikom resavanja matricne jednac¢ine mozemo koris-
titi osobine matrica koje su date u Teoremama 0.10, 0.17, 0.21, 0.24 i 0.63.

Takode treba voditi racuna da komutativnost kod matrica ne vazi AB #
BA. Kada mnozimo neku matri¢nu jednac¢inu matricom W treba da pomno-
zimo i levu i desnu stranu jednacine sa matricom W. Razlika od obi¢nih
jedna¢ina (ne matricnih) je u tome da kod matricnih jedna¢ina moramo
da vodimo racuna o tome sa koje strane vrsimo mnozenje jednacine. Kod
matricnih jednac¢ina mnozenje moramo da izvrSimo sa iste strane, jer ne
vazi komutativnost. Tako da, ako matri¢nu jednacinu AX = B zelimo da
pomnozimo sa matricom W sa leve strane dobicemo WAX = WB a ne
WAX # BW. Ako istu tu matri¢nu jednac¢inu zelimo da pomnozimo sa
matricom W sa desne strane onda ¢e ona izgledati ovako AXW = BW.
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Kod nemari¢énih jedna¢ina na primer (z — 2)(x + 3) = 0 vazilo je da je
izraz jednak nuli ako i samo ako je (z —2) =01ili (x+3) =0, tj. z =2 ili
x = —3. Kod matri¢nih jednacina to ne vazi. Ako je data matri¢na jednacina
AB =0 ne zna¢i da je A=01ili B =0.

Kada pricamo o matri¢noj jednacini sve matrice koje figurisu u sklopu
matri¢ne jednacine moraju biti odgovarajuc¢eg formata tako da operacije koje
se nalaze izmedu njih mogu da se primene.

Primer 0.66 Resiti matricnu jednacinu AX + B = CX + 1 za date matrice
3 2 4 1 1 2
S R ) B P

Resenje: Da bi mogle da se izvrse operacije u matricnoj jednacini jasno
je da nepoznata matrica X mora biti formata 2 x 2 i jedini¢na matrica [
takode mora biti formata 2 x 2.

Kao i kod resavanja obicnih jednacina prvi korak je da se nepoznata
matrica prebaci sa jedne strane matricne jednacine a sve ostale matrice sa
druge strane. Tako da oduzimanjem matrice B a nakon toga i matrice C'X
i levoj i desnoj strani jednakosti dobijamo slede¢u jednakost:

AX -CX =1-B.

Dalje izvu¢emo matricu X ispred zagrade sa leve srane (u ovom primeru ma-
trica X moze da se stavi ispred zagrade samo sa leve strane jer komutativnost
matrica ne vazi) i dobijamo:

(A—C)X =1 - B.

Da bi ostala nepoznata matrica X sama sa leve strane ove matricne
jednacine celu jednacinu treba da pomnozimo sa (A—C)~! i to sa leve strane.
Znadiilevu (A —C)X idesnu [ — B stranu matri¢ne jedna¢ine mnozimo sa
iste strane u ovom primeru leve.

(A-C)y(A-O)X =(A-C)YI-B)
Kako je (A—C)"Y(A—C)=1T11iIX = X dobijamo

X =(A-0)'(I-B)
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Slededi korak je izracunati inverznu matricu od matrice A—C' = [ _? _g ] :

(A_Cyaz_l[_20} i I—B:{_E :;}

4 1 2
-2 0 -3 -1 6 2
. c s _ 1 - _1
Trazena matrica je X = — [ 1 92 ] [ 1 —9 1 1 [ 1 _5 ] .

Primer 0.67 Resiti matricnu jednacinu AX = C' — AB za date matrice
2 -3 1 11 1 20
A_{l 3]’ B_{lll]’ C_[—l —10]'
Resenje: Matri¢nu jedna¢inu pomnozimo sa leve strane sa maricom A~!

ATTAX =A7'C - AT AB
X=A4"C-B

Inverzna matrica A1 = % [ _i) ;) } pa je dalje
3 3 120 (11 1}_
-1 2 -1 -1 0 11 1|

1o 30] [r11]_1[-1 2 -1
T 9| -3 =4 0 1 11| 9|—-4 -5 -1

Primer 0.68 Resiti matricnu jednacinu AX = B za date matrice

11 -1 1 0
A_{l() 1]’ B_[Q —11'

Resenje: Format matice X je 3x2 jer marica AX mora biti istog formata

X=A'1C-B=

Q| -

a b
kao i matrica B tako da je matrica X = | ¢ d
e f
117 at+c—e b+d—f
AX = c d| = .
{1 0 1} e f { a-+e b+ f
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Kako je AX = B tada je are—c b+d_f}
a-+e b+ f
dobijamo sistem od cetiri jednacine sa 6 nepoznatih.
a + ¢ — e= 1
+ e= 2

1 0
= { 9 _1 ] odavde

Iz ove dve jednacine dobijamo da je a = 2 — e i

c=2e—1.
+ d — f= 0
b + f

1 dobijamo da je b =

Iz preostale dve jednacine

—1—-fid=2f+1.

Sistem je dvostruko neodreden i ima beskona¢no mnogo resenja. Skup resenja
matri¢ne jednacine AX = B je (a,b,¢,d,e, f) ={(2—a,—1—5,2a—1,25+
1,a, B)|Va, B € R}.

Primer 0.69 Resiti matricnu jednacinu AX = C' — AB za date matrice

4 6 011 2 20
A_[2 3}’ B_{l 2 1}’ 0_[—1 -1 3}
Resenje: Matricnu jednac¢inu mozemo zapisati u sledec¢em obliku X =
A71C — B. Kako je det A = 0 znaci da ne postoji A~! pa polaznu jednacinu

moramo resavati na neki drugi nacin.

5 . 2 20 6 16 10 | | -4 —-14 -10
PrvosracunamoC’—AB—[_1 1 3}—{3 3 5}—[_4 9 _2].

Format matice X je 2x3 jer matrica AX mora biti istog formata kao i matrica

. _la b c | 4a+6d 4b+6e 4c+6f
C—AB. Nepoznata matrica X = [d . f},aAX— [2a+3d 9% + 3¢ 20+3f}‘

Data matri¢na jednacina je AX = C — AB je

2a+3d 2b+3e 2c+3f -4 -9 =2

Odavde dobijamo sistem od 6 jednacina sa 6 nepoznatih. ReSavanjem
ovog sistema jednacina 4a + 6d = —4, 4b 4 6e = —14, 4c + 6f = —10,
2a +3d = —4, 2b + 3e = =91 2¢ 4+ 3f = —2 dobijamo reSenja polazne
matricne jednacine. Kako je ovaj sistem kontradiktoran znaci da polazna
matricna jednacina nema reSenja. Da je sistem bio takav da ima ta¢no jedno
reSenje onda bi i polazna matri¢na jednacina imala jedno resenje a da je
sistem bio neodreden onda bi i matricna jednacina imala beskona¢no mnogo
resenja (u zavisnosti od stepena neodredenosti imali bi toliki broj nepoznatih
parametara u matrici X).

{4a+6d 4b + 6e 4c+6f}_{—4 ~14 —10}
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0.9 Rang matrice

Definicija 0.70 Ako je podmatrica B, matrice A # 0, najveceg reda ¢ija
determinanta je razlicita od nule, tada je rang matrice A jednak redu pod-
matrice B. Rang nula matrice je nula. Rang matrice oznacava se sa rang A.

Odnosno, ako je minor M, matrice A # 0, najveéeg reda koji je
razli¢ita od nule, tada je rang matrice A jednak redu minora M.
Rang nula matrice je nula.

Rang jeste funkcija koja preslikava skup matrica u skup nenegativnih
celih brojeva po definiciji 0.70 tj.

rang : A — N U {0}.
Slede jos tri teoreme koje su ekvivalentne Definiciji 0.70

Teorema 0.71 Rang matrice A koja je razlicita od nula matrice je jednak
formatu njene najvece kvadratne podmatrice ¢ija je determinanta razlicita od
nule. Ako je matrica A nula matrica tada je rang A = 0.

Teorema 0.72 Rang matrice A je format njene reqularne kvadratne pod-
matrice, takve da su sve determinante kvadratnih podmatrica koje su veceg
formata jednake nuli, ako postoje.

Teorema 0.73 Rang matrice je funkcija koja preslikava skup matrica u skup
nenegativnih celih brojeva na sledeci nacin. Ako je A =0, tada je rang A =
0. Kadje A +#0, tada je rang A = r gde je r format najveéeqg minora koji je
razlicit od nule ukoliko postoji, a svi minori reda veéeg od r , ukoliko postoje,
jednaki su nuli.

Primer 0.74 [zracunati rang sledecih matrica:

e [Taa o] he) [V

2 1 2 1 2 1

_—_ o
PO N W
NI

0 = =
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6 -1 1 1 - 2 —4 2 1 0
1 3 -3 -3 {00} [0] | —2 4 0 3 4
1 5 =5 =5 2 —4 00 2
1 1 0 0 1 3

Ako je B kvadratna podmatrica najveceg reda matrice A cija je
determinanta razlic¢ita od nule, tada je rang matrice A jednak redu
njene podmatrice B.

Primer 0.75 Koliko postoji razlicitih kvadratnih podmatrica za matrice

9 1 3
a) A=[0] sz[ii} ¢) C = 470

Resenje: a) 1 b) 5 c) (?)2 + (;’)2 + (2)2 =9+9+1=19.

Prema tome da bismo odredili rang matrice C' iz prethodnog Primera
0.75, treba izracunati determinante svih 19 kvadratnih podmatrica i od svih
njih koje su razlic¢ite od nule uociti onu koja je najveéeg reda i taj red je rang
te matrice. Medutim ovaj postupak po definiciji je jako dugacak i zato se
rang matrice trazi tako sto se ekvivalentnim transformacijama matrica svede
na trougaoni oblik i tada broj elemenata razli¢itih od nule na glavnoj dijag-

onali je rang te matrice.

Definicija 0.76 Ako je rang matrice A jednak r, tada se svi minori reda r
razliciti od nule nazivaju baziéni minori.

Definicija 0.77 Ekvivalentne (elementarne)transformacije matrice su:
1. Zamena mesta vrstama (kolonama,).
2. Mnozenje vrste (kolone) brojem razlicitim od nule.
3. Dodavanje neke vrste (kolone) nekoj drugoj vrsti (koloni).

Postoji potpuna analogija izmedu ekvivalentnih transformacija matrice i
ekvivalentnih transformacija sistema linearnih jednacina.

Teorema 0.78 Fkvivalentnim odnosno elementarnim transformacijama rang

matrice se ne menja.

—_ s
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Napomena: Znaci matrice istog formata koje imaju isti rang se mogu ek-
vivalentnim transformacijama, odnosno Gausovim algoritmom, svesti jedna
na drugu.

1 201
Primer 0.79 [zracunati rang matrice A= | 2 2 4 4
34 21

Primenom elementarnih transformacija dobijamo:

1 201 1 20 1 1 2 0 1
A=12 2 4 4| ~|0 -2 4 2|~]0 -2 4 4
34 21 0 -2 2 -2 0 0 -2 —4

Odavde zakljucujemo da je rang A = 3 jer determinanta najveceg formata
koja je razlicita od nule je formata 3 x 3.

Primer 0.80 Izracunati rang matrice

2 1 6 0 5 21 6 0 5
-2 2 7 4 9 0 3 13 4 14
A= 21 8 5 2 |(~100 2 5 =3
4 2 12 0 10 00 0 0 O
6 3 18 0 15 00 0 0 O

Primenom elementarnih transformacija iz dobijene matrice lako zakljucujemo
da je determinanta najveceg formata koja je razlicita od nule formata 3 x 3
pa je rang A = 3.

Uopstenjem ovog primera na matricu formata m x n dobijamo slede¢u
teoremu.

Teorema 0.81 Rang matrice A = [a; j]mn bice jednak k ako nakon izvrsenih
elementarnih transformacija se dobije matrica B = [b; j|mn kod koje su svi
elementi ispod glavne dijagonale matrice B = [b; j]mn 1 ispod k-te vrste jed-
naki nuli, a preostali elementi na glavnoj dijagonali razliciti od nule, tada je
rang B =rang A = k.
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[ D11 b2 b1z by .. bippr oo Dy
0 by baz bay ... bapyr ... boy
0 0 b33 b34 c. b3 r+1 - bgn
O 0 o0 ... 0 0 ... 0

. 0 0 0 ... O 0 oo 0]

Napomena: Rang od matrice A je isti kao i rang od matrice B, jer je ma-
trica B dobijena od matrice A vrSenjem elementarnih transformacija, Teo-
rema 0.78. Ako je matrica B dobijena od matrice A vrSenjem elementarnih
transformacija onda se za matrice A i B kazu da su ekvivalentne matrice
i oznacavaju se A ~ B.

Sledi definicija ekvivalentnih matrica.

Definicija 0.82 Matrice A = [aij|mn @ B = [bijlmn Su ekvivalentne matrice
ako i samo ako imaju isti rang, to jest ako se jedna od druge mogu dobiti
ekvivalentnim transformacijama. Oznacavaju se sa A ~ B.

Teorema 0.83
Za kvadratne matrice A = [aijlpn @ B = [bij|nn vaZi:

rang A = rang B = (3\ € R) det(A) = \det(B).



