SISTEMI LINEARNIH JEDNACINA

Definicija 0.1 Sistem linearnih jednacina S nad skupom R za n-torku nepoz-
natih  (x1,%2,...,2,), n,m € N, gde su a;; € R i b € R za i €
{1,2,....m} ¢ 7 € {1,2,...,n}, jeste konjunkcija formula (linearnih
jednacina) odnosno

anry + aprs + ... + apr, = b
g anT1 + anrs + ... + aur, = b
Am1T1 + Qoo + ... + QunZn = bm.
Ako je by = by = ... = b, = 0, onda se za sistem S kaZe da je
homogen. Skalari by, b, ..., b, polja R nazivaju se slobodni ¢lanovi.

Skup svih resenja sistema S oznacavace se sa Rg={r€R"|Ax=0b}.

Definicija 0.2 Sistemi Sy 1 Sy su ekvivalentni ako i samo ako imaju iste
skupove resenja, to jest Rg, = Rg,.

Primer 0.3 Da li su sledeéa dva sistema ekvivalentna?

31‘1—&72:1. $1+3ZU2:7
.1'1—|—2.T2:57 1'2:2.

Ova dva sistema su ekvivalentna jer imaju isto reSenje i to (x1,x2) = (1, 2).

Primer 0.4 Da li su sledeéa dva sistema ekvivalentna?

21 + x2 = 6 r1 + xy = 4
T —.772:0’ 21171-'-21}2:8

Prvi sistem jednac¢ina ima jedinstveno resenje (1, z5) = (2, 2), uvrstavanjem
ovog resenja u drugi sistem zakljucujemo da je (1, z2) = (2,2) i resenje dru-
gog sistema, medutim drugi sistem ima beskona¢no mnogo resenja (z1, xs) =
{(4 — a,a)[Va € R} koja nisu reSenja prethodnog sistema, tako da za-
kljucujemo da ova dva sistema nisu ekvivalentna.

Definicija 0.5 FEkvivalentne (elementarne) transformacije sistema linearnih
jednacina:



1. Zamena mesta jednacinama.
MnoZenje jednacine brojem razlicitim od nule.

Dodavanje jednacine nekoj drugoj jednacini.

Promena mesta sabircima u jednacinama (iste nepoznate pisu se jedna
ispod druge odnosno u istoj koloni).

Teorema 0.6 FEkuvivalentnim transformacijama skup resenja sistema se ne
mengja, to jest ako je sistem Sy dobijen od sistema Sy ekvivalentnim transfor-
macijama, tada je Rs, = Rg,, odnosno sistemi Sy @ So su ekvivalentns.

Klasifikacija sistema linearnih jednacina u zavisnosti od resenja

Sistemi linearnih jednac¢ina mogu da budu resivi (sistemi koji imaju resenja,
zovu se jo$ i saglasni sistemi) i neresivi (sistemi koji nemaju resenja).

1. Saglasni sistemi-mogudi, resivi.
1.a. Odredeni sistemi - tacno jedno resenje.
1.b. Neodredeni sistemi-vise od jednog resenja, (tj. beskonacno
mnogo resenja).

2. Neresivi sistemi-kontradiktorni, sistemi koji nemaju resenje, nemoguci,
protivrecni.

Primer 0.7 Resiti sisteme jednacina i prikazati prokomentaristai njihovu
feometrijsku interpretaciju.

+
< =

-z + y = 5’




r = —1
y = 4
Sistem je odreden ima ta¢no jedno resenje (x,y) = (—1,4).
) r + y =3
2 + 2y = 6
r + y =3
0 = 0°

Sistem je jednostruko neodreden i ima beskonacno mnogo resenja. Skup

reSenja sistema je (z,y) = {(a,3 — a)|Va € R}.

r + y = 3
C)a: + y =4
_|_

x y = 3
0

= 1

U ovom primeru sistem je nemogué, odnosno neresiv.

+y - z =

Primer 0.8 Resiti sistem linearnih jednacina ! .
r + vy + 2z =1

Resenje: Prvo ¢emo zameniti mesta jednacinama, onda prvu jednacinu
pomnozimo sa —2 i dodamo je drugoj jednacini

Tty + 2 =1 @+ y + 2 =1
Drugu jedna¢inu pomnozimo sa —1 i tada dobijamo t y + 2z = 17
y + o9z =1

odakle dobijamo skup resenja sistema (z,y, z) = {(3a, 1—5a, @)|Va € R}.



Primer 0.9 Resiti sistem linearnih jednacina

r — y + z= 1
20 — 2y + 3z= 2.
r — y + 4z=1

Prvu jednacinu pomnozimo sa —2 i dodamo drugoj, zatim prvu jednacinu
pomnozimo sa —1 i dodamo tre¢oj jednacini. Dobijamo sistem jednacina koji
je ekvivalentan sa polaznim sistemom:

r —y + z= 1
z= 0.
3z= 0

Sada drugu jedna¢inu pomnozimo sa —3 i dodamo trec¢oj jednacini,
r — y + z=1
z= 0.
0= 0

Dakle, dobijamo da je sistem jednostruko neodreden i reSenje sistema je
(,y,2) = {(1 + o, ,0)|Ve € R}

Primer 0.10 Resiti sistem linearnih jednacina.

r + y + 22 = 1
dr + 4y + 8 = 4
—2r — 2y — 4z = =2

Prvu jednacinu pomnozimo sa —4 i dodamo drugoj, zatim prvu jednacinu
pomnozimo sa 2 i dodamo trec¢oj jednacini. Dobijamo sistem jednacina koji
je ekvivalentan sa polaznim sistemom:

r + y + 2z =1
0
0 =0

I
o

Dakle, dobijamo da je sistem dvostruko neodreden i resenje sistema je (x,y, z) =

{(1 —a— 2B,a,ﬁ)|Va,ﬁ € R}
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0.1 Postupci za reSavanje sistema linearnih
jednacina
1. Gausov postupak (Gausov algoritam, Gausova metoda eliminacije)

Gausov postupak se sastoji u tome da se pomoc¢u navedenih elementarnih
transformacija koje ocuvavaju ekvivalentnost sistema, dobije trougaoni oblik
iz kojeg se lako izracunavaju nepoznate.

2. Resavanje sistema pomoc¢u determinanti

Determinante se mogu primeniti samo za reSavanje kvadratnih sistema. De-
terminanta sistema S sa n jednacina i n nepoznatih je:

ai;pr a2 ... QAip

a9, A2 ... QAgp
Ds=| .

Ap1 Ap2 ... Qpp

Teorema 0.11 Kvadratni sistem jednacina odreden je ako i samo ako je
determinanta sistema razlicita od nule (Dg # 0).

Teorema 0.12 Homogeni kvadratni sistem linearnih jednacina ima netrivi-
jalna resenga, tj. resenja razlicita od (0,0,...,0), ako i samo ako je deter-
mainanta toga sistema jednaka nuli.

Primer 0.13 U zavisnosti od realnog parametra a, diskutovati sisteme lin-
earnih jednacina:

20 + Yy = a

2 + ay = —1°

Resenje: Prvo ¢emo izracunati determinantu sistema

20 1

Dy = [ a‘ =202 -2=2(a*-1)=2(a—1)(a+1).

1. Prvi slucaj diskusije je kada je determinanta sistema razlicita od nule.

D, = 22(1 1 =2(a—1)(a+1) #0akko jea # 1ia # —1 tada je

sistem odreden tj. ima tacno jedno resenje.




2. Drugi slucaj diskusije je ako je a =1

2 + y = 1
2 + y = -1
2r + y = 1

0 = -2

Tako da je u ovom slucaju sistem kontradiktoran.

3. Tred¢i slucaj diskusije je ako je a = —1
2 + y = -1
20 — y = —1
—2r + y = -1
0 = -2

Tako da je u ovom slucaju sistem kontradiktoran.

Primer 0.14 U zavisnosti od realnih parametara a i b, diskutovati sistem
linearnth jednacina:

ar — Yy = 2

dr + 2y = b
ResSenje:
Prvo éemo izracunati determinantu sistema Dg = Z _21‘ = 2a+4 =
2(a+2).

1. Prvi slucaj diskusije je kada je determinanta sistema razlicita od nule.
Dg = Z _21 =2a+4=2(a+2)#0 akko je a # —2. Tada je
sistem odreden tj. ima ta¢no jedno resenje.

2. Drugi slucaj diskusije je ako je a = —2. Uvrstavanjem vrednosti a = —2
u polazni sistem dobijamo:

—2r — y = 2
dr 4+ 2y = b
—2r — y = 2
0 = b+4-

Ovaj slucaj se razdvaja na jos dva slucaja:
i) ako je b # —4 onda je sistem kontradiktoran
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ii) ako je b = —4 onda je sistem jednostruko neodreden i skup
resenja je (z,y) = {(a, —2 — 2a)|Va € R}.

Primer 0.15 U zavisnosti od realnih parametara a i b, diskutovati sistem
linearnth jednacina:

xr + by = 0

ar — by = b

Resenje:
Prvo ¢emo izracunati determinantu sistema Dg =

—b(a+1).

‘11)

—b‘ = —b—ab =

1. Prvi slucaj diskusije je kada je determinanta sistema razli¢ita od nule.

Ds = Cll _bb = —b—ab=—bla+1)£0 akkojeb#£0 A a# —L.

Tada je sistem odreden tj. ima ta¢no jedno resenje.

2. Drugi slucaj diskusije je ako je b = 0. UvrStavanjem vrednosti b = 0 u
polazni sistem dobijamo:
r = 0
ar = 0
Odavde sledi da je x = 0 Ay € R. U ovom slucaju za b = 0 sistem je
jednostruko neodreden i skup resenja je (z,y) = {(0, @)|Va € R}.

3. Tredi slucaj diskusije je ako je a = —1. Uvrstavanjem vrednosti a = —1
u polazni sistem dobijamo:
x + by = 0
—r — by = b

x + by = 0
0 = b’
Ovaj slucaj se razdvaja na jos dva slucaja:
i) ako je b # 0 onda je sistem kontradiktoran

ii) ako je b = 0 onda je sistem 8 pa sledi da je x =

€T =
0 =
0 Ay € R. Tako da je sistem jednostruko neodreden i skup resenja je
(z,9) = {(0,a)|Va € R}.



U ovom primeru sistem je:

1. Odreden: b#0 A a # —1;

2. Jednostruko neodreden:((b =0ANa€eR)V (a=-1 A b= O)) =
b=0;

3. Kontradiktoran: a = —1 A b # 0.

Primer 0.16 U zavisnosti od realnog parametra a, diskutovati sledeci sistem
linearnih jednacina:

r + y + azx = 0
r + 2y + 3z = —6
3 + ay + S5z = 6

1 resitt ga u slucaju neodredenosti.

Resenje: Prvo ¢emo izracunati determinantu sistema

1
D, =1
3

S N =
ot Ww
W

1
2 =1049+a®>—6a—3a—5=a?—9a+ 14.
a

1. Sistem je odreden kada je determinanta sistema razlicita od nule, tj.
Dy =a*>—=9a+ 14 = (a — 2)(a — 7) # 0. Odavde sledi da je sistem
odreden, tj. ima ta¢no jedno resenje za a # 2 i a # 7.

2. Zamenom a = 2 u pocetni sistem i mnozenjem prve jednacine sa —1
i dodavanjem drugoj jednacini i mnozenjem prve jednacine sa —3 i
dodavanjem trec¢oj dobija se:

r + vy + 2z = 0 r +y + 2z = 0
r + 2y + 3z = -6 & y + 2z = —6,
d3x + 2y + 5z = 6 -y — 2z = 6
Samo dodavanjem druge jednacine tre¢oj dobija se
r + y + 2z = 0
y + z= —6.
0 = 0

Sistem je (jednostruko) neodreden.
Resenje sistema je Ry = {(6 — a, =6 — o, v), o € R}.
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3. Zamenom a = 7 u pocetni sistem i mnozenjem prve jednacine sa —1
i dodavanjem drugoj jednacini i mnozenjem prve jednacine sa —3 i
dodavanjem trec¢oj dobija se:

xr + y + 7z = 0 xr + y + Tz = 0
r + 2y + 3z = —6 & y — 4z = —6.
3r + 7y + 52z = 6 4494 — 16z = 6

Dalje mnozenjem druge jednacine sa —4 i dodavanjem trec¢oj dobija se:

r + y + 7z = 0
y — 4z = —6.
0 = 30

U ovom slucaju sistem je kontradiktoran, odnosno neresiv.
3. Resavanje sistema u matri¢cnom obliku

Ako je sistem linearnih jednacina takav da ima isti broj jednacina kao i
nepoznatih on se moze resiti matricnom metodom.

anry + arys + ... + apx, = b
a91T1 + 99T 4+ ... 4+ AonTy, = b2
a1 + Apatos + ... + apptn, = b,.

Sistem linearnih jednacina mozemo napisati i u matri¢cnom obliku
AX =B,

gde je A = [a; j]nn, matrica ¢iji elementi su koeficijenti uz nepoznate, X je
matrica kolona (tj. n-dimenzioni vektor) ¢iji elementi su nepoznate z =
(21,29,...,2,) = [v1 T2 ... x,]7, a B je data matrica kolona ¢iji elementi
su slobodni ¢lanovi.

a1 A2 ... QAip Wi} bl

21 A9292 ... QA9p T2 b2
AX=B < ; _ ) . _ =

Ap1 Gp2 ... Gpp T bn

Da bismo dobili vrednosti matrice X ¢iji elementi su nepoznate (tj. reSenja
sistema) iz matriéne jednacine AX = B treba da izrazimo matricu kolona
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X. Kako je poznato da komutativnost kod matrica ne vazi vodimo ra¢una
sa koje strane vrsimo mnozenja. Jednac¢inu AX = B mnozimo sa leve strane
sa A~! i dobijamo

AT'AX =A"'B
X=A"B.
Resavanjem ove matri¢ne jednacine X = A~'B dobijamo
T
o . L2 . T
resenja X = , tj. * = (v1,29,...,2,) = [¥1 2 ... x,] polaznog
T
sistema od n jednacina sa n nepoznatih.
r + y + z = 0
Primer 0.17 Resiti sistem matricnom metodom x + 2y + 3z = —6
3r + y + 5z = 6
111 x 0
A=112 3|, X=1|uy i 6
3 15 z
Dati sistem u matricnom obliku je AX = B. Mnozenjem matricne

jednacine sa matricom A~! sa leve strane dobijamo X = A~'B. Prvo ¢emo

da izra¢unamo inverznu matricu A=! = detl( v adjA. Determinanta matrice

A je det(A) = 6.

(2 3 13 127"
15 35 3 1
Alzl._‘l 1‘ ‘1 1‘ _‘11 1 Z_;l_;
6 15 35 31 6| - 5 |
11 11 11
23] |13 1 2]

Sada kada uvrstimo A~! u matriénu jedna¢inu dobijamo:

X:A’lB:1

Resenje polaznog sistema jednacina je (x,y,2) = (5, —

7T —4
4 2 =2
-5 2 1

1

0
—6
6



