. Naéi sve proste implikante i minimalne DNF Bulove funkcije f date tabelom:

x(1 1 11111 100O0O0O0O0O0O0
yj11.1.1 00 0 0 1 1 1 1 0 0 0 O
zy1 1.0 0 1 1 00 1 1 0 0 1 1 0 O
u)l 01 01 O01O01O01O01O010O0
fflr 0 1 0010101110101

Resenje f(z,y,2z,u) = zyzu + zyz'u + xy'2u’ + xy/'2'v' + 2'yzu’ + 2'y2'u + 2'y2'u + 2’y 20" + 2y 2

je SDNF bulove funkcije f. Proste implikante su : y'u’, 2'v/, zyu, yz'u, 2’yz’. Minimalne disjunktivne
normalne forme su: y'v’ + 2'v’ + ryu + y2'u i y'u' + v + xyu + 2'y2'.

. Odrediti kompleksne brojeve a i 3, kao i resenja jednacine (z — a)® = 3, tako da 0 i 1 budu resenja
te jednacine, pri ¢emu imaginarni delovi svih resenja su nenegativni. Koju figuru u kompleksnoj ravni
obrazuju resenja jednacine (z — a)® = 3 ?

ResSenje Jasno je da su zp = 0 i z; = 1 susedna temena pravilnoga Sestougla zgz122232425, Cija sva
temena su sva resenja jednacine (z — a)® = 3. Kompleksni broj « je centar toga Sestougla i ocevidno
tre¢e teme jednakostranicnog trougla zpzia, pa je a = % + z\/Tg = ¢'5. Ako sad u datu jednacinu
(z — a)® = B uvrstimo o = €'5 i z = 0, dobija se 3 = 1. Sada se lako dobijaju ostala resenja rotacijom
oko o za ugao % tj. zp = a + (k-1 — a)e's za k = 2,3,4,5 odnosno z, = S+ i%g, 23 = 14+ 4V/3,
=103, 5= —1 +i%

. Neka je (z — w)* = v kompleksna jednacina po nepoznatoj z. (a) Sta obrazuju u kompleksnoj ravni
resenja jednacine (z —w)? = v i odrediti sve vrednosti za w ako su 0 i 1 resenja jednacine (z —w)* = v.
(b) Faktorisati nad poljima R i C polinom f definisan sa f(w) = 4w?® — 6w? + 4w — 1.

Resenje (a) Za fiksne w i v vazi: ako je v = 0, tada jednacina ima jedno resenje z = w (tacka); ako je
v # 0, tada jednadina ima 4 resenja z; = w + /v koja ¢ine kvadrat sa tezistem (presekom dijagonala)
w i poluprec¢nikom opisane kruznice y/|v|. Akosu 01i 1 dva od ¢etiri temena tog kvadrata, tada je skup
svih temena tog kvadrata Ky = {0,1,144,i} ili Ky = {0,1, -1 — i, —i} ili K3 ={0,% 4 3i,1,5 — 3i}.
Preseci dijagonala ovih kvadrata su redom wy = £ 434, wo = 3 —3i i wy = 1. (b) 4w® — 6w +4w—1 =
0 & —witdwd -6 +dw—1=-w! & —w-)'=-w & ((F)'=1rwvtl) &
(=L = %:1{1,2',—},—@'1}. A w 7f 1)1. & “’T_ll € {i,-1,—i} & we {5 i+3i3— 3}, teje
fw) = (w—=3)(w—35—3i)(w—3+3i) = (w—3)(w? —w+2).

. Naéi proste implikante i minimalne disjunktivne normalne forme Bulove funkcije date tablicom:

xy1 1111111 00O0O0O0O0O0O0
yjl1 1.1.10 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 O
zy1 1.0 01 1 0011001100
ufl 0101 01 01 01O0T1UO01O0
fftr 0 1 0110100100111

Resenje Proste implikante su: y'v’, xyu, xzu, xy'z, 2'2'u, 2'y'2', yz’u. Minimalne disjunktivne nor-
malne formesu: ~ MDNF, = y'u' + zzu + xyu + 2'2'u, MDNF, = y'u' + xzu+ yz'u+ +2'y' 2/,
MDNF3; =y'u + xzu + yz'u + 2’2 u, MDNF, =y'u + xy'z + xyu + 2’2 u.

. Neka je A = {f | f:40,1} — {0, 1}} (a) Dalije (A, o) polugrupa s neutralnim elementom, gde je
o komporzicija funkcija? (b) Dalije (A,0) grupa? (c) Nadisve B C A takve da je (B, o) grupa.

Resenje (a) (A, o) je grupoid jer po definiciji kompozicije funkcija iz A = {f | f:40,1} — {0, 1}}:
{f17f27f37f4}7 gde .je fl = (8(1))7f2 = (81)7]03 = ((1)(1)> 1 f4 = ((1)}) sledi da je kompozicija svake dve
funkcije iz skupa A opet funkcija iz skupa A. Asocijativnost kompozicije sledi iz (( fog)o h) (x) =
(fog) (h(:v)) = f(g(h(x))) = f((go h)(x)) = (fo (go h)) (x). Neutralni element je identicka funkcija

fo=(;), jer je za nju ocevidno foo f; = f;0 fo = fi za svako i € {1,2,3,4}.
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(b) (A, o) nije grupa jer naprimer elemenet f; = (8(1)) nema sebi inverzni zbog fio fi = fi # fo, fiofo =
Nh#fahefs=h#fahiofi=h7# [

(c) B={fo, f3}, B={fo}, B={f1}, B={fa}.

. Nekasu P =t 4+ 4+t24+21Q = >+ 3t* + 43 + 4t + 3 polinomi nad poljem Zs. Naéi polinom

R = NZD(P, Q) i faktorisati polinome P, @ i R nad poljem Zs.
Resenje
R=NZD(P,Q)= (t+4)(t*+4t+1), P=(t+4)#+4+1)(t+3) i Q= (t+4)(#*+4t+1)(t*+2).

Neka su f,g,h : R — R funkcije definisane sa f(z) = 1, g(x) = cosz, h(x) = cos?z. Ispitati da li je
A = (A, +,-) prsten, gde je A= {fop : R = R | fap(z) =a+bcosx A a,b € R}, a+1i-suuobicajene
operacije sabiranja i mnozenja funkcija tj. (¢ +¢)(x) = o(z) +¥(x) i (¢ ¥)(x) = p(z) - ¥ (x) za svako
x € R.

Resenje

(A, +) je grupoid jer je fop(x) + fea(xr) =a+bcosx+c+dcosz = a+c+ (b+d)cosz = forepra() tj.
fatepra € A. Komutativnost i asocijativnost operacije sabiranja funkcija sledi iz definicije te operacije

i komutativnosti i asocijativnosti sabiranja realnih brojeva. Neutralni elemenat za operaciju + je foo.
Inverzni za f,p je f_o—p. Znaci A = (A, +) je Abelova grupa.

(A, ) nije grupoid jer je fup() - fea(z) = (a+bcosx)(c+ dcosx) = ac+ (ad + be) cos z + bd cos?® x §to
nije oblika p + g cosx. Prema tome A = (A, +,-) nije prsten.

(a) Nadi vrednosti parametara a, b, c € R za koje je 1 + i koren polinoma
f(x) = 2® — 5zt + az® — 162% + bz + c¢. (b) Faktorisati nad poljem kompleksnih brojeva polinom
g(z) = 2° — 5zt + 102 — 162% + 162 — 12.

Resenje a) Zamenom z = 1 +i u 2° — 52* + az® — 1622 + bx + ¢ = 0 i izjednacavanjem realnog i
imaginarnog dela sa 0 dobija se b = —2a + 36 i ¢ = 4a — 52. Znaci skup svih trazenih trojki (a,b,c) je
{(a,—2a + 36,4a — 52)|a € R}.

b) Kako se za a = 10 dobija bas g(x) = 2° — 5z* + 1023 — 162% + 162 — 12, to znaci da je g(1 + 1) =
g(1—14) = 0tj. gjedeljivsa (x—(1+4))(x—(1—1)) = 2*> —22+2, pa njihovim deljenjem se dobija da je
25 =524 +102% — 1622 + 162 — 12 = (22 — 22+ 2) (2® — 32?4+ 22 — 6). Potencijalni kandidati za racionalne
nule polinoma % — 32% 4 2x — 6 su {£1, +2, 43, +6} i efektivnim proveravanjem (Hornerovom Semom)
dobijamo da je 3 njegova nula, §to znaci da je x® — 32% + 22 — 6 = (v — 3)(z* + 2). Najzad imamo da
je #° — 5zt + 102 — 1622 + 160 — 12 = (v — 1 —i)(z — 1 +i)(z — 3)(x — iv/2)(x + iV?2).

. Nekasu f; : R\ {0,1} = R, i€ {1,2,3,4,5,6} funkcije definisane sa

hiz) == faw) = § fslx)=1-x fa(@) = folx) = =4 folz) =75
i neka je G = {f1, fo, f3, [4, 5, f¢}. Dokazati da je (G,o) grupa. Da li je grupa (G, o) izomorfna sa
grupom (Zg, +) (odgovor obrazloziti)?

Resenje

(G, 0) je grupoid jer zatvorenost operacije o sledi iz Kejlijeve tablice. Asocija-

h fo fs fu fs

Je

tivnost vazi za kompoziciju funkcija. Prva vrsta je jednaka grani¢noj vrstii prva
kolona je jednaka grani¢noj koloni Sto znaci da je f; neutralni element. Kako se
taj neutralni element pojavljuje tacno jedanput u svakoj vrsti i koloni i kako je
simetri¢no rasporeden u odnosu na glavnu dijagonalu to sledi da svaki elemenat
iz G ima sebi inverzni. Znaéi (G, o) jeste grupa. Kako grupa (G, o) nije komu-
tativna, jer je fo o fz # f3 o fo, to sledi da (G,0) i (Zg, +) nisu izomorfne jer
(Zg, +) jeste komutativna grupa.

ilfv fo fs fa fs
folfe L fo f5 fs
Is\fs fs fi fo [fo
Jolfa fo fo fs N
Is|fs f3 fo J1 Ja
Je|fe fo fs fo f3

Odrediti realne brojeve a i b tako da polinom p(z) = x* + ax® + bx? — 8z + 1 € R[z] bude potpun
kvadrat, a zatim izvrsiti faktorizaciju nad poljima C, R i Q.

Resenje Iz x* + az® + b2 — 8x + 1 = (£2? + cx + d)? = 2* + 22? + & + 2ca® £ 2d2® + 2cdx
sledi sistem jednacina a = +2¢, b = ¢ £2d, —8 = 2cd, 1 = d?, ¢&ijim reSavanjem dobijamo da je

~

Je
s
Ja
fs
2
h
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2
(a,b) € {(—8,18),(8,14)}. Znaci p(z) = <x2 + (4z — 1)) . Nad poljem Q ne postoji faktorizacija, a nad

poljima C odnosno R faktorizacija je (2% + 4z — 1) = (r + 2 — V5> (x + 2+ V5)? tj. (2® —4da +1)? =
(x —2—3)2(x -2+ V3)2

Dati su kompleksni brojevi z; = 2+ 3i i 2z = —5 — i. Nadi kompleksni broj z takav da je |z| = 2v/26 i
J 2.0z = % 4 21025, gde su svi uglovi orijentisani

21,
|21

Resenje Kako je ﬁ = o gdeje O = 3 L X210z = % arg 2 = 7, sledi z = =2 + 104.

Odprediti skup resenja jednacine |
argumenata i modula.

-
Resenje | 2| =1 2| = |1 —iz| @ 22 = (1-iz)(1—iz) © 22 = (1 —iz)(1+i2) & 2z — 2 =
—i & 2il,,(2) = —i & I,(2) = —3. Znadi, skup reSenja date jednacine u kompleksnoj ravni je prava
paralelna realnoj osi koja sece imaginarnu osu u —%i. Skup argumenata je (—m,0), a skup modula je
skup svih realnih brojeva vecih ili jednakih od %

Ispitati da li je (.S, *,-, f,0,1) Bulova algebra gde je S = {0,1} podskup skupa celih brojeva, operacija
f definisana sa f(z) = 1 — = i operacija * definisana sa x xy = f(f(z) - f(y)) (tj. zxy =2+ y — xy),
gde su — i - poznate operacije oduzimanja i mnozenja u skupu celih brojeva Z.

Resenje Dokazacemo da bijekcija F' : S — {L, T} definisna sa f - jeste homomorfizam
(tj.izomorfizam) strukture (S, *, -, f,0, 1) i Bulove algebre ({ L, T}, V, A, —,0,1). Izomorfizam je o¢evidan

*x|001 Vv|[L T [01 AlLT \f() x| -
iz sledecih tablica. 0|0 1 L T 000 L|L L 1 LT

111 1 T(T T 110 1 T4 T 0 T L

5 5
a) Resiti jednacinu (ﬁ) = 1 u skupu kompleksnih brojeva. b) Dokazati da jednacina (ﬁ) =1
je ekvivalentna sa jedna¢inom 1 — 5w + 10w? — 10w? 4+ 5w* = 0. ¢) Koriséenjem rezultata pod a) i b)
dokazati da je 1—5w-+10w?—10w?+5w* = 5(w’—w+ s ) (W —w+5z=) idajesin® I+sin® 2T = 2
5 5

isin % sin 2% == f Ako se umesto 5 uzme 2¢+1 dobija se uopstenje sin 3777 Sin % .sin % = —VQQ‘;H

5 .
Resenje a) Domen resavanja jednacine je C\ {1}. (‘—“’) =1 & = V1 € {e%‘]k €

1—w

5 4
{—2,-1,0,1,2}}. Jednacina —*5 = 1 nema resenja, te je (ﬁ) =1 < w=(w-1)e5" k€
k

2k ; 2

2k ;

{=2,-1,1,2} & w(l—e%) = -5, ke {-2-1,12} & w= .

5
™

-1 B ekTwi e%rv—e_k%i -
! | )
s ke{-2-1,120 b) (£2) =1 & —u’ = (1—w)’ = 1—5u+100? ~ 100’ + 5w —u® &

w

5
1 — 5w + 10w? — 10w® + 5w? = 0. ¢) Iz b) sledi da su resenja jednacine (i—w) = 1 koreni polinoma
2

1= 5w+ 10w = 10w + 5, te je 1= 5w+ 10w? — 10w + 5wt = 5(w? — 2Re(55 s w+ | 55e | )(w? -
5
2 i 12
2R€(2251H 2577 )’U)—i— 215111 25 ) - 5(U) w+4 m2 “)(w w++25"') Iz 1_5w+10w _10w3+5w4 = 5(’(1)2—
2 1 _ 3 1 5
w+4sm )(U} w+4sin22?”) - 511} — 10w +5(4sin22?"+4sn2”+1)w _5<4sin22?”+4sm 5)u)—i_16sin2%sin22?7r

izjednacavanjem koeficijenata uz w i slobodnih ¢lanova sledi tvrdenje.

Neka je na skupu kompleksnih brojeva C* = C\ {0} bez nule definisana relacija p: 21 p 20 <
arg(z1) = arg(zs). Dokazati da je p relacija ekvivalencije. Dati geometrijsku interpretaciju klasa
iz faktor skupa C*/p. Dokazati da je (C*/p, o) komutativna grupa, gde je operacija o definisana sa
C, oC,, =C,.,,, zasvakedveXklase C, i C,, iz C*/p. Dokazati da je funkcija ¢ : C*/p —
{0 € (—n, 7]} definisana sa ¢(C,) = €'2#* izomorfizam grupa (C*/p,0) i ({¢?|0 € (—=, 7]}, ).

Resenje Refleksivnost, simetricnost i tranzitivnost relacije p slede iz refleksivnosti, simetri¢nosti i
tranzitivnosti relacije =. Kako je arg(z;) = arg(zs) ako i samo ako su vektori Oz; i Oz, istog pravca i
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smera tj. ako i samo ako se poklapaju poluprava koja ishodi iz O i sadrzi z; i poluprava koja ishodi iz
O isadrzi 29, to klasu nekog elementa 2z € C* ¢ine svi oni w € C* koji pripadaju polupravoj koja ishodi
iz O isadrzi z. Dakle, klase mozemo interpretirati kao poluprave koje ishode iz koordinatnog pocetka.
Operacija o je dobro definisana jer iz C,, = C,, ANC,, = C,,, sledi arg(z;) = arg(w;) Aarg(zy) = arg(ws),
odakle sledi arg(z;29) = arg(z;) + arg(z2) = arg(w;) + arg(ws) = arg(wyws), te je C,, 0 C,, = C,,,, =

Cuyw, = Cu, © Cy,. Operacija o je ocigledno zatvorena (z1,z0 € C* = 212, € C*), asocijativna
((C.,00C,)0C., = Cla29)z = Cay(z02) = Cz, 0 (C, 0 C,)), komutativna, neutralni element je pozitivni
deo realne ose €1 = Cis6 = ... (C1 0 C, = Cy., = C,), a inverzni element klase C, je klasa C%

(C.oC:=Cz=Cpp =Ch, jer je |2)* pozitivan realan broj).

iargz

Funkcija ¢ je injektivna jer iz ¢(C,) = e = @YW = (C,) sledi argz = argw, odakle je zpw tj.
C, = C,. Funkcija ¢ je i sirjektivna jer za proizvoljno ¢, § € (—m, 7] vazi ¢(C.i) = €. Funkcija ¢ je
homomorfizam jer vazi ¢(C, o Cy) = p(C.,,) = e'8GW) = gilargztargw) — giargzgiagw — (0 )p(Cy).

Polinom P je definisan sa P(z) = 2% — 42% + 162* — 6422 + 256. Napisati polinom P : a) po stepenima
od z — 1, b) kao proizvod ¢etiri kvadratna trinoma ¢iji su koeficijenti realni brojevi.

ReSenje Primenom algoritma za delenje polinoma dobijamo P(z) = 2% — 425 4+ 162* — 6422 + 256 =
(x —1)(z" + 2% — 32° — 32t + 132° + 1322 + 77w + 77) + 333 = (v — 1)((x — 1)(2® + 22° — 2* — 4a® +
02% + 220 + 99) + 176) + 333 = ... = (x — 1)® + 8(z — 1)7 + 24(z — 1) + 32(z — 1)° + 26(z — 1)* +
40(z — 1)* +128(z — 1)® + 176(x — 1) + 333.

Kako je polinom P(x) = 2® — 425 + 162* — 6422 4 256 jednak zbiru prvih 5 ¢lanova geometrijskog niza
sa prvim ¢lanom 256 i koeficijentom progresije —ixQ, primenom formule za zbir ¢lanova geometrijskog
iza dobij P()—256-Lix2)5—256-1—1—;“%3610 0 1—1—i —0/\1—1-127&0@

niza dobijamo P(z) = 1_(_%@2) = e B = R

r = V45 = Viberi = {2¢ U ]k € ZYAx # /—4 = {21, —2@} & x e {2500 26t 107, 2F 107, 26+ .
Kako je (z — 26“0")(x — 2e7 %) = 2* — 2Re(2e%")x + |2e¥'|* = 2* — 4 cos px + 4, dledi da | je

T 9
P(x) = (2* 4cosﬁx+4)(x —4cosl—7(;x+4)(a: —4cosﬁx+4)(x —4C081—g$+4)

Ispitati svodljivost polinoma z” — 2% + 2% — 2* 4+ 2® — 22 + 2 — 1 redom nad poljima Q, R i C, a zatim

ga predstaviti kao proizvod nesvodljivih polinoma redom nad svim tim poljima.

Resenje Svaki polinom stepena veéeg od 2 je svodljiv i nad R i nad C, a posto je broj 1 € Q
oc¢igledno jedan koren polinoma, to je on svodljiv i nad Q. Nad C mozemo polinom posmatrati kao
zbir prvih 8 ¢lanova geometrijskog niza sa prvim ¢lanom —1 i koeficijentom progresije —x, pa dobijamo
P(z) = a"—ab 425 — st P —a24a—1 = (2—1)(z—ei?)(z—e 1) (z—ed) (z—e 2) (z—eT i) (z—e~ 1), a
nad R je P(z) = (z—1)(22—v224+1)(22+1) (22 ++/22+1). Kako 2?++/22+11 2% —+/2x-+1 nisu polinomi
nad Q, a njihovim mnozenjem dobijamo z*+1, to faktorizacija nad Q glasi P(z) = (z—1)(z>+1)(z*+1).

Data je Bulova funkcija

x000O00OO0OO0OO0OT1TT11111T11
y 0000111 100001T1T171
z001100110011O0O0T11
v»w01010101O0101O0T1Q01
f1r100111110110101

Naéi SKNF, proste implikante i minimalne DN F'.

Resenje SKNF = (x+y+ 72 4+u)(c+y+2'+u) (2" +y+2' +u) (2’ +y +24+u) (2’ +y' + 2 +u). Proste
implikante: z'y, 2’2", yu, vy/z, v/ 2'v , xy/'v’', xzu. MDNF, : 2’y + 2’2 + yu + xy'z + y'2'v', MDNF5 :
'y + 27 +yu+ayz+axyu, MDNF;: o'y + 2’2" + yu + zy/'v’ + x2y.

Ostaci pri deljenju polinoma P sa (x — 1), (x —2) i (x + 1) su redom 2, 3 i 6. Odrediti ostatak pri
deljenju polinoma P sa (z — 1)(z — 2)(x + 1).

Jan(2) + 2, P(z) =

Resenje Iz uslova zadatka i teoreme o delenju polinoma sledi P(x) -1
)q(z) + azx® + bz + c. Ako

- @
(x —2)qo(z) +31 P(z) = (x+1)g3(x) + 6, kao i P(z) = (x — 1)(xz — 2)(z + 1
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u poslednju jednakost uvrstimo redom brojeve 1,2, —1 to korisS¢enjem i prve tri jednakosti dobijamo
sistem jednacina 2 = P(1) =a+b+c¢,3=P(2)=4a+2b+ci6=P(—1) =a— b+ ¢, ¢ije resenje je
(a,b,c) =(1,-2,3).

Data je Bulova funkcija slede¢com |z |0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
tabelom: y[0OOOO11110000T11T11
a) Napisati njenu SKNFiSDNF. |z |0 0 1 1 0 0 1 1 0 01 1 0 0 11
b) Naéi proste implikante. vw|01 0101010101010 T1
c¢) Naéi minimalne DNF. flt101010110100101

Resenje Savrsena disjunktivna normalna forma je

flz,y, z,u)=2"y'2'u' + 2’y 2'u + 2"y zu + 2'y2'u + 2'yzu + vy’ 2'u + 2y 20" + 2y + xyzu

Savrsena konjunktivna normalna forma je f(z,y, z,u) = (z+y+2' 4+u)(z+y' +24+u)(z+y' +2'+u)- (x’+
y+z+u’)(z’+y+z’+u’)(m’+y’+z+u)(m’+y’+z'+u) Proste implikante su: yu, 'u x’y’z' y'z’u' xy'u'.

Minimalne DNF su: f(x,y, z,u) = yu + zy'v’' + 2'u +y'2'v" 1 f(z,y,z,u) = yu + xy'v’ + 2'u + 2y 2.

Neka je A = {2z € C|z° = 1}. Dokazati da je (A,-) komutativna grupa koja je izomorfna sa grupom

(Z57 +)
2k7r

Resenje A = {z € C|2° =1} = {z € C|z € V1} = {e5 ']k € {0,1,2,3,4}}. Neka je ¢ : A — Zs
funkcija definisana sa go(e%T”) =k, k€{0,1,2,3,4}. Funkcija ¢ je po konstrukeiji o¢igledno bijektivna,
a jeste i homomorfizam jer je go(em;”emT”) = gp(ewi) =k+smzasve k,m € {0,1,2,3,4}. Dakle,
@ je izomorfizam, te su strukture (A, -) i (Zs, +) izomorfne, te kako je (Zs, +) komutativna grupa, zbog
izomorfizma je i (A4, -) komutativna grupa.

[zracunati polinom R(z) koji je najveéi zajednicki delilac polinoma P(z) = 2% + 2 + 22 + 11 Q(z) =
28 + 2% + 22* 4+ 22 + 1 i faktorisati polinome P(x), Q(x) i R(x) nad poljima C, R i Q.

Resenje '

R(x) = 2* —1—1—(1:—\}5—1—\}%)(36 ‘%—%1)( +o5+ ) %—7) (x2+x\/_+1)(x2—x\/§+1),
P(r) = (v — 5 \f)(x F- et s+ Bt g5 — H)eti

= (2 +2vV2+ 1) (2 —2vV2+ 1) (22 + 1) = (2 + 1) (2® + 1),
Q)= (- FH+5)e— -5 e+ H+5)@+LH—H)@+i—iP)e+i+iP) (@i —iP)(x—-
%+i\/7§>:<$2+13\/§+ D@? —aV2+ D@2+ +D@?—24+1) =@ + D)@+ o+ D (2? -2+ 1),

Odrediti vrednost parametra a € R tako da 1 + 7 bude koren polinoma P(z) = 2° — 3z* + 723 + ax® +
12z — 6, i za tu vrednost parametra a faktorisati P(z) nad poljem realnih brojeva.

Resenje Iz P(1+i) = 22i+ai = 0 sledi a = —11. Za polinom P sa realnim koeficijentima mora tada biti
i P(1+i) = P(1+1i) = P(1—i) = 0, tj. polinom P mora biti deljiv sa (z—(144))(x—(1—17)) = 2?—2x+2.
Delenjem se dobija P(z) = (2? — 2z + 2)(2® — 2® 4+ 3z — 3). Proverom kandidata +1,+3 za racionalne
korene polinoma z® —x?+3z—3 se dobija da 1 jeste njegov koren, te je P(z) = (z*—2x+2)(z—1)(z*+3).

Neka su a, b, ¢, d funkcije iz skupa R? u skup R? definisane sa

a(%y) = (—37, _9)7 b(%?J) = (_'ray)7 C(xuy) = (Ia _y)a d(l‘,y) - (CC,y), i neka je F= {CL, b7 ¢, d}
a) Dokazati da je F = (F, o) komutativna grupa (o je kompozicija funkcija).

b) Naéi sve podgrupe grupe F.

Resenje

a) Popunjavanjem Kejlijeve tablice vidimo da je operacija zatvorena u F. Npr. a b c d
imamo da je (aob)(z,y) = a(b(z,y)) = a(—z,y) = (—(—z), —y) = (z,—y) = c(z,y), a|d ¢ b a
odnosno a o b = ¢. Komporzicija funkcija je asocijativna operacija (teorema), i b|c d a b
takode iz tablice vidimo da je neutralni element d, kao i da je svaki element sam c¢|b a d c
sebi inverzan. dla b ¢ d

b) Osim trivijalnih podgrupa F i ({d},o), zbog Lagranzove teoreme mogu da postoje samo jos dvo-
elementne podgrupe, i one moraju sadrzati neutralni element. Ispitivanjem tih kandidata ({d,a}, o),
({d,b},0) i ({d,c},0), tj. iz njihovih Kejlijevih tablica vidimo da to zaista jesu podgrupe.
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26.
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28.
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Neka su py, po 1 p3 funkcije (tj. permutacije) skupa S = {1,2,3} definisane sa

(123 (123 (123
p1_3127p2_2317p3_1237

i neka je o komporzicija funkcija skupa A = {p1, p2, p3}. Napisati Kejlijevu tablicu operacije o i ispitati
da li je (A, o) Abelova grupa.

ResSenje

Tablica se dobija koris¢enjem definicija funkcija pi, p2 i ps i kompozicije. Na primer, P1 P2 P
(prop2) (1) = pa(p2(1)) = pr(2) = 1. Analogno je (pr o p2)(2) = 2 (1o p2)(3) =3, py [ ps 1
. o (1 2 3\ P . : D2 |P3s P1 P2
Sto znaci da je pyops = ( 1 2 3 ) = p3. Na isti nac¢in popunjavamo ostatak tablice. P3| pL P2 s

p3 je neutralni elemenat jer su treca vrsta i treca kolona jednake grani¢noj vrsti, odnosno granicnoj
koloni. Svaki elemenat ima sebi inverzni jer se ps pojavljuje u svakoj vrsti i koloni ta¢no jedanput i
simetri¢no je rasporedjen u odnosu na gravnu dijagonalu. Operacija je komutativna jer je cela tablica
simetri¢na u odnosu na gravnu dijagonalu. Kompozicija funkcija je asocijativna.

3

Resiti po z € C jednacinu 2® = z + |z|. ReSenje Smenom z = pe'?, za p > 01 ¢ € (—n, 7] sledi

23 =7+ |z] PN p3€3i<p — pefz’sa +p = p(l + eficp) o p3€3i<p _ pef%o(e%) - .2) _ QPCOS gei%’
< (p3:2pcos% AN3p=—-5+2kr) = (p=0V (p2:2cos% ANTp=4kt)) & (2=0V (p=
V2cos s N o= ‘—;lmr, keZANope(-mm))e (2=0V (p=+/2cos2 N e {O,i%,i%,iﬁg}))

km 4 2km

& ZE{O}U{HQCOS76 T | ke {0,£1,£2,+3}}.

U skupu kompleksnih brojeva resiti jednacinu 2* = iz.

Resenje Uvodenjem smene z = pe?, za p > 0i ¢ € (—, 7], dobijamo
g_

D s (PP=p A 3p=_ —p+2%kn)

(0e9)3 = ipe? & PP = Fpe® o e = pell 5

s (ped0,1} N p= g + k:g, ke{-2,-1,0,1}) & z¢€ {O,e’%ﬂ,e’%ﬂ,e%,e%}.

Neka je f(z) = 2° — 2* + 323 — 22 + 2 4 1 polinom. a) Izra¢unati f(e= ‘). b) Napisati polinom
f kao proizvod nesvodljivih polinoma nad poljem racionalnih brojeva Q. ¢) Napisati polinom f kao
proizvod nesvodljivih polinoma nad poljem Zs. Napomena: Nad Zs je 2° — 2 + 323 — 22 + 2 +1 =
2+ 2t 222+ 4+ 1

Resenje Nad Q je f(z) = 2° —2* + 32> — 2 + 2+ 1 = (2 — 2 + 1)(2® + 22 + 1), a nad Z3 je
fle)=2®+ 22" + 22 + 2+ 1= (2> + 20+ 1)(2® + 22 + 1) = (x + 1)*(2® + 2z + 1).

Dat je polinom f(z) = 2% + 2* + 1. (a) Izratunati f(es?), f(e3%), f(e3%) i f(e%?). (b) Napisati
polinom f(z) kao proizvod nesvodljivih polinoma redom nad poljima C, R, Q i Zs.

Ispitati sve aksiome komutativne grupe za strukturu ({ f1, f2, f3, f1},0), gdesuzai € {1, 2, 3,4} funkcije

{i : R? T R? definisane sa fl(x7y) = (_y7 —;C), fQ(x7y) = (y,l’), f3($,y> = ($,y), f4('73,y) =
—x,—Y).

Neka je f(z) = 2° 4+ 2 + 1 polinom. a) Izracunati f(e3?). b) Napisati polinom f kao proizvod
nesvodljivih polinoma nad poljem racionalnih brojeva Q. ¢) Napisati polinom f kao proizvod nesvodljivih
polinoma nad poljem Zs.



