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Teoreme o lokalizaciji karakterigtiih korena i njihova primena na pozitivhu stabilhogtrica

REZIME

U mnogim situacijama vezanim za diskusiju matetkaty modela neke pojave dovoljno
je nekad poznavati samo oblasti lokalizacije s@ektatrice u modelu, a ne itee vrednosti
karakteristénih korena. U ovom radu Zelimo da prikazemo néogst primene teorema
GerSgorinovog tipaod ispitivanja pozitivne stabilnosti matrice.

U radu je dat pregled nekih poznatih potklasa amuith H — matrica i njihovih veza sa
odgovarajdim oblastima lokalizacije. Za nas su od posebn@gaa matrice sa pozitivnim
dijagonalnim elementima, za koje pokazujemo d&iseve lokalizacione oblasti njihovih
karakteristénih korena nalaze u desnoj poluravni. Sa stanows$tdilnosti dinangikih
sistema primena teorema o lokalizaciji karaktennsti korena na pozitivhu stabilnost matrica
ima veliki zn&aj, bud¢éi da je dinamiki sistem stabilan, ako se svi karaktetistikoreni
matrice nalaze u jednoj poluravni.
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UvoD

There is no certainty in sciences where one
of the mathematical sciences cannot be applied, or

Wwhich are not in relation with these mathematics.

Leonardo da Vinci

Matematika je, zbog svoje precizne i elegantne apeg, nasSla primenu u svim
prirodnim, pa i u druStvenim naukama. To je saskazumljivo, kada se ima u vidu da je
matematika kao n&na disciplina po svojoj strukturi takva, da je, nfadiSui izvesnu
prirodnu pojavu, u stanju da prati i kontroliSe tekpojave.

Grana primenjene matematike koja matetkat sredstvima opisuje ponasanje slozenih,
u patetku fizickih i hemijskih, a danas i drustvenihguaarskih, bioloskih i stnih sistema
koji se menjaju u prostoru i vremenu, dobija své&euna znéju razvojem mernih udaja i
tehnologije, kao i kompjuterizacijom. Najpre se imgicd javlja potreba za sastavljanjem
modela kretanja nekog fidog sistema preko jed#iaa, dok danas teorija dina#kih
sistema ne opisuje samo fenomene fizike i hemiggion biologije, ekologije, ekonomije,
bezinih mreza itd.

Zahvaljujti opsegu i raznovrsnosti matent&th modela javljaju se razlite mogunosti
pristupa takvim modelima i njihovog reSavanjdedna od najzgajnih karakteristika
dinamikog sistema jeste njegova stabilnost. Za nas jelpasinteresantn@njenica da se u
jednom matematkom modelu, sistem jedtiaa koji opisuje neku pojavu moZzZe prevesti u
oblik matrine jednéine, pa se posmatranjem lokalizacionih oblasti ki@résticnih korena
date matrice, moze diskutovati stabilnost matrieéemattkog modela.
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Budwi da razmatramo karakterigtie korene matrice i njihovu oblast lokalizacije,
neizostavna je primenaivene Gersgorinove teoreme, kao i primena ekvivalenvrdenja o
regularnosti matrice.

U radu je prikazan ziaj nekih uopsStenja GerSgorinove teoreme kod ddaaja
lokalizacionih oblasti za karakteristie korene matrice. Dat je pregled nekih poznatih
potklasa regularnih H — matrica i njihovih vezaosigovarajdim oblastima lokalizacije. Na
osnovu klasa regularnih matrica stvorene sudigzloblasti lokalizacije.

Inspirisani¢injenicom da je u mnogim situacijama vezanim z&usgu matematikog
modela neke pojave dovoljno poznavati samo oblagalizacije, a ne i @ne vrednosti
karakteristénih korena, u ovom radu Zelimo da prikazemogu‘nost primene teorema
Gersgorinovog tipa na ispitivanje pozitivne stalolsti matrice. Sa stanoviSta stabilnosti
dinamikih sistema ova veza ima veliki ziz, buddi da jedinamicki sistem stabilan, ako
se svi karakteristini koreni matrice nalaze u jednoj poluravni.

Razmatranjem raziitih matematikih modela dolazimo do zakljha da su osobine kao
Sto su: nenegativhost matrica, pozitivna definithqsozitivha stabilnost i dijagonalna
dominacija uglavnom predmet diskusije prilikom aalmatematikog modela i da imaju
veoma zn&jnu ulogu prilikom iste.

Konkretno u radu [Joh05] u kojem je razmatran mat&ki model kretanjatelija pod
uticajem sile adhezije, matrica modela je sindatj pozitivno semi - definitna i dijagonalno
dominantna. Kako je za proveravanje regularnostitrioea potrebno izr&unavanje
determinante, koje iziskuje vreme i pfilo mnogo ré&una, pogotovo za matrice &b
dimenzija, (ovde je keo celijskom sistemu), uslovi koji definiSu pripadnostkoj potklasi
regularnih H — matrica u velikoj meri olakSavajd.ra

Otuda i potée ideja o pregledu nekih potklasa regularnin H -trices kao i ideja o
lokalizaciji karakteristinin korena koja spektar matrice sa pozitivnim dj@@nim
elementima "smesta" u desnu poluravan. Daljgmeea radu [MK13] takde nailazimo na
zna&ajnu primenu dijagonalne dominacije i oblasti lakatije karakteristinin korena
matrice u optimizaciji beZnih senzor mreza.

Motivaciju zapravo pronalazimo prilikom razmatranjsatemattkin modela raztiitih
pojava u korisnosti i efikasnoj proverljivosti ugibokoji definiSu neku potklasu H — matrica,
kao i u primeni teorema Gersgorinovog tipa, na wen&ojih diskutujemo pozitivhu
stabilnost matrice. U analize i reSavanja matem#iih modela, mogu se dalje diskutovati i
pozitivna definitnost ili neka druga osobina matric
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U prvom poglavlju date su preliminarne definicijévidenja koja smo koristili u radu.
Zatim su u istom poglavlju navedeni pojmovi dijagbre dominacije, lokalizacije
karakteristénih korena i definicija generalizovano dijagonalmmminantnih matrica,
odnosno regularnih H - matrica. U svakoj sekcijedeni su kljdni pojmovi, koji kasnije
imaju primenu u radu ili su detaljnije oldraani.

U drugom poglavlju sledi pregled potklasa regulard — matrica i njihovih veza sa
odgovarajdim oblastima lokalizacije. Pratestil rada u svakoj od sekcija definéigsmo
klasu regularnih H — matrica, a potom dati ekvinahe teoremu kojom se definiSe oblast
lokalizacije karakteristnih korena matrice. Budu da posmatramo oblast lokalizacije
karakteristénih korena, za nas su od posebnogéajgamatrice sa osobinom pozitivnosti
dijagonalnih elemenata, Zge karakterisithe korene pokazujemo da &tava lokalizaciona
oblast nalazi u desnoj poluravni i da su takve iafpozitivno stabilne.

U treéem poglavlju dati su kodovi u programskom paketuTMAB koji su kori&eni pri
crtanju oblasti lokalizacije karakteri&tih matrica iz primera datih za svaku matricu koja
pripada nekoj potklasi H - matrica.
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1. TEORIJA MATRICA

1.1. Preliminarne definicije i tvr denja teorije matrica

Neka sum,n € N i neka jeC" n - dimenzionalni kompleksni vektorski prostor svih
vektor kolonax = [x;, x5, ..., x,]7, gde je svaki element, kompleksan brojx; € C,1 <
i <n)ineka jeC™ ™ prostor svih pravougaonih matrica formatax n, ¢iji su elementi
kompleksni brojevi.

Matricu 4 € C™™ obelezavamo sad = [a;;] ili je prikazujemo u obliku
pravougaone Seme savrsta in kolona:
ai1 vt Qan
A=| i El
Am1 " Omn

gde su elementi;; € C,zasvel <i<mil<j<n.

Na sl¢an nd&in saR™ i R™*" ozna&avamo, redom, realmi - dimenzionalni vektorski
prostor vektor kolona i prostar x n matrica sa realnim elementima. Matrice nad poljem
realnih (kompleksnih) brojeva nazivamo realnim (d@ksnim) matricama.

Matrica formatar X n naziva se kvadratna matrica reda
Neka jeA kvadratna matrica reda Kada jei = j, a; se naziva dijagonalni element

matrice A, a svi dijagonalni elementi matrick ¢ine glavnu dijagonalu. Kada je+ j,
elementer;; nazivamo vandijagonalnim elementima matéce

Jedintna matrical,, (ili samol, ako nema opasnosti od zabune) je kvadratna raatric
redan, ¢iji su dijagonalni elementi jednaki jedinici, a \dijagonalni su jednaki nuli.

Kvadratna matricd je invertibilna ili regularna (nesingularna), ghastoji kvadratna
matricaB, takva da jedB = BA = I.
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Ako postoji matricaB koja zadovoljava gornju jednakost, ona postojirjstveno,
naziva se inverzna matrica za matrisi oznaava se sa~!. Kvadratna matrickoja
nije regularna naziva se singularna matrica.

Neka jeA € C"™". Transponovana matrica od matride u oznaciA”, je matrica
formatan x m ¢iji i,j — ti elemenat jgj, i — ti elemenat od matriok

Matrica 4 € €™ je simetréna ako vaziA = A", odnosnoa;; = a;;, za svako
L,j=1,..,n

Neka je N ={1,2,..,n} i m:N — N proizvoljna permutacija. Ako j& <j i
n(i) > n(j) tada kazemo da jer(), 7(j)) inverzija permutacijez. Broj svih inverzija
permutacijer ozna&avamo sdnv ().

mv(m) = [{(m@D,m()): i <jAr@D > r()}-

Determinanta kvadratne matrice= [al-j] redan je preslikavanje matrice redau
skalarnu veliinu, definisano sa

det(A) = Z(_l)lnv(”)aln(l) "Aam(2) " - Anm(n).

TeN

a1 - Qn

.

Koriste se joS i oznakl| i

Ap1  *° Qnn

Ako je A kvadratna matrica redg onda se matrical — A (gde jed skalar) naziva
karakteristéna matrica matricé.

Polinom poA, p(1) = det (AI — A) naziva se karakterigtii polinom matricéA. p(1)
je polinomn-tog stepena, a koeficijent uz je 1.

Jednginadet(Al — A) = 0 naziva se karakterigtia jedndina matriceA.

Karakteristéni koreni kvadratne matricd redan su koreni njene karakteristie
jedn&ine.

Za proizvoljnu matricld € C™*™, skup njenih karakterigtih korenald;, i = 1, ...,n
nazivamaoaspektarkvadratne matricé i obelezavamo ga(4), odnosno

o(A) = {A € C: det(A — A) = 0}.

AKo su iy, A,, ..., A, karakteristni koreni matriceA, onda sep(A) = max,<;<,|4;]
nazivaspektralni radijusmatriceA.



Teoreme o lokalizaciji karakterigtiih korena i njihova primena na pozitivhu stabilhogtrica

Teorema 1.1.1Stepeni red -, A* konvergira ako i samo ako jg4) < 1. Kada je
taj stepeni red konvergentan, tadd je A regularna matricay -, A* = (I — 4) 7.

1.2. Dijagonalna dominacija

U ¢itavom radu skup indeks@mo oznaavati saV = {1,2, ..., n}.

Za proizvoljnu kvadratnu matrictA reda n, sumu modula vandijagonalnih
elemenata i - te vrsteatriceA ozn&avatemo sa

r(4) = Z laij|, i€N. (1.1)

JEN\{i}

Ako je matricaA reda 1, definiSemng (4) = 0.
U nastavkuéemo, najpre, definisati pojam stroge dijagonalnenidacije matrice.

Zatim ¢emo navesti poznati rezultat o regularnosti, kejiu literaturi poznatiji kao
cuvena Levi - Deplankovaeorema.

MatricaAd = [aij] € C™*" je strogo dijagonalno dominantndSDD) matrica, ako vaZzi
la;;| > 1;(4), za svakad € N. (1.2)

Teorema 1.2.1 (Levi - Deplankova teoreny:

Ako jeA = [aij] € C™™ strogo dijagonalno dominantna matrica, odnosno vai
|a;;| > r;(A), zasvakd € N,
onda jeA regularna matrica.

Dokaz:

Pretpostavimo suprotno, da matrich= [a;;] € C™" jeste strogo dijagonalno
dominantna, ali da je singularna. Tada postoji mekiula vektore = [xq, x5, ..., x,]T €

! Lévy - Desplanques
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C", takav da jedx = 0, ili ekvivalentnojcya;;x; =0, za svakd € N. Kako je
x # 0, postoji indeksk € N, tako da vazi

0 < |xx| = max{|x;|:i € N}.
Za takvok imamo
AgiX; = —Qgg Xk,
ieN\{k}

odakle, primenom nejednakosti trougla dobijamoeied

ol bl < D - Ixil < ) lawal - el = el -1 (4.
ieN\{k} LEN\{k}

Nakon deljenja gornjeg izraza da;| > 0, dobijamo |a.,| < r(4), Sto je u
kontradikciji sa pretpostavkom da je matrica strdgagonalno dominantna

Na osnovu uslova (1.2) koji ih definiSe, matrice dabile ime strogo dijagonalno
dominantne matrice ili, skéano, SDD matrice. Kada nije u pitanju stroga dijagoa
dominacija, vé samo dijagonalna dominacija definiSendgagonalno dominantne
matrice.

Matrica A = [aij] € C™"je dijagonalno dominantna (DD)matrica, ako za svaki
indeksi € N vazi da je

la;| = ri(A),
| postoji bar jedan indeks € N tako da vaZzi stroga nejednakost, tj.

|ak| > 13 (A). (1.3)
1.3. Lokalizacija karakteristi ¢nih korena

Jedna od ekvivalentnih formulaciiaevi — Deplankove teorenje cuvenaGersgorinova
teorema[Var04].

Zanimljivo je to, Sto do relativno skoro, nije bjisno i precizno definisana ekvivalencija
izmedu ta dva rezultata. Tek 2004. godine R. S. VargarQ¥] tu ekvivalenciju naziva
rekurentnim principom koji sem Sto vazi za pomenute dve teoreme, paeljisti opsti
odnos teorema o regularnosti matrica i teoremakaliltaciji spektra. Vise detalja o tom
odnosu dajemo u drugom poglavlju ovog rada.
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Da bismo formulisali GerSgorinovu teoremu oZine sa:

I(A)={z€eC: |z—ay| <r(4), ieN}
re = Jri
iEN
I';(A) jei - ti GerSgorinov krugmatriceA i predstavlja zatvoreni krug u kompleksnoj

ravni C, sa centrom u dijagonalnom elemeatui polupre&nikomr;(A).

Skup T'(4) definiSemo kao unijun GerSgorinovih krugova matricA i zovemo ga
GerSgorinov skupGersgorinov skup je zatvoren i orggen u skuplC.

Teorema 1.3.1 (Ger$gorinovateorema 1931.):
Za proizvoljnu matricul = [a;;] € C™™ i svakol € a(4), postoji indeksk € N
tako da vazi
|4 — ayie| < 1 (A4). (1.4)
Kako jeA € a(A) proizvoljno, vazi
a(4) € T'(4).
Dokaz:

Za bilo koje 1€ cd(4), neka je 0# x = [x1,xy,..,x,]7 € C* njemu odgovaraijti
karakteristéni vektor, tj. Ax = Ax. Dakle vazi ¥ jey a;jx; = Ax;, za svakd € N.

Kako je x # 0, postoji indeksk € N, tako da vazi

0 < |xx| = max{|x;|:i € N}.

Z AriX; = lxk,

IEN

Za takvok imamo da je

Sto je ekvivalentno sa

(A — agr)xy = z Qg Xi-
ieN\{k}

> Semen Aronovich Gersgorin

10
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Primenom nejednakosti trougla na prethodnu jeédiedobijamo sledee:

2= il Pl < ) lawal bl £ ) el - el = [l - (4.
ieN\{k} teN\{k}

Nakon deljenja gornjeg izraza pg,| > 0, dobijamo|A — a,| < 1, (4) .

Na osnovu definicije GerSgorinovih krugova sledijeld € T',(4), pa jed € T'(4). Kako
je A € o(A) proizvoljan karakteristni koren, sledi da je(4) < T'(4).o

1.4. Generalizovano dijagonalno dominantne matrice

MatricaA € C™*™ je generalizovano dijagonalno dominantna matricako postoji
vektor x = [xq, x5, ..., x,]T € R", takav da je

Iaiilxi > Z |Cll'j|Xj, i €EN. (15)
JEN\{}

Specijalno, kada je u (1.5) vektar= [1,1,...,1]7 prethodna relacija se svodi na
(2.2), odnosno na uslov koji definiSe SDD matri@a ideja moze se &iau radu
[Ger31], u kojem se GerSgorin bavi lokalizacijomddderisténih korena. Osnovna ideja
je u tome da pgevsi od SDD matrice za koju znamo da je regulamayZenjem iste sa
desne strane regularnom dijagonalnom matricom jalobi tak@e regularnu matricu, pri
¢emu se nejednakosti koje opisuju SDD matrice (jstawna) mogu zapisati kao (1.5).

Generalizovano dijagonalno dominantne matrice nsgsmatrati i uopStenjem M —

matrica. U literaturi se mogu prahaazne ekvivalentne definicije M - matrica, staga
ovoj sekciji izdvajamo samo neke kdje biti od zn&aja u ovom radu.

11
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Regularnu matriclA koja ima sve ne-pozitivne vandijagonalne elemergeivamo
M — matricom, ako je njena inverzna matrica ne-negatiodnosnel™! > 0.

Neka je matricad € C™*™ proizvoljna matrica. Njena pridruzena matrica

|aii|; i =j

(A) = [mij] je definisana san;; = {_|a..| i#j
ijl

Takav oblik matrice naziva se L - oblik.

Definicija 1.4.1 Matricu A € C™™ nazivamo regularnom H — matricom, ako je
njena pridruzena matrida@) regularna M — matrica, odnosno ako postaj—* i ako je
(A1 = 0.

Teorema 1.4.2Neka je matrical € C"*™ matrica koja ima L — oblik. MatricA je
M — matrica, ako i samo ako postoji pozitivan vekidako da jeAz > O.

Da li je odréena matrica (regularna) H - matrica icimaproveravanja da li data
matrica pripada toj klasi i dalje spadaju u aktaghitanja.

Jedna karakterizacija Hmatrica predstavljena je tignjem koje kaze da je neka
matrica A H — matrica, ako i samo ako se matridBamoze skalirati u SDD oblik
regularnom dijagonalnom matricom sa desne strameblé je nalaZzenje takve
skalirajute matrice. Prethodnu karakterizaciju navodimo ukaleoreme.

Teorema 1.4.3Proizvoljna matricad € C™*" je regularna H — matrica ako i samo
ako je generalizovana dijagonalno dominantna, kp postoji pozitivha dijagonalna
matricaX, takva da jeAX strogo dijagonalno dominantna.

Za sada je dovoljno deegularne H — matrice ( ili GDD matrice ) shvatirkao
najSiru od svih klasa koje nas interesuju u ovodura

12
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2. TEOREME GERSGORINOVOG TIPA | NJIHOVA
PRIMENA NA POZITIVNU STABILNOST MATRICA

2.1. Uvod

U ovom poglavlju je prikazan ztaj nekih uopStenja GerSgorinove teoreme kod
odrefivanja lokalizacionih oblasti za karaktertste korene matrice. Dat je pregled nekih
potklasa regularnih H — matrica i njihovih vezaoslgovarajdim oblastima lokalizacije.
Na osnovu klasa regularnih matrica stvorene sucrezbblasti lokalizacije.

Inspirisani ¢injenicom da je u mnogim situacijama vezanim zakubgu
matematitkog modela neke pojave dovoljno poznavati samostiblekalizacije, a ne i
tatne vrednosti korena, u ovom radu Zelimo da prikazemogunost primene teorema
Gersgorinovog tipa na ispitivanje pozitivne stab#ith matrice. Sa stanoviSta stabilnosti
dinamikih sistema ova veza ima veliki zizg, budéi da je dinamiki sistem stabilan,
ako se svi karakterigti koreni matrice nalaze u jednoj poluravni.

Definicija 2.1.1 Kompleksna kvadratna matriéaje pozitivho (negativno)stabilng
ako je njeni karakterigthi koreni leZze wesnoj(levoj) poluravni.

Budwi da imamo za cilj lokalizaciju karakterigtih korena takvih matrica, vrlo
bitno je napomenuti da generalno postoji jasna vemsaiu tvrdenja o lokalizaciji
karakteristtnih korena 1 tw#enja o regularnosti matrica, Sto smo ucaju sa
GerSgorinovom teoremom u sekciji 1.3 nazvali rektmien principom. [Var04]

Za razliku od Gersgorinovog skupa, koji se sastdjkrugova u kompleksnoj ravni,
teoreme koje slede u ovom poglavlju uvode lokaljpackoje se sastoje od
“komplikovanijih” skupova. Stoga definiSemo pojaeorema GreSgorinovog tipagde
¢emo precizno formulisati ¥epomenuti rekurentni princip. Potom navodimo ideju
primeni lokalizacije spektra matrice i njenoj vesa stabilno& matrica¢cime dajemo
jasan okvir ovom poglavlju.

Teorema 2.1.2:Ako je K potklasa (regularnih) H — matrica, onda za projpvomatricu
A vazi

g(A) € TXA) == {z]|zI - A ¢ K}.
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Teoreme o lokalizaciji karakterigtiih korena i njihova primena na pozitivhu stabilhogtrica

Dokaz:

Neka jeld proizvoljan karakteristan koren matricé. Tada jeAl — A singularna matrica,
pa ne moze pripadati klaki regularnin matrica. Daklé] — A ¢ K, tj. 1 € T¥(A). o

U slwaju Gerdgorinove teoreme, kadd f&(A) = I'(A), klasaK je klasa SDD matrica.
Na slican n&in definiSemo pojanteoreme Gersgorinovog tipa

Teoremama Gersgorinovog tipaazivademo teoreme koje daju oblast lokalizacije
I'®(A), koja odgovara stiaju kada je odgovaraja klasa matric&K potklasa klasél, gde sa
H obelezavamo klasu GDD matrica, tj. klasu H — matri

U narednim razmatranjima formulisamo tvdenja vezana za oblasti lokalizacije
karakteristénih korena matrica, koja u osnovi imaju slédéeleju:

Pratéi stil rada pod oznakonK* podrazumewsgemo oznaku za neke opotklasa
regularnih H - matrica, redom za klasu SDD matrf@atrovski matricag1 - matrica,a2 —
matrica, za matrice iz klasE - SDD, Nekrasova iS - Nekrasova. U svakoj sekciji
nazn&i¢emo uvek koju klastiemo posmatrati i podrazumevati pod klaskm

Naime, cilj nam je da pokazemo da: ako matricagaignekoj potklask* regularnih H -
matricai ako su svi dijagonalni elementi te matrice peztj onda se svi karakterigtii
koreni matricenalaze u desnoj poluravni. Ovo nam upravo daje wolg@ lokalizaciji
karakteristnih korena matriceodnosno o njenoj pozitivnoj stabilnasti

Dalje, kao kriterijum za dokazivanje da pojedin@dd matricatine potklasu klase
regularnih H - matrica, u radée imati primenu slede tvidenje, [BP94], koje govori o
invarijantnosti klase regularnih H - matrica u ognma dijagonalnu aditivnost.

Teorema 2.1.3Neka jeK klasa regularnih kvadratnih matrica proizvoljnega sa
nenula dijagonalnim elementima, takva da je KK ako i samo ako jed| + D € K, gde je
|Al: = [|a;;|] i D proizvolina nenegativna dijagonalna matrica. Tjgd& potklasa klase
regularnih H - matrica.

Dokaz:
Neka jeA € K proizvoljna matrica. Kako j&A)| = |A| € K , tada je i{A) € K pa je,
dakle, regularna matrica.

Pokazimo da jé4)~! nenegativna.
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Teoreme o lokalizaciji karakterigtiih korena i njihova primena na pozitivhu stabilhogtrica

Ako posmatramo razlaganfd) = D, — By, gde jeD, := diag(|la;1l, |azzl, .-, |annl) i
B, == D, — (A), matrica D, je «igledno, regularna nenegativha matrica. Tada mozemo
pisati (A) = D,(I — D, *B,), odakle sledi da j¢ — D, 'B, regularna matrica {4)~! =
(I =Dy 'B)™'D, "

Kako jeD, 'B, nenegativna, upotrebom @enja o konvergeniciji geometrijskog reda
matrica, [BP94], sledi da j&I — D,~*B,)~" nenegativnanatrica. Naime, moZe se pokazati
dajep(DA_lBA) = max{IAI:A € O'(DA_lBA)} <1.

Pretpostavimo suprotno, da postog o(D, ™" B,), takav da jéA| > 1.
Tadajerl —D,~*B, = D,~*(AD,—B,) singularna matrica.

Medutim, kako je|A| = 1, moZemo pisailD,—B4| = |A| Dy+Bs = Dy+B4 + (|| —
1) D, = |A| + D, gde jeD := (|A| — 1)D4 nenegativna dijagonalna matrica.

Kako je A € K, tada i|A| + D € K , pa je na osnovu uslova teoremhB,—B, € K ,
odakle sledi njena regularnogime smo dobili diglednu kontradikciju.

Dakle,p(D,*B,) < 1, odnosno, geometrijski réek>_o(D,*B,)" konvergira

(I =Dy 'B)™
Kako jeD, B, nenegativna, suma reda je nenegativime je dokaz zavrsenm.

Budwi da, ve& poznata, klasa strogo dijagonalno dominantnih (pPDixatrica ima
centralnu ulogu u ovim razmatranjima, pregled @&l regularnih H matrica zap&njemo
definisanjem SDD klase matrica. Potom slede nat@istrovskoge - matrice, matrice klase
¥ - SDD, Nekrasova$- Nekrasova.

2.2. SDD matrice

Radi preglednosti, navodimo joS jednom definicifpCsmatrica.

Matrica A = [a;;] € C™*"je strogo dijagonalno dominantna (SDD) matrica, a&i

|a;;| > r;(4), za svakad € N.
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Teoreme o lokalizaciji karakterigtiih korena i njihova primena na pozitivhu stabilhogtrica

Takade, vazi tvidenje Levi — Deplanka:

Neka je matrical = [aij] € C™™ proizvoljna. Ako jeA strogo dijagonalno dominantna,
odnosno vazi

|a;;| > r;(4), zasvakad € N,
onda jeA regularna matrica.
Dokaz Levi - Deplankove teorense moze na u prvom poglavlju.

Kako je klasa H- matrica klasa regularnin matrica u nastavku jekgzana
karakterizacija H- matrica preko skalirafie dijagonalne matrice. U sekciji 1.4 navedena je
samo formulacija ove teoreme kojom se dokazujeedaeka matrica H +atrica,dok u
ovom poglavlju dajemo detaljan dokaz.

Dakle, teorema koja sledi se primenjuje prilikonmkaznvanja da je neka matrica H
matrica, mdutim joS uvek se regularna dijagonalna skalitajunatrica efektivho moze
konstruisati samo u nekoliko shjeva. Ovde je navodimo i dokazujemo i kako bismo
naglasili zn&aj SDD matrica.

Teorema 2.2.1 Matrica A = [a;;] € C™™ je H — matrica ako i samo ako postoji
regularna dijagonalna matricd, takva da jeAX strogo dijagonalno dominantna (SDD)
matrica.

Dokaz
=)

Neka je matricad = [aij] € C™" H — matrica, tada prema Teoremi 1.4.2 sledi da je
njena pridruzena matricgd) M — matrica, odnosno postoji pozitivan vektgrtako da je
(A)z > 0,z = [21, 25, ..., 2"

Daljie je ((4)-2); = XAk " 2k = layl - z; — Xp=ilail - 2z, @ kako je(d)z >0
onda je i({(A4) - z); > 0, za svakao.

Iz prethodne jednakosti imamae;;| - z; — Yr«ilaix| - zx > 0, Vi, paje

|aii| *Zj > Zkiilaikl Y Zk, Vl, a kako je VA pOZitivan vektor Vaj.uiil * Zj > Zkiilaik ' Zkl
Vi.

Dalje, za matricuX biramoX := diag(z;, z,, ..., z,). Proveravamo da li j&X strogo
dijagonalno dominantna (SDD) matrica.

Dakle,(AX)l’j = QijZ;j. Ial-l- . Zil > TL(AX) = Ek;ti Aiy " Zy = AX]e SDD.
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Teoreme o lokalizaciji karakterigtiih korena i njihova primena na pozitivhu stabilhogtrica

(=)
Neka je sadA dijagonalna matrica takva @& pripada klasi SDD matrica.
Neka je X = diag(xq, X3, ..., X)),

Tada jela;;x;| > Yr=ilaix * x|, za svaka, pa sledi da je proizvod matriéeX je SDD
matrica i vaZi |a;| - |x;| > Ykxilail - 1%, za svaka.

Posmatrajmo pridruZzenu matri¢a) :
(A) je L — oblika.
Zatim, z = [|xyp, |x2], o, 2] 2> 0.

Ako je (A)z > 0 onda vaZila;;| - z; > Ypzilai - zxl, Vi, gde jez; = |x;| i z, = |xk|
prema Teoremi 1.4.2 zakfujemo da jgA) M — matrica, odnosnA je H — matricac

Dakle, ukoliko zelimo da pokazemo da data matricpapla klasi H— matrica,
dovoljno je da pokazemo da postoji regularna dijedioa matricX takva daAX pripada
proizvoljnoj potklasi H- matrica, u ovom shtiaju klasi SDD matrica.

Ocigledno, ako je matricd = [a;;] € C™" strogo dijagonalno dominantna, onda
jeonai H-— matrica.

Opste je poznato da za svaku matuce: [a;;] € C¥"vazZi (4) = a(4AT), gde su
A'i AT istovremeno regularne, odnosno singularne matbedde, primenom Teoreme
1.2.1 naA” direktno zaklj@ujemo da vaZi slede tvidenje:

Teorema 2.2.2Neka je matricad = [aij] € C™ strogo dijagonalno dominantna
matrica po kolonamapdnosno vazi

lai;| > ¢;(A) = 1;(A") = Xz |agl, (2.1)

za svakad € N. Tada je matricé regularna matrica, Stavideje H - matrica.

Da je matrica SDD po kolonama H — matrica, dobijgrimenom Teoreme 2.1.3.
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Teoreme o lokalizaciji karakterigtiih korena i njihova primena na pozitivhu stabilhogtrica

Ako pod klasomK* podrazumevamo klasu strogo dijagonalno dominantmalrica,
onda formuliSemo sleda teoremu:

Teorema 2.2.3Ako je A SDD matricai ako su svi dijagonalni elementi matriée
pozitivni, onda se svi karakterigti koreni matriceA nalaze u desnoj poluravni.

Dokaz:

Neka je matricad je SDD matrica i neka je;; > 0. Dakle, neka vaZa;;| > r;(A), za
svakoi € N.

Neka jeld proizvoljan karakteristan koren matricéd. Na osnovu Gersgorinove teoreme i
Teoreme 2.1.2. vazi

|2 —a;| <nr(4) < la;l = ay.

Kako jer;(A) < a;;, za svakd € N, svi GerSgorinovi krugovi imaju polupneik manji
od rastojanja centra od koordinatnoggiia, pa se nalaze u desnoj poluravni.

Budwi da je Teoremom 1.3.1 oblast lokalizacije karaktgnih korena matrice
definisana kao unija svih GerSgorinovih krugova ljpgkijemo da secitava oblast
lokalizacije karakteristnih korena za SDD matricu sa pozitivnim dijagonani
elementima nalazi u desnoj poluravni.

Dakle, ako matrica zadovoljava uslov (1.2), na esnbeoreme 1.2.1 sledi regularnost te
matrice. A kako su svi dijagonalni elementi matrjgezitivni, prema Teoremi 2.2.3.
zakljuéujemo da se svi njeni karakteristi koreni nalaze u desnoj poluravni. Matrica je
tada pozitivno stabilna matrica na osnovu Defiri@j1.1.

Primer 1.

Matrica

0.7 16 0.7
1.09 0.25 2.98

A1=

208 0 1.1]

pripada klasi SDD — matrica, tj. zadovoljava udb\?) za svakae € N.

18



Teoreme o lokalizaciji karakterigtiih korena i njihova primena na pozitivhu stabilbmatrica

Na slici 1. prikazan je odgovarajuGersgorinov sku za matricud,. Karakteristéni koren
matriced,; ozna&eni sax. Vidimo se da svi karakterigtii korenimatrice A; nalaze u desnoj
poluravni.

0s5r

N5¢F

Slika 1.Gersgorinov skup za matricly iz Primera’l

2.3. Matrice Ostrovskoc (Ostrowsk)

U ovoj sekciji definiSemo klasu regularnih rrica, koja svoje postojanje duguje ra
Ostrovskog, po kome je i dobila imSledi njegov rezultaiz 1937. godin [Ost37] o
regularnosti matrice.

Teorema 2.3.1Neka je matricad = [aij] € C™™, n = 2 proizvoljna. Ako elementi
matriceA zadovoljavaju relacij

lai| - |laj;| > 1, (A) - 1;,(4), (2.2)

za svakoi # j, i,j € N, onda je matricaA regularna matrica. Stavise, matriA je H —
matrica.
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Teoreme o lokalizaciji karakterigtiih korena i njihova primena na pozitivhu stabilhogtrica

Klasa matricaOstrovskogopisana relacijom (2.2) se u literaturi [LT97] nazi duplo
dijagonalno dominantna klasa matricaPrimetimo da ona u sebi sadrzi klasu SDD matrica
po vrstama, tj. ova klasa matrica Sira je negokBBD matrica. Dakle, ako je matrica SDD,
tada je i DDD. [KCV09]

Da su DDD matrice ujedno i regularne-tinatrice, direktna je posledica Teoreme 2.1.3.

U svom radu [Bra47] Brauer ponovo otkriva ovaj fHeuo regularnosti i to kao
posledicu odgovarageg tvidenja u vezi sa lokalizacijom karakteréstin korena.

Analogon ovoj teoremi je sle@ieBrauerov rezultat [Bra47]:

Teorema 2.3.2Za proizvoljnu matricud = [a;;] € €™, n>2 i svako 1 € o(4),
postoji par raztiitin indeksai, j € N, tako da vazi

L€ K;j(A) = {z €EC:|z—ay| |z—ajj| <1i(A)- rj(A)}. (2.3)

Stoga, svi karakterigtii koreni pripadaju skupu

x(@ = | ] Ky,
i,JEN
i#j

Primetimo, najpre, da je, za razliku od GerSgorogwsgkupa, Brauerov skupcsaien od
kompaktnih oblasti u kompleksnoj ravni. lako orekdie, zavise od dijagonalnih elemenata
i suma po vrstama, njihov oblik nije krug.

Generalno, kriva koja se dobija prilikom lokalizaci literaturi se naziva Kazinijéwval
ili Kazinijeva elipsa. Stogdemo skupk;;(4) zvati (i, j) - ti Brauerov oval Kazinija matrice
A.

Ukoliko matrica ispunjava uslov (2.2) ona je poindiefji matrica Ostrovskogi pod
klasomK* podrazumevamo klasu strogo duplo dijagonalno damimih matrica, odnosno
klasu matricaDstrovskog

% Ime potte od italijanskog astronoma, Giovanni Domenico ®ag$625.-1712.)
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Teoreme o lokalizaciji karakterigtiih korena i njihova primena na pozitivhu stabilhogtrica

Teorema 2.3.3Ako je A matricaOstrovskog ako su svi dijagonalni elementi matriée
pozitivni, onda se svi karakteri&ti koreni matrice A nalaze u desnoj poluravni.

Dokaz:

Neka jea; > 0 i neka je matrical je matricaOstrovskogDakle, vazi uslov (2.2):

|al-l-| . |a”| > Ti(A) : T](A), za svakad -'ptj, l,] EN.

Neka jea karakteristian koren matricéd. Na osnovu Teoreme 2.3.2 i Teoreme 2.1.2 vazi
1A —ay| 12— aj;] <1 (A) - 1;(A) < layl laj;| = a; - ay.

Na osnowu |1 —ay| |1 —ajj| <a;-a, za svakoi,j € N,i#j, dobijamo tzv.
Brauerove ovale Kazinija se nalaze u desnoj pohiraBudwi da je oblast lokalizacije
definisana kao unija svih Brauerovih ovala Kazinimakljwujemo da secitava oblast
lokalizacije karakteristnih korena (Brauerov skup) za matricu Ostrovskagpszitivnim
dijagonalnim elementima nalazi u desnoj polurawmni.

Dakle, ako matrica zadovoljava uslov (2.2), na esnbeoreme 1.2.1 sledi regularnost te
matrice. A kako su svi dijagonalni elementi matripezitivni, prema Teoremi 2.3.3
zaklju¢ujemo da su svi njeni karakterigti koreni smesSteni u desnoj poluravni. Matrica je
tada pozitivno stabilna matrica na osnovu Defiri@j1.1.

Primer 2.
Matrica
29 01 05
A, =109 19 0.6
0.18 09 2.12

pripada klasi matrica Ostrovskog, tj. zadovoljagtou (2.2) za svakd+# j, i,j € N.

Na slici 2. prikazan je odgovargjBrauerov skup za odgovaréjumatricu. Karakteristni
koreni matriced, ozna&eni sax.
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Teoreme o lokalizaciji karakterigtiih korena i njihova primena na pozitivhu stabilbmatrica

Slika2. Brauerov skup za matridly iz Primera z

Cuvene kase regularnih matri  koje slede, poznate su napet zahvaljujti Ostrovskom , a
nazivamo ih klasama - matrica

2.4. al — matrice

Definicija 2.4.1 Matricu 4 = [a;;] € C™™nazivamo a1 — matricom, ako postoji
a € [0,1], tako da za svaki € N, vazi

laii] > ar(A)+(1 — a)c;(4). (2.4)

Teorema 2.4.20strowski Ako je matricad = [aij] € C™™ al — matrica, onda je ona
regularna, StaviSe ona je — matrica. [Ost37]

Ova klasa matrica jeedna od generalizac klase SDD matrica potklasa je klase H -
matrica. Kao i do sada,u oblasti lokakacije karakteristinih korena,vazi teorema
ekvivalentnareoremi 2.4.
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Teoreme o lokalizaciji karakterigtiih korena i njihova primena na pozitivhu stabilhogtrica

Teorema 2.4.3Svi karakteristini koreni matriced = [al-j] € C™™ pripadaju skupu

a@= ]| Jr=w,

0<a<1lieN
gde je
I(A) ={z€C:|z—ay| <ary(A)+(1 — a)c;(A)},i €N.
Pod klasonmK* podrazumev@&mo sada klasa1 — matrica.

Teorema 2.4.4. Ako je matricad a1 — matricai ako su svi dijagonalni elementi matrice
A pozitivni, onda se svi karakteri&ti koreni matriceA nalaze u desnoj poluravni.

Dokaz:

Neka je matricad je a1l — matrica i neka jey; > 0 za svakoi. Ako je matricad al —
matrica onda vazi uslov (2.4)

la;;| > ar;(A)+(1 — a)c;(A), zasvd € N.

Neka je A proizvoljan karakteristan koren matriceA. Na osnovu Teoreme 2.4.3 i
Teoreme 2.1.2 vazi

A —a;l< ary(A)+(1 — a)c;(4) < |ail = ay.

Budui da vazi gornja nejednakost unija svih krugovai lggdrze karakteristne korene
matrice nalazie se u desnoj poluravni. Formiranjem preseka pm sforima parametra

dobijamo oblast lokalizacije kojacigledno lezi u svakoj od oblasty;cy [ (4), pa
zakljwujemo da secitava oblast lokalizacije1,(4A) za a1l — matricu sa pozitivnim
dijagonalnim elementima nalazi u desnoj poluravni

Dakle, ako matrica zadovoljava uslov (2.4), na esnbeoreme 1.2.1 sledi regularnost te
matrice. Kako su svi dijagonalni elementi matricezipvni, prema Teoremi 2.4.4
zakljuéujemo da su svi njeni karakterigti koreni smeSteni u desnoj poluravni. Matrica je
tada pozitivno stabilna matrica na osnovu Defiri@j1.1.
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Teoreme o lokalizaciji karakterigtiih korena i njihova primena na pozitivhu stabilbmatrica

Primer 3.

Matrica

35 08 17
A; =1087 1.7 0.6
05 01 13

pripada klasia1l —matrica tj. zadovoljava uslov (2.4) za svak& N.

Na slici 3. prikazan je odgovargjiskupOstrovskog za matricA; za vrednost paramet
a = 0.6. Karakteristéni koreni ozn&eni sax.

151
05
05F

=I5

Slika 3. &up Ostrovskog za1— matricuA; iz Primera3.
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Teoreme o lokalizaciji karakterigtiih korena i njihova primena na pozitivhu stabilhogtrica

2.5. a2 — matrice

Definicija 2.5.1: Matricu A = [al-j] € C™™nazivamo a2 — matricom, ako postoji
a € [0,1], tako da za svakb€ N, vazi

lag| > 1 (A)* - ¢;(A) . (2.5)

Primetimo da za ragiite vrednosti parametra dobijamo razliite uslove za regularnost
matrice. Tako za krajnje dke intervala[0,1] dobijamo vé poznate uslove za pripadnost
nekoj klasi. Zaax = 1, uslov (2.5) postaje isti kao SDD uslov (1.2), dakx = 0 je isti kao
uslov (2.1). Dakle, klasa2 — matrica u sebi, kao potklase, sadrzi klasu SDddrica po
vrstama i klasu SDD matrica po kolonama.

Teorema 2.5.2 (Ostrowski)Ako je matricad = [aij] € C™" a2 — matrica, onda je ona
regularna, StaviSe ona je H — matrica. [Ost37]

Ova klasa matrica je talte jedna od generalizacikase SDD matrica i potklasa je klase
H - matrica. Kao i do sada, u oblasti lokalizadirakterisiéénih korena, vazi teorema
ekvivalentna Teoremi 2.5.2.

Teorema 2.5.3Svi karakteristini koreni matriceA = [al-j] € C™™ pripadaju skupu

A= [ | Jrea,

0<a<1 ieEN
gde je

I[2(A) ={z€C:|z—ay;| <r;(A)% c;(A)'"4}, i EN.

Ako elementi matrice zadovoljaju uslov (2.5), medrée biti 2 — matrica. Pod klasom
K* podrazumevamo klast2 — matrica i formuliSemo slede teoremu:

Teorema 2.5.4 Ako je matricad a2 — matricai ako su svi dijagonalni elementi matrice
A pozitivni, onda se svi karakteri&ti koreni matriceéA nalaze u desnoj poluravni.

25



Teoreme o lokalizaciji karakterigtiih korena i njihova primena na pozitivhu stabilhogtrica

Dokaz:

Neka je matrical je a2 — matrica. Onda vazi uslov (2.5), pa je

la;;| > 1;(A)% - c;(A)A~Y, zasva € N.

Neka jeA proizvoljan karakteristan koren matricé. Na osnovu Teoreme 2.5.3 i Teoreme
2.1.2 vazi

14— ay|< (A% (AP < |ay| = ay.

Budwi da vazi gornja nejednakost, unija svih krugova &adrze karakteristne korene
matrice nalazie se u desnoj poluravni. Formiranjem preseka pm sforima parametra
dobijamo oblast lokalizacije koja leZi u svakojaolastiU;cy [**(A4), pa zaklj¢ujemo da se
Citava oblast lokalizacijed,(A) za a2 — matricu sa pozitivnim dijagonalnim elementima
nalazi u desnoj poluravni

Zakljucujemo, dakle, da ako matrica zadovoljava uslov)(z& osnovu Teoreme 1.2.1
sledi regularnost te matrice. A kako su svi dijagan elementi matrice pozitivni, prema
Teoremi 2.5.4. sledi da se svi njeni karaktefistkoreni nalaze u desnoj poluravni. Matrica
je tada pozitivno stabilna matrica na osnovu Deifjai2.1.1.

Primer 4.

Matrica

A, =17 26 07

1.09 0.25 2.98

248 0 1.5]

pripada klasia2— matrica, tj. zadovoljava uslov (2.5) za svalk®N.

Na slici 4. prikazan je odgovargjuskup Ostrovskog za matriely, za vrednost parametra
a = 0.6. Karakteristtni koreni matriced, ozna&eni su sax.
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©

Slika 4.Skup Ostrovskog za2— matricud, iz Primera4.

2.6. X -SDD matrice

U sekcijama koje slede kori&#mo joSneke oznake, pa pored oznake za skup int
N = {1,2,...,n} imamo joS

S - podskup indekssS € N,

S - komplement skupSu odnosu n&l, S == N\ S.

Definicija 2.6.1 Neka je matricid = [al-j] € C™™, n = 2 proizvoljne matrica i neka je
skupS € N neprazarpodsku| indeksa. Matric#\ je S— strogo dijagonalno dominantn (S-
SDD) matrica ako vaZzi

la;;| > r;°(A), za svakoi € S, (2.6)
(agl —r5A) - (|laj;| —=1°(4) > 15(4) -1;°(A) za svakoi € S, € S, (2.7)
gde je
15 (A) = Z |aij|-
jesS\(&}
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Primetimo da ako j&§ = N, onda jeS = @ i tada se gornja relacija svodi ha;| >
r;(A), za svei € N, Sto nam je poznato kao osobina stroge dijagon@dmeinacije matrice
A. Dakle, ako je matrica SDD matrica, onda je o8a DD matrica za sve podskuposed
skupa indeksal. Razltite formulacije definicija i osobina ove klase niedr kao i detaljnije
objasnjenje, mogu se prana [Cve06], [CKV04] i [GX92].

Prethodna definicija se moze preformulisati u Bjojivalentnu definiciju:

Definicija 2.6.2 Neka je matricad = [a;;] € C™™, n > 2 proizvoljna i neka je skup
S € N neprazan podskup indeksa. Matreg S — strogo dijagonalno dominantr@a-(SDD)
matrica ako vazi

la;;| > ;°(4), za bar jednai € S (2.8)
(aul = r5(A) - (Jaj;] = 15(4) > 15 (A) - 1;5(A) (2.9)
zasvei €S,j€S.

ViSe o drugim ekvivalentnim definicijama sa navedermoze se prora i u radu
[MCO5].

Dakle, u literaturi se matrice koje ispunjavajuoysl date u Definiciji 2.6.1 nazivafa—
strogo dijagonalno dominantne matrice, odnosno¢eka— SDD matrice, prcemu jeS
fiksirani skup indeksa za koji vaze uslovi (2.62i7).

Jasno, posto j& proizvoljan neprazan podskup indeksa, moze senidafi i Sira klasa
matrica dopuStanjem da sk&ovarira. U literaturi se tako dobijena klasa marabelezava
sa$ — SDD [Cve06] ili saZ - SDD [BC09]. Dakle, matrical = [a;;] € C™", n > 2
¥ — SDD matrica, ako i samo ako postoji neprazam skdeksa S © N takav da za svako
i €Si j€Svaze uslovi (2.6)i (2.7).

Teorema 2.6.3 (Cvetkové-Kostié-Varga) Neka je matricad = [a;;] € €V, n > 2
proizvoljna matrica i neka je skup € N neprazan podskup indeksa. Ako za svaka dva
indeksai € Si j € S:= N\ S vaze uslovi (2.6) i (2.7), tada feregularna matrica.

U oblasti lokalizacije karakteristih korena ekvivalentan rezultat daje skadéeorema
dokazana u [CKVO04].

Teorema 2.6.4( Cvetkové-Kostié-Varga ) Neka jematricad = [ai j] € C™" proizvoljna
matrica i1 € 6(4) njen proizvoljan karakterigini koren. Tada za svaki neprazan skup
indeksaS € N postojei € Si j € S takvi da

reTf(A)={z€C:|z—ayl <r’(A)}, i€S
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i AeVi(A) ={z€eC: (|lz—ayl —n5(4))- (|z - aj| - rjf(A)) <15(4) -5 (A}

Tada, za svaki neprazan skt N,

i€s i€s
jes

o(A) € CS(4) = (U FL-S(A)) U (U Vi (4)

Bolja oblast lokalizacije karakterigtiih korena je predstavljena skupom

C(4) = ﬂ c5(A).
ScN
S+0,S+N

Ako elementi matriceadovoljaju uslove (2.6) i (2.7), matricaje SDD matrica, pa pod
klasomKK* podrazumevamo klasii- SDD matrica.

FormuliSemo sled® teoremu:

Teorema 2.6.5Ako je matricaA X - SDD matrica i ako su svi dijagonalni elementi
matriceA pozitivni, onda se svi karakteri&ti koreni matriceA nalaze u desnoj poluravni.

Dokaz:

Ako je matricaZ — SDD, onda vaZze uslovi (2.6) i (2.7) i tada zekswnaprazan skup
indeksaS € N postojei € Si j € S takvi da

lai;| > 15 (A),

(ayl =15 (Jaj;| = 15 (A) > 15 (A5 (A).
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|z uslova (2.6) i (2.7) zakljtujemo da vazja;;| > ;5 (4).

Neka jel karakteristtan koren matricé. Na osnovu Teoreme 2.6.4 i Teoreme 2.1.2
tada vazi da za svaki neprazan skup indéksaN postojei € Sij € S takvi da

1A —ay| <717 (A) < lay| = ay,
1= ] <15(A) < layl = @y,
i
(14 - aul = 5@) - (11 = a5] = 15@) < 5K < (lal = 15@) - (lay;| -5 )
= (aii - riS(A)) ) (ajj - 7}'§(A))-

Budwi da vaze gornje nejednakosti unija svih krugovasvih krivih koje sadrze
karakteristtne korene matrice nalge se u desnoj poluravni. Formiranjem preseka

C(A) == N sev C5(A) po svim izborima skup& dobijamo oblast lokalizacije koja leZi u
S#0,S#N

svakoj oblastiCS(4), pa zakljgujemo da seitava oblast lokalizacije z& — SDD matricu sa
pozitivnim dijagonalnim elementima nalazi u despoluravni.c

Dakle, ako matrica zadovoljava uslov (2.6) i (2r¥§ osnovu Teoreme 1.2.1 sledi
regularnost te matrice. A kako su svi dijagonalaieenti matrice pozitivni, prema Teoremi
2.6.5 zaklj@¢ujemo da su svi njeni karakteristi koreni smesteni u desnoj poluravni. Matrica
je tada pozitivno stabilna matrica na osnovu Deifj@i2.1.1.

Primer 5.
Matrica
2 0.1 0.6
As; =1 0.9 1 0.01
047 05 1.8

pripada klask - SDD matrica, tj. zadovoljava uslove (2.6) i (2.7)
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Na slici 5. prikaan je odgovarajia £ - SDD lokalizacija karakterigtnih korena matric A .

Karakteristéni korenimatrice As; ozn&eni sax.

05F

BRIk

Slika 5.LokalizacijaZ - SDD za matricWds iz Primerab.

2.7. Matrice Nekrasovs

DefiniSemo, najpreh; (A) rekurentnom formulom:

hi(4) = Zlaljl, (2.10)
j#1
i-1 n
hi(A
j=1 Gil 5
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Definicija 2.7.1 Matricad = [a;;] € C™", n > 2, naziva se Nekrasova matrica, ako za
svakoi € N, vazi da je

laii| > hi(A). (2.12)

Poznato je da je klasa Nekrasovih matrica Sira ladelSDD matrica, dok je s druge
strane, klasa Nekrasovih matrica potklasarkatrica [CDDL11], [Cve06] i [Szu06].

Dovoljan uslov za regularnost matrice daje namesiedeorema [Szu06]:

Teorema 2.7.2Ako je matricad = [a;;] € C™™ matrica Nekrasova onda je ona
regularna.

Dalje, matricaP € R™™ naziva se permutaciona matrica, ako postoji peaaijat,
m: N — N, tako da

P = [pij] = [8in(jy] € {013, gde je

5 _{1, akojei=j

i =10, akojei=j poznatKronekerow simbol.

Ako postoji permutaciona matri¢atako da jePAPT Nekrasovamatrica, onda matricd
nazivamoGudkovmatricom [CKRO09].

Teorema2.7.3Neka je matrical = [al-j] € C™™, n > 2 proizvoljna matrica i neka j&
proizvoljan karakteristian koren matricé. Tada

LeMA) ={z€C:|z—ay| <h(A), i € N},

pa se svi karakterigti koreni nalaze u

r'(a) = U I (4).
i,JEN
i#j

Napomenimo da je u ovom shju crtanje oblasti lokalizacije karakteréstih korena
matrice Nekrasova veoma otezano, kiidda su veliine h; definisane rekurentnom
relacijom, stoga su slika i primer sa lokalizacijepektra u ovoj sekciji izostavljeni.
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Teorema 2.7.4Ako je matricad matricaNekrasova ako su svi dijagonalni elementi
matriceA pozitivni, onda se svi karakteri&ti koreni matriceA nalaze u desnoj poluravni.

Dokaz:

Neka su svi dijagonalni elementi matridepozitivni i matricad je matrica Nekrasova.
Onda vazi uslov (2.12), pa je

Iaiil > hl(A), za svaka € N.

U teoremi 2.7.3 skup koji sadrzi karaktetis korene je definisan sal}"(A) =
{ze C:|z—aqay| < h;i(4), i € N}. Na osnovu njegove definicije i osobina matrike iz
teoreme 2.7.3 zakljwjemo da se unija takvih skupova datdJsgen I'*(4), odnosnaitava

i*j
oblast lokalizacije karakterigtiih korena matricé nalazi u desnoj poluravni

Analogno prethodnim razmatranjima dolazimo do zgkip da je matrica Nekrasova sa
pozitivnim dijagonalnim elementima pozitivno stalailmatrica.

2.8. S — Nekrasowmatrice

Definicija 2.8.1 Neka je matrical = [a;;] € C™", n > 2 proizvoljna i neka je skup
S C N neprazan podskup indeksa. Matriege S— Nekrasovanatrica ako vazi

la;;| > h;°(A), za svakoi € S, (2.13)
laj;| > hjS_(A), za svakoj € S, (2.14)

(lagl — hi*(A)) - (|ajj| - hjs'(A)) > h;5(4) - h*(4) za svakoi € S,j € §. (2.15)

Sledi odgovarajéi rezultat o regularnosg — Nekrasowatrica:

Teorema 2.8.2 Ako je matricad = [a;;] € €™, n > 2 S — Nekrasowmatrica, onda je
Aregularna, Stavisa je H — matrica.

Dokaz se moze moze pramna [CKR09], a ideja dokaza se sastoji u tomeaarende
skalirajuta matricaX analogno Teoremi 2.2ida se primeni Teorema 2.1.3.
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Teorema 2.8.3Neka jematricad = [aij] € C™™ proizvoljna matrica. Tada za svaki
neprazan skup indeksac N postojei € Sij € S takvi da je

IF(A)={zeC:|z—ayl <hj(A)}, i€S,
IF(A) ={zeC:|z—ay| <R (A)} jES,
i

G5(4) ={z€C: (|z —a;| - hiS(A)) (|z —aj| - hjf(A)) < h5(4) b5 (A}

Tada svi karakteristni koreni matriceA pripadaju skupu

IS(A) = (UFiS(A))U UFJS(A) U UGiSj(A) .

i€es j€s ies
jeS

Ocigledno je bolja oblast lokalizacije karakterisiih korena predstavljena skupom

0(4) = ﬂ I'S(4).

SCcN
S+0,S+N

Kao u prethodnom, tako i u ovom &hju crtanje oblasti lokalizacije karakteréstih

korenaS —Nekrasov matrice je veoma otezano, hiidia su veltine h;* i h;° definisane
rekurentnom relacijom, stoga su slika i primer sgkalizacijom spektra u ovoj sekciji
izostavljeni.
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Neka je klasaK* klasaS - Nekrasounatrica. Kao i u dosadaSnijm sekcijama, sledi
tvrdenje o lokalizaciji karakteristhin korena S - Nekrasovmatrice sa pozitivhim
dijagonalnim elementima.

Teorema 2.8.4 Ako je matricaA S - Nekrasowmatrica i ako su svi dijagonalni elementi
matriceA pozitivni, onda se svi karakteri&ti koreni matriceA nalaze u desnoj poluravni.

Dokaz:

Neka su svi dijagonalni elementi matridgoozitivni i neka je matrical je S -Nekrasov
matrica. Onda vaze uslovi (2.13), (2.14) i (2.X&)nosno za svaki neprazan skup indeksa
S C N postojei € Sij € S takvi da je

la;;| > hiS(A),
laj;| > b °(A),

(laal = b)) - (laj;| = b)) > h°(4) - ¥ 4).
Neka jeld karakterisitan koren matricé. Imamo da je
12— ai| < hi(A) < layl = ay ,
A= aj;] <A < lajj| = ;.

U teoremi 2.8.3 skup kofie sadrzati karakterigtie korene definisan je sa

G5(A) =z C: (12— ayl — h(4)) (|z —aj| - h,-s'(A)) < h5(A) b5 (A)}.

Na osnovu njegove definicije i osobina matrikez teoreme 2.8.4 zakljujemo da se

unijaUies Gl-sj(A) (takvih skupovajpalazi u desnoj poluravni.
jes

Budwi da vaze gornje nejednakosti unija svih krugovavih krivih koje sadrze
karakteristtne korene matrice nal@® se u desnoj poluravni. Formiranjem preseka pm svi
izborima skupaS dobijamo oblast lokalizacije koja lezi u svakojlasti I'S(4) pa
zakljwujemo da seitava oblast lokalizacij@®(A) zaS - Nekrasov matricu sa pozitivnim
dijagonalnim elementima nalazi u desnoj polurawmni.

Analogno prethodnim razmatranjima dolazimo do zgki da je matrica iz klasg-
Nekrasova sa pozitivnim dijagonalnim elementimaitpom stabilna matrica.
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3. Funkcije u MATLAB-u za implementaciju oblasti lokal izacije

U ovoj sekciji su navedeni kodovi funkcija u prognigkom paketu MATLAB, pomi
kojih su formirane slike u radu.

Bitno je napomenuti da su kodovi fokusirani na ebé& rada, stoga sesto ne radi o
optimalnom programskom kodu za formiranje odgowgmpblasti lokalizacije. Ipakiitalac
koji poznaje osnove programiranja u MATLAB-u mobke, osnovu izloZenih ideja, relativno
lako prilagoditi funkcije svojim potrebama.

Promenljiva eps u svim funkcijama predstavlja argnptnpomdéu koga se zadaje
preciznost crtanja grafika. Vrednosti sa kojimda@mirani grafici u radu su eps = 0.1, eps =
0.01 odnosno eps = 0.001, u zavisnosti odagtudo sldaja. Promenljive A i B su argumenti
kojima se zadaju matrice za koje crtamo oblastaliakcije. Ostali argumenti variraju od
sluitaja do sldaja i predstavljaju specéinost lokalizacije na koju se odnosi.

U nastavku, za svaki kod navodimo lokalizaciju kpjikazuje, kao i reference slika koje
Su pom@u njega formirane.
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1. Funkcija za crtanje GerSgorinovog skupa, Slika 1.
function h=gers(A,eps);
[m,n]=size(A);
if m==
a=diag(A);
r=sum(abs(A-diag(a))’)’;
h=clf; axis equal; hold on;
Ir=min(real(a)-r);li=min(imag(a)-r);
ur=max(real(a)+r);ui=max(imag(a)+r);
[X,y]=meshgrid(1.1*Ir:eps:1.1*ur,1.1*li:eps:1.1*yi)
f=abs(x+i*y-a(1))-r(1);
for j=2:n
f=min(f,abs(x+i*y-a(j))-r(j));
end
contour(x,y,-f,[0 0]);
plot(real(eig(A)),imag(eig(A)), kx’,’MarkerSize’,10)
for j=1:n
contour(x,y,abs(x+i*y-a(j))-r(j),[0 0],’k");
end
set(gca,” XLim’,[Ir-50*eps ur+50*eps],’YLim’,[li-50%ps ui+50*eps]);
colormap([0 00; 0.80.80.8; 11 1));

else
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h=NaN;

End

2. Funkcija za crtanje Brauerovog skupa, Slika 2
function h=brauer(A,eps);
[m,n]=size(A);
if m==n
a=diag(A);
r=sum(abs(A-diag(a))’)’;
h=clf;
axis equal; hold on;
Ir=min(real(a)-r)-50*eps;li=min(imag(a)-r)-50*eps;
ur=max(real(a)+r)+50*eps;ui=max(imag(a)+r)+50*eps;
[X,y]=meshgrid(Ir:eps:ur,li.:eps:ui);
f=abs(x+i*y-a(1)).*abs(x+i*y-a(2))-r(1)*r(2);
fg=abs(x+i*y-a(1))-r(1);
for j=1:n
fg=min(fg,abs(x+i*y-a(j))-r(j));
for k=j+1:n
f=min(f,abs(x+i*y-a(j)).*abs(x+i*y-a(k))-r()*r(k))
end

end
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contourf(x,y,-f,[0 0],'K’);

contour(x,y,-fg,[0 0],’K’,’LineWidth’,2);
plot(real(eig(A)),imag(eig(A)), kx’,’MarkerSize’,10)
set(gca,” XLim’,[Ir ur],”YLim’,[li ui]);

colormap([0 0 0; 0.8 0.8 0.8)]);

else

h=NaN;

end

3. Funkcija za crtanje lokalizacije Ostrovskog za fiksran parametar a, Slika 3
function h=ost(A,alpha,eps);
[m,n]=size(A);
if m==n
a=diag(A);
r=sum(abs(A-diag(a))’)’;
c=sum(abs(A-diag(a)))’;
rad=r*alpha.*c*(1-alpha);
%h=clf;
axis equal; hold on;
Ir=min(real(a)-rad);li=min(imag(a)-rad);
ur=max(real(a)+rad);ui=max(imag(a)+rad);
[X,y]=meshgrid(1.1*Ir.eps:1.1*ur,1.1*li:eps:1.1*yi)
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f=abs(x+i*y-a(1))-rad(1);

for j=2:n

f=min(f,abs(x+i*y-a(j))-rad()));

end

contourf(x,y,-f,[0 0]);
plot(real(eig(A)),imag(eig(A)), kx’,’MarkerSize’,10)
for j=1:n

contour(x,y,abs(x+i*y-a(j))-rad(j),[0 0],’K’);

end

set(gca, XLim’,[Ir-50*eps ur+50*eps],’YLim’,[li-50%ps ui+50*eps]);
colormap([0 0 0; 0.8 0.8 0.8; 1 1 1));

else

h=NaN;

end

4. Funkcija za crtanje lokalizacije Ostrovskog za fiksran parametar a, Slika 4
function h=ost(A,alpha,eps);
[m,n]=size(A);
if m==n
a=diag(A);
r=sum(abs(A-diag(a))")’;
c=sum(abs(A-diag(a)))’;
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rad=r.”alpha.*c.”(1-alpha);

%h=clf;

axis equal; hold on;
I[r=min(real(a)-rad);li=min(imag(a)-rad);
ur=max(real(a)+rad);ui=max(imag(a)+rad);
[X,y]=meshgrid(1.1*Ir:eps:1.1*ur,1.1*li:eps:1.1*yi)
f=abs(x+i*y-a(1))-rad(1);

for j=2:n

f=min(f,abs(x+i*y-a(j))-rad()));

end

contourf(x,y,-f,[0 0]);
plot(real(eig(A)),imag(eig(A)),'kx’,’MarkerSize’, 1))
for j=1:n

contour(x,y,abs(x+i*y-a(j))-rad(j),[0 0],’k’);

end

set(gca,” XLim’,[Ir-50*eps ur+50*eps],’YLim’,[li-50%ps ui+50*eps]);
colormap([0 0 0; 0.80.80.8; 11 1));

else

h=NaN;

end
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5. Funkcija za crtanje £ — SDD skupa, Slika 5.

function h=ckv(A,eps);

[m,n]=size(A);

if m==n

a=diag(A);B=abs(A-diag(a))’;

r=sum(B)’;

h=clf; axis equal; hold on;
Ir=min(real(a)-r)-50*eps;li=min(imag(a)-r)-50*eps;
ur=max(real(a)+r)+50*eps;ui=max(imag(a)+r)+50*eps;
[x,y]=meshgrid(Ir:eps:ur,li:eps:ui);
g=NaN*ones(size(x));

for p=1:n-1

P=nchoosek(1:n,p);

gf=NaN*ones(size(x));

for t=1:size(P,1)

S=P(t,);

Sbar=1:n;Sbar(S)=[];

if size(S,2)==1

rS=B(S,:)’;

else

rS=sum(B(S,)))’;
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end

if size(Sbhar,2)==1
rSbar=B(Sbar,:)’;

else

rSbar=sum(B(Sbar,:))’;

end

f=NaN*ones(size(x));

for j=S
f=min(f,abs(x+i*y-a(j))-rS());

for k=Sbar
f=min(f,(abs(x+i*y-a(j))-rS()).*(abs(x+i*y-a(k))-
rSbar(k))-rSbar(j)*rS(k));

end

end

gf=max(gf,f);

contour(x,y,f,[0 0],K);

end

g=max(g,9f);

end

contourf(x,y,-g+1,[1 1],’k’);
plot(real(eig(A)),imag(eig(A)), kx’,’MarkerSize’,10)
set(gca,”XLim',[Ir ur],”YLim',[li ui]);
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colormap([0 0 0; 0.8 0.8 0.8)]);
else
h=NaN;

end
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POPIS SLIKA

1. Slika 1. Gersgorinov skup za matridy iz Primera 1. 20
2. Slika 2. Brauerov skup za matridy iz Primera 2. 23
3. Slika 3. Skup Ostrovskog zel— matricud; iz Primera 3. 25
4. Slika 4. Skup Ostrovskog z&2— matricud, iz Primera 4. 28
5. Slika 5. Lokalizacije&& — SDD za matricWi; iz Primera 5. 32
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