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Predgovor

Teorija tipova je originalno predloûena od strane Russel-a po�etkom dvadesetog
veka da bi je kasnije dalje razvili Ramsey, Chwiste, Church i drugi. Teorija je prvo-
bitno nastala kao reöenje Russel-ovog paradoksa u teoriji skupova. Osnovna ideja je
napuötanje principa da se bilo koji predikat ili funkcija moûe primeniti na bilo koji
objekat. To je postignuto time öto se objekti razlikuju po svojoj funkcionalnosti.
Razlikuju su osnovni objekti, funkcije nad objektima, funkcije koje preslikavaju os-
novne objekte na osnovne objekte, funkcije koje preslikavaju funkcije na funkcije itd.
Funkcionalnosti objekta su opisane u tipu.

Pojam teorija tipova se danas naj�eöÊe odnosi na tipove u okviru nekog formalnog
sistema prezapisivanja. Najpoznatiji primer je svakako tipizirani ⁄-ra�un koji je uveo
Church kao reöenje Kleene-Rosser paradoksa. Pored ⁄-ra�una postoje druge teorije
tipova kao öto je ra�un konstrukcija koji je razvio Thierry Coquand i �ije nadogradnje
se koriste kao osnova za interaktivni dokaziva� Coq.

Iako su teorija tipova i tipski sistemi nastali kao teorijski rezultat u potrazi
za osnovama univerzalnog jezika matematike, pronaöli su veoma vaûnu primenu u
ra�unarskim naukama. Me�utim osim prakti�ne primene, öto je mnogo zna�nije,
omoguÊili su otkriÊe veze odnosno korespodencije izme�u matemati�kih dokaza i
ra�unarskih programa odnosno algoritama. Ovo je �uvena Curry-Howard-ova ko-
respodencija. Korespodencija govori o tome da svaka propozicija u logici ima svoj
korespodentni tip u programskom jeziku i obrnuto, zbog toga je ovaj nivo korespo-
dencije poznat pod sloganom: propozicije kao tipovi. SledeÊi nivo jeste da za svaki
dokaz date propozicije postoji program sa korespodentnim tipom, öto je poznato
kao: dokazi kao programi. Ova korespodencija je omoguÊila razvoj inteaktivnih ili
polu-automatskih dokaziva�a kao sto su Agda, Coq, Automath i drugi.

Sa stanoviöta ra�unarskih nauka i prakti�nog primene, osnovna uloga tipskog sis-
tema je prevencija greöaka u izvröavanju programa. Tipizirani programski jezici ko-
riste teorijske rezultate tipskih sistema. äto je tipski sistem sloûeniji, programski jezik
je eskpresivniji odnosno “moÊniji”. Me�utim, to ima cenu u pogledu navo�enja tipova
u programima öto ume da bude veoma neprakti�no. Cilj jeste automatsko odre�i-
vanje tipova sa minimalnim navo�enjem ili bez navo�enja tipova u programima.
Me�utim, sloûeni tipski sistemi obi�no ne dozvoljavaju algoritme za automatsko
odre�ivanje. Jedan od najpogodnijih tipskih sistem za funkcionalne programski jezici
koji su bazirani na ⁄-ra�unu jeste Sistem F. Sistem F predstavlja tipizirani ⁄-ra�un
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drugog reda. Nezavisno su ga otkrili matemati�ar Jean-Yves Girard (1972.) i John
C. Reynolds (1974.). Neformalno, Sistem F omoguÊava veoma fleksibilan polimor-
fizam za funkcionalne programske jezike. Me�utim, pokazano je da je odre�ivanje
tipova za Sistem F neodlucivo. ML predstavlja minimalno smanjenje izraûajnosti
jezika tako da odre�ivanje tipova bude odlu�ivo. U ovom radu baviÊemo se odre�i-
vanjem tipova za ML i skorijim teorijskim rezultatima u pogledu tipskih sistema koji
su dizajnirani za odre�ivanje tipova.

U prvom delu rada “Tipski sistem sa restrikcijama” predstavljen je prvo Damas-
Milnerov tipski sistem koji je u osnovi tipova ML jezika i varijacije tog sistema. Zatim
su predstavljene restrikcije koje omoguÊavaju modularnu prezentaciju algoritma. Na
kraju ovog dela predstavljen je skoraönji rezultat HM(X) tipski sistem koji restrikcije
koristi u pravilima kao kontekst zaklju�ivanja.

U drugom delu rada “Modularno odre�ivanje tipova ML-jezika u Haskell-u”
predstavljena je implementacija teorijskih rezultata prvog dela u Haskell-u. Na
po�etku dela je dat saûet pregled Teorije kategorije �iji rezultati omoguÊavaju “�isto”
funkcionalnu implementaciju u Haskell-u. U nastavku je dat opis klju�nih delova im-
plementacije.

éelim da se zahvalim kolegi Novaku Boökovu od koga sam prvi put �uo za funkcionalno
programiranje i koleginici Simoni KaöteroviÊ na pomoÊi tokom rada na tezi.

éelim da izrazim zahvalnost profesoru i predsedniku komisije dr Tiboru LukiÊu i
profesoru dr Sr�anu Popovu na razumevanju i profesionalnom pristupu.

Posebnu zahvalnost dugujem mentorki Prof. dr Silvii Ghilezan na upoznavanju
sa svetom matemati�ke logike i teorijskog ra�unarstva, na poverenju, na pomoÊi na
mom putu u�enja i istraûivanja i na prilici za saradnju.

Iznad svega zelim da se zahvalim svojim roditeljima, babi i dedi na bezuslovnoj
ljubavi i podröci u svakoj mojoj odluci.
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Uvod

Pojam tipa je dobro poznat u softverskom inûenjerstvu. VeÊina programskih jezika
ima tipove koje koristi i tretira na razli�ite na�ine. Ovakvi jezici nazivaju se tipizirani,
sa druge strane nalaze se netipizirani jezici. Uloga tipova u svim tipiziranim pro-
gramskim jezicima je uglavnom ista - tipovi imaju ulogu specifikacije o�ekivanog
ponaöanja programa koja je deo programa i koju prevodilac (eng. compiler) na neki
na�in treba da sledi. Iako je uloga sli�na, razlika u implementaciji i zna�aju tipova
kod razli�itih programskih jezika je velika. Zato i postoje razli�ite kategorizacije pro-
gramskih jezika u odnosu na tipskih sistem kao öto su stati�ki i dinami�ki, nominalni
i strukturalni itd.

Sa jedne strane nalaze se programski jezici kao öto su C, C ++. Tipovi kod ovih
jezika sluûe da opiöu oblik podataka. Ovo su jezici niûeg nivoa, i tip je uglavnom
u direktnoj vezi sa manipulacijom memorije. Tako�e, jezik kao öto je C je slabo
tipiziran, odnosno vrednosti mogu biti deklarisane sa jednim tipom, a zatim da se
interpretiraju kao vrednosti nekog drugog tipa, ovo omoguÊava aritmetika sa pokazi-
va�ima i konkretnije casting. Kao öto i ime kaûe, kod ovakvih jezika tipovi se ne
tretiraju veoma striktno.

Me�utim, C je programski jezik niûeg nivoa kod koga su performanse izvröa-
vanja programa veoma vaûne i napravljen je kompromis sa bezbednoöÊu koju donose
sloûeniji tipski sistemi. Provere tipova u toku izvröavanja koje su potrebne da bi se
postigla bezbednost ponekad se smatraju skupim. Odnosno, bezbednost programa
ima cenu. Dakle, za programski jezik kaûemo da je slabo tipiziran ako prevodilac ne
moûe da detektuje sve nebezbedne operacije. Jezici koji predstavljaju naslednike C
kao öto su C + + i Java razvijaju se u smeru ja�eg tipiziranja.

Sa druge strane postoje programski jezici sa sofisticiranim tipskim sistemima, kao
öto su npr. Scala, Haskell. I iz ugla korisnika moûe delovati da su sli�nosti izme�u
npr. tipova u C i tipova Haskell bezna�ajne. Sloûenost tipskih sistema u ovim
jezicima moûe nagovestiti da se ovi sistemi ne razvijaju samo u kontekstu softverskog
inzenjerstva. ätaviöe, tipski sistem ili teorija tipova podrazumeva mnogo öire polje
u matemati�koj logici i filozofiji. Tipski sistemi koji su implementirani u jezicima su
samo prakti�na primena nekih od rezultata razvijene teorije tipova.
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Ukratko re�eno, uloga tipskih sistema je garancija osobine programa da nemaju
greöke prilikom izvrsavanja. Kada ova osobina vaûi za sve programe koji mogu biti
izraûeni na odre�enom programskom jeziku, onda za taj jezik kaûemo da je valjan u
pogledu tipova ili tipski valjan (eng. type sound). Ako ûelimo da konstruiöemo takav
sistem i da tvrdimo da odre�ene osobine vaûe za njega, to svakako nagoveötava da
je za to potreban matemati�ki aparat. Tipski sistem mora biti paûljivo dizajniran i
analiziran kako bi se moglo tvrditi da je valjan. Ovo sve predstavlja motive za razvi-
janje preciznih formalnih metoda. Formalizacija tipskih sistema zahteva preciznu
notaciju i mehanizam za dokazivanje odre�enih osobina. Ponekad ove formalizacije
mogu delovati veoma apstraktno, ili �ak i nepotrebno sloûeno. Me�utim, motivacija
je za sve ista i veoma pragmati�na, i sve apstrakcije koje se prave su Êesto neophodne
i donose prednosti kao öto je npr. jednostavnije dokazivanje.

Formalizacije i dokazivanje osobina tipskih sistema je prvi korak, drugi je imple-
mentacija koja �esto predstavlja problem za sebe. Razlog za to se moûe naÊi u tome
öto se tipski sistemi �esto ne mogu formulisati tako da nedvosmisleno odre�uju im-
plementaciju, iako se tokom dizajniranja ima na umu potencijalna implementacija i
odre�eni elementi se mogu prilagoditi tome.

Tipski sistemi nisu jedina formalna metoda koja obezbe�uje da se sistem ponaöa
u skladu sa specifikacijom. Postoje i veoma sofistiricarni sistemi kao öto su Horova
logika, modalna logika, denotaciona semantika itd. Treba napomenuti da odsustvo
tipskog sistema ne zna�i da su jezici nebezbedni. Netipizirani jezici proveravaju
programe i postiûu bezbednost na druge na�ine. Na primer neki od njih proveravaju
da li je pristup nizu dozvoljen, da li su sve operacije deljenja dozvoljene itd. Ovaj
proces provere naziva se dinami�ka provera.
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Deo I

Tipski sistem sa restrikcijama
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U ovom delu biÊe predstavljen tipski jezik sa restrikcijama koji je nastao za potrebe
odre�ivanja tipova. Preteûno se oslanja na rad Rémy-ija i Pottier-ija prezentovan
u [1]. Prvo Êe biti prikazan tipski sistem ML-a odnosno Damas-Milnerov sistem.
Zatim Êe biti opisane restrikcije koje su razvijene kao me�u-jezik za odre�ivanje
tipova. BiÊe date restrikcije za tipizirani ⁄-ra�un, a zatim i njihovo proöirenje za
ML jezik. Na kraju je prikazan HM(X) sistem koji predstavlja uopötenje Damas-
Milnerovog sistema koji uklju�uje direktno restrikcije kao deo sistema.

4



Glava 1

Damas-Milnerov sistem

Pojam ML se prvi put pojavio tokom kasnih sedamdesetih godina proölog veka.
Tada se taj pojam odnosio na funkcionalni programski jezik opöte namene. Robin
Milner i drugi su razvili ML kao meta jezik (eng. meta-language) LCF dokazivaca
teorema (otuda poti�e i ime). Danas pojam ML ima dvostruko zna�enje. Iz seman-
ti�kog pogleda, ML je funkcionalni programski jezik opöte namene koji sadrûi funkcije
prve klase, strukture podata zasnovanih na proizvodima i sumama, reference, ruko-
vanje izuzecima, automatsko upravljanje memorijom i call-by-value semantiku. Ovaj
pogled obuhvata i Standard ML [2] i Caml (Leroy, 2000) [3] familiju programskih
jezika.

Iz ugla teorije tipova, ML se odnosi na odre�enu granu sistema tipova zasnovanih
na tipiziranom ⁄-ra�unu.

ML tipski sistem je prvi definisao Milner (1978.) [4]. Verzija koja Êe biti data u
ovom radu je definicija koju su nekoliko godina kasnije (1982.) [5] predloûili Damas i
Milner. Ova definicija data je kolekcijom pravila tipiziranja pomocu kojih se tvr�enje
zaklju�uje induktivno. U nastavku Êemo Damas-Milnerov tipski sistem ozna�avati
sa DM tipski sistem.

U literaturi DM tipski sistem ima razli�ito tuma�enje - smatra se ili proöirenjem
tipiziranog ⁄-ra�unu ili podskupom polimorfnog Sistema F.

DM tipski sistem predstavlja restrikciju polimorfizma tako da se izbegnu poteökoÊe
vezane za odre�ivanje tipova u Sistemu F. Izrazi tipiziranog ⁄-ra�una su proöireni
primitivnom let deklaracijom.

l et x = a1 in a2
PredstaviÊemo ulogu let deklaracije koja je opisana u [6]. Uloga let deklaracije

je izbegavanje duplikacije koda izdvajanjem nekoliko pojavljivanja istog podizraza
a1 u izrazu forme [ x→ a1]a2. Deklaracija let je samo druga�ija sintaksna forma za
—-redeks:
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(⁄x.a2) a1

i nema nikakvu novu semanti�ku ulogu. Me�utim, u DM sistemu let deklaracija je
primitiva ili objekat prve klase. DM sistem se moûe formulisati i samo na osnovu
�istog ⁄-ra�una tako öto bi se —-redeksi tipizirali kao öto se let konstrukcija tip-
izira. Me�utim, za pisanje programa i radi preglednosti koda prirodnije je koristiti
deklarativnu konstrukciju kao öto je let. Ukratko, uloga let konstrukcije je isklju�ivo
prakti�na.

äto se ti�e tipiziranja —-redeksa korisno je spomenuti dva pristupa koji su pred-
loûeni za ⁄-ra�un. Prvi pristup koristi invarijantu odre�ivanje tipova pod —-redukcijom
odnosno redukciju subjekta (eng. subject reduction). Znamo da ako u nekom
okruûenju � vaûi � � (⁄x.a2) a1 ∶ · i ako (⁄x.a2) a1 →— [x → a1] a2 onda vaûi
� � [x → a1] a2 ∶ · . Zatim se problem svodi na odre�ivanje tipa —-normalne forme.
Me�utim, dokazano je da algoritam ne postoji zato öto je problem odlu�ivanja da li
se moûe odrediti tip za dati term polu-odlu�iv [7].

Drugi pristup tako�e koristi redukciju subjekta. Zasnovan je na proöirenju pojma
tipa funkcije tako da podrûi i apstrakcije u kojima se argument koristi polimorfno.
U ovom sistemu, tipovi funkcija imaju formu:

[·1, ..., ·n]→ ·

.
Ovaj tip ozna�ava funkcije koje vraÊaju term tipa · za dati term koji ima jedan

od tipova ·1...·n. Me�utim, autori su pokazali da je odre�ivanje tipova i za ovaj
sistem neodlu�ivo.

Sli�no kao i za —-redeks, let-normalna forma se dobija primenjivanjem sledeÊeg
pravila prezapisivanja u bilo kom kontekstu:

let x = a1 in a2 �→ a1; [ x→ a1]a2

Na po�etku sekvence nalazi se a1 da bi se obezbedila dobra tipiziranost terma
a1 u patoloökim slu�ajevima kada se x ne pojavljuje slobodno u a2. Ukoliko dobra
tipiziranost zahteva da se x uvek pojavljuje slobodno u a2 onda se moûe koristiti
sledeÊe pravilo prezapisivanja:

let x = a1 in a2 �→ [ x→ a1]a2

Stanoviöte da se DM tipski sistem posmatra kao proöirenje tipiziranog ⁄-ra�unu
podrûan je time da se let moûe posmatrati samo kao mehanizam za tekstualno
proöirenje. Me�utim, ovo stanoviöte ne uspeva da izrazi svojstvo postojanja opötih
tipova koje poseduje DM tipski sistem. Intuitivno, zatvoren izraz ima tip · ako i
samo ako njegova let-normalna forma ima tip · u tipiziranom ⁄-ra�unu. Ovakva
intuicija vodi ka naivnim algoritimima za proveru i odre�ivanje tipova. Me�utim,
ovi algoritmi imaju eksponencijalnu kompleksnost.
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U nastavku biÊe data direktna prezentacija Damas i Milnerovog sistema tipova
koja ne uklju�uje let-normal formu. Ova prezentacija je prakti�na zato öto vodi ka
efikasnom algoritmu za odre�ivanje tipova.

1.1 Implicitna prezentacija
Kao öto je prethodno navedeno, osnovni jezik DM tipskog sistem je ⁄-ra�un sa

dodatnom let konstrukcijom. Termi su u implicitnom obliku i dati su sa:

a ::= x | c | ⁄x.a | let x = a in a |. ..

Jezik tipova je izme�u tipiziranog ⁄ -ra�una i Sistema F. U okviru DM sistema
nalaze se kategorije za tipove i sheme tipova. Sintaksa tipova je kao i u tipiziranom
⁄ - ra�unu, a sheme tipova predstavljaju polimorfne tipove:

· ::= – | · → ·
‡ ::= · | ∀–.‡

Tipovi DM sistema se mogu smatrati restrikcijom odnosno podskupom tipova
Sistema F. Primarna kategorija su sheme tipova, a tipovi su njihov podskup. Sheme
tipovi su polimorfni tipovi kod kojih se kvantifikatori nalaze na preneks poziciji tako
da su manje izraûajni u odnosu na polimorfne tipove Sistema F.

DM kontekst tipiziranja vezuje promenljive programa za sheme tipova. U implic-
itnoj verziji DM sistema promenljive tipova se koriste implicitno i ne deklariöu se u
kontekstu. Me�utim, u ovom radu data je ekvivalentna prezentacija gde se tipske
promenljive ekspilicitno deklariöu u �.

idm-var
� � x ∶ �(x) idm-cst

� � c ∶�(c)
idm-abs

�, x ∶ ·0 � a ∶ ·
� � ⁄x.a ∶ ·0 → ·

idm-app
� � a1 ∶ ·2 → ·1 � � a2 ∶ ·2

� � a1 a2 ∶ ·1

idm-let
� � a1 ∶ ‡1 �, x ∶ ‡1 � a2 ∶ ‡2

� � let x = a1 in a2 ∶ ‡2

idm-gen
�, – � a ∶ ‡
� � a ∶ ∀–.‡

idm-inst
� � a ∶ ∀–.‡

� � a ∶ [– � ·]‡
Slika 1.1: DM pravila tipiziranja

Na slici 1.1 data je standardna prezentacija DM sistema koja nije sintaksno
usmerena. Pravilo idm-var omoguÊava pristupanje shemi tipa za identifikator x
iz okruûenja. Pravilo idm-let odslikava operacionu semantiku u kojoj se tokom
izvröenja programa u let x = a1 in a2 identifikator x vezuje za izraz a1 u okruûenju
pre evualuiranja izraza t2. Pravilo idm-cst pristupa shemi tipa za konstantu c iz

7



1.2. EKSPLICITNA PREZENTACIJA Alen ArslanagiÊ

okruûenja za konstante �. Pravilo za apstrakciju idm-abs tako�e proöiruje okruûenje,
ali za razliku od pravila idm-let sa monotipom ·0. U pravilu idm-abs premisa zahteva
da telo funkcije bude valjano tipizirano pod uslovom da svako slobodno pojavljivanje
x u a ima isti tip ·0. Pravilo idm-gen od tipa pravi shemu tipa pomoÊu univerzalnog
kvantifikatora nad skupom tipskih promenljivih koje se ne pojavljuju slobodno u
okruûenju. Sa druge strane, pravila idm-inst specijalizuje shemu tipa za arbitrarni
tip i dobija se jedna od instanci.

Ovde se vidi osnovno ograni�enje koje DM sistem uvodi u odnosu na Sistem F.
U sintaksi samo identifikatori koje uvodi let konstrukcija mogu imati polimorfne
tipove odnosno sheme tipove koji su podskup polimorfnih tipova. Sa druge strane,
identifikator ⁄ apstrakcije moûe imati samo monotip. Ovo je klju�an detalj ML
jezika. Ukoliko bi se dozvolilo da argument apstrakcije ima i shemu tipa ‡ onda bi
se mogao izgraditi tip oblika ‡ → · . Me�utim, tip ovog oblika ne mora pripadati
sintaksi DM tipova zato öto to moûe biti polimorfni tip, ali se univerzalni kvan-
tifikator ne mora nalaziti na preneks poziciji. Na primer, na ovaj na�in moûe da se
izgradi tip (∀–.– → –)→ bool. Onda univerzalni kvantifikator moûe se javiti na bilo
kojem nivou u tipu i tako se dobija implicitna verzija Sistema F. Ova dizajnerska
odluka pravi zna�ajnu razliku poöto je odre�ivanje tipova u implicitnom Sistemu
F neodlu�ivo, dok je odre�ivanje tipova u ML sistemu odlu�ivo. Na primer, izraz
let f = ⁄z.z in (f 0, f true) je valjano tipiziran i prihvaÊen u DM sistemu. Sa druge
strane, semanti�ki ekvivalentni izraz ⁄f.(f0, f true) ne moûe da se tipizira. Da bi
izraz ⁄f.(f 0, f true) mogao da se tipizira f mora istovremeno da dozvoljava tipove
int → ·1 i bool → ·2 odnosno trebalo bi da bude polimorfan. Me�utim, poöto je
pod ⁄ apstrakcijom provera tipa ista kao i u tipiziranom ⁄ ra�unu gde f mora imati
monotip i zato ovaj izraz ne moûe da se tipizira. Sa druge strane, u implicintnom
Sistemu F oba mogu da se tipiziraju i da im se odredi npr. polimorfni tip ∀–.– → –.

let
gen

abs
var

–, z ∶ – � z ∶ –
– � ⁄z.z ∶ – → –

� � ⁄z.z ∶ ∀–.– → –

� � f ∶ ∀–.– → –
var

� �∶ int × int
inst

� � f 0 ∶ int
app

� � f ∶ ∀–.– → –
var

� � f ∶ bool × bool
inst

� � f true ∶ bool
app

� � (f 0, f true) ∶ int × bool
pair

� � letf = ⁄z.z in (f 0, f true) ∶ int × bool

Dat je primer provere tipa za izraz � � (f, f true) ∶ int × bool.

1.2 Eksplicitna prezentacija
Iako se implicitna verzija koristi u programima, eksplicitna prezentacija DM sis-

tema je pogodnija za dokaze. Moûe se odrediti podskup terma Sistema F koji je
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nakon brisanja tipova ekvivalentan implicitnom DM sistemu. Ovaj podskup terma
dat je sledeÊom gramatikom:

M ::= x | c | ⁄x ∶ ·.M | M M | �–.M | M · | let x : ‡ = M in M

gde · i ‡ nisu proizvoljni tipovi Sistema F, veÊ tipovi koji prate ograni�enja data
u DM sistemu: · su monotipovi, a ‡ su sheme tipova. Ekspliticni DM koji je dat
navedenom gramatikom Êemo ozna�iti sa eDM.

DM sistem je restrikcija Sistema F, odavde sledi da ako � �eDM M ∶ ‡ onda
� �F M ∶ ‡. Za razliku od implicitne verzije iDM kojim smo se do sad bavili, termi u
eksplicitnom eDM sistemu imaju jedinstveno stablo tipiziranja i jedinstvene tipove,
kao i u eksplicitnom Sistemu F.

Me�utim, drugi smer ne vaûi - term M moûe biti i sintaksno u DM sistemu i imati
tip ‡ valjano formiran u eDM sistemu tako da � �F M ∶ ‡ vaûi, ali da � �eDM M ∶ ‡
ne vaûi.

Da bismo ovo videli na primeru, dovoljno je pronaÊi term M koji ima shemu
tipa ‡, ali takav da se za njegovo tipiziranje koristi pravilo Sistema F koje je re-
striktovano u DM sistemu. O�igledna restrikcija DM sistema je kod pravila tip-
iziranja apstrakcije gde i argument i telo funkcije mogu imati samo monotip. Ako
pogledamo sintaksu eDM sistema vidimo da se ne moûe konstruisati apstrakcija koja
ima polimorfni argument, ali moûe apstrakcija koja ima polimorfno telo. Odnosno,
ne postoji ograni�enje u sintaksi koja ovo onemoguÊuje. KoristeÊi ovo, za term M
moûemo uzeti sledeÊi term (⁄x ∶ ·0.�–.⁄y ∶ –.y) M0 gde � �M0 ∶ ·0. ‘Me�utim, tip
celog izraza pripada sintaksi tipova DM sistema, odnosno � � M ∶ ∀–.– → –. Kao
öto se iz konstrukcije i vidi, ovaj term moûe da se tipizira samo u Sistemu F, ali
ne moûe u DM sistemu - pravila za tipiziranje apstrakcije pretpostavlja polimorfno
telo funkcije öto je nemoguÊe tipizirati u DM sistemu. Ukratko, vaûi M ∈ eDM i
� �F ∶M ∶ ‡, ali ne vaûi � �eDM ∶ ‡.

Sintaksno usmerena prezentacija Eksplicitni eDM termi imaju jedinstveno sta-
blo tipiziranja i jedinstvene tipove - kao i u Sistemu F. eDM sistem je sintaksno
usmeren: ne postoji izbor za upotrebu pravila tipiziranja odnosno za svaki term tj.
svaki korak se uvek samo jedno pravilo moûe primeniti. Sa druge strane, implic-
itni iDM termi nemaju jedinstven tip, veÊ mogu imati nekoliko razli�itih tipova i
tako�e nekoliko stabala tipiziranja. U iDM sistemu postoji izbor oko upotrebe prav-
ila, konkretno pravila za generalizaciju i instanciranje tipskih promenljivih, poöto
mesta za upotrebu ovih pravila nisu specifikovana u sintaksi terma.

Kao öto je veÊ re�eno, za programe je pogodnija implicitna prezentacija poput
iDM sistema i algoritam za odre�ivanje tipova umesto eksplicitne prezentacije. Za
odre�ivanje tipova neophodna je sintaksno usmerena prezentacija koju naûalost ne
poseduje iDM. Odnosno, potrebna je sintaksno usmerena implicitna verzija DM sis-
tema. Zapravo, uz odre�ena ograni�enja, moguÊe je konstruisati ovakav sistem.

U nastavku je dat implicitni sistem DM sistema u kom je stablo tipiziranja u
potpunosti odre�eno termom i time je jedinstveno.
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Sa xDM je ozna�en podskup eksplicitnih terma i DM sistema dat je sledeÊom
gramatikom:

N ::= ��–.Q
Q ::= x �· | Q Q | ⁄x ∶ ·.Q | let x ∶ ‡ = N in Q

Zahtev je da su sve tipske promenljive u potpunosti instancirane, odnosno da u
izrazu x �· arnost �· bude jednaka arnosti sheme tipa ∀�–.· promenljive x. Vidimo
da Q termi mogu imati samo monotip · , dok termi N imaju sheme tipova. Na
ovaj na�in, odre�eno je mesto apstrakcija i aplikacija tipova - eksplicitna apstrakcija
tipova moûe se naÊi samo u parametru let konstrucije.

xml-tabs
�, �– � Q ∶ ·

� � ��– ∶ ∀�–.·

xml-abs
�, x ∶ ·0 � Q ∶ ·
� � Q.a ∶ ·0 → ·

xml-app
� � Q1 ∶ ·2 → ·1 � � Q2 ∶ ·2

� � Q1 Q2 ∶ ·1

xml-let-gen
�, �– � Q1 ∶ ·1 �, x ∶ ∀�–.·1 � Q2 ∶ ·2

� � let x ∶ ∀�–.·1 = ��–.Q1 in Q2 ∶ ·2

xml-var-inst∀�–.· = �(x)
� � x �· ∶ [�– � �·]·

xml-cst-inst∀�–.· =�(c)
� � c �· ∶ [�– � �·]·

Slika 1.2: Pravila tipiziranja za xDM

Po konstrukciji xDM termi su sintaksno podskup eDM terma. Iz toga i pravila
tipiziranja se dobijaju restrikcijom pravila tipiziranja za xDM i data su 1.2 iz toga
tako�e vaûi da ako � �xDM M ∶ ‡ onda i � �eDM M ∶ ‡.

éelimo da pokaûemo da svaki term M koji ima valjan tip u eDM moûe da se
mapira na term N koji ima valjan tip u xDM i istu implicitnu formu nakon brisanja
tipova. Drugim re�ima, da se svaki program u eDM sistemu moûe prevesti u program
u xDM, odnosno da imaju istu izraûajnu moÊ. Pitanje je kako se moûe promeniti
anotacija tipova terma M tako da se dobije term N koji sintaksno pripada i koji je
valjano tipiziran u xDM sistemu.

Na slici 1.3 su data pravila normalizacije. Normalizacija ima dve uloge. Prva je
÷-ekspanzija svake promenljive u skladu sa arnoöÊu sheme tipa pravilom norm-var.
Ovo osigurava da svako pojavljivanje tipske promenljive bude u potpunosti specijal-
izovano. Druga uloga je ÿ redukcija pomoÊu pravila norm-tapp - elaborirani termi
ne sadrûe ÿ -redekse.

Kao öto je navedeno u gramatici xDM sistema, telo let konstrukcije ima monotip,
dok u eDM ima shemu tipa. ÷ ekspanzija tipskih promenljivih i ÿ redukcija omoguÊavaju
da se u telu let konstrukcije i od sheme tipa dobije monotip na taj na�in öto se tipovi
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norm-var∀�–.· = �(x)
� � x ∶ ∀�–.· ⇒ ��–.x �–

norm-tabs
�, – �M ∶ ‡⇒ N

� � �.M ∶ ∀–.‡⇒ �–.N

norm-tapp
� �M ∶ ∀–.‡⇒ �–.N

� �M · ∶ [– � ·]‡⇒ [– � ·]N
norm-cst∀�–.· =�(c)
� � c ∶ ∀�–.· ⇒ ��–.c �–

norm-let
� �M1 ∶ ‡1⇒ N1 �, x ∶ ‡1 �M2 ∶ ∀�–.· ⇒ ��–.Q �– ≠ N1, ‡1

� � let x ∶ ‡1 =M1inM2 ∶ ∀�–.· ⇒ ��–.let x ∶ ‡1 = N1in Q

norm-app
� �M1 ∶ ·2 → ·1⇒ Q1 � �M2 ∶ ·2⇒ Q2

� �M1 M2 ∶ ·1⇒ Q1 Q2

norm-abs
�, x ∶ ·0 �M ∶ · ⇒ Q

� � x ∶ ·0.M ∶ ·0 → · ⇒ ⁄x ∶ ·0.Q

Slika 1.3: Normalizacija

u potpunosti specijalizuju, a veznici iz terma prelaze ispred let konstrukcije. Na
primeru 1.4 je to ilustrovano. Prikazana je normalizacija terma koji ima polimorfan
term u telu let-a.

norm-let
� �M ∶ ∀–—.· ⇒ N

∀–—.· = �(x)
x ∶ ∀–—.· � x ∶ ∀–—.· ⇒ �–—.x – —

norm-var

x ∶ ∀–—.· � x int ∶ ∀—.·[– � int]⇒ �—.x int –
norm-tapp

� � let x ∶ ∀–—.· =M in x int ∶ ∀—.·[– � int]⇒ �—.let x ∶ ∀–—.· =M in x int —

Slika 1.4: Primer normalizacije

gde je · = (– → —)→ – → —.
To se i uklapa u pogled po kom tipovi sluûe kao predikat za prihvatanje programa

- sve öto je ograni�eno u xDM sintaksi u odnosu na eDM sintaksu vezano je za tipove
(mesta aplikacija i apstrakcije tipskih promenljivih), öto zna�i da ne bi trebalo da se
menja izraûajnost jezika. xDM se moûe konstruisati ograni�enjem skupa terma eDM
sistema tako da se izbegne moguÊnost izbora za mesto tipske apstrakcije i tipske
aplikacije.

Principijelni tip i tipiziranje Za definiciju principijelnog tipa ili tipiziranja
potrebno je prvo definisati relaciju instance. Jedna od moguÊnosti koja se naj�eöÊe
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koristi je sintaksna definicija data sa:

inst-gen�— ≠ ∀�–.·

∀–̄.· ≤ ∀�—.[�– � �·].·
Me�utim, ovako definisana relacija ne uspeva da obuhvati tipove koji bi trebalo

da budu relaciji. Da bi sistem imao karakteristiku principijelnog tipiziranja relacija
instance bi trebalo da bude öto veÊa. Jedna od definicija u ovom smeru je:

Definicija 1.2.1. Tipiziranje ‡1 je opötije od tipiziranja ‡2 ako i samo ako svaki
term koji dozvoljava ‡1 dozvoljava i ‡2.

Ova definicija se koristi kako bi se pokazalo da neki sistemi nemaju principijelno
tipiziranje bez obzira na konkretnu definiciju instance.

Razlikuju se pojmovi principijelnog tipiziranje i principijelnog tipa. Tipiziranje
za izraz M je par �, · tako da vaûi � �M ∶ · . Principijelno tipiziranje je par �, · tako
da su sva ostala tipiziranje koje dozvoljava M instance od �, · . Slabija karakteristika
tipskog sistema je postojanje principijelnog tipa gde se za dato okruûenje � i izraz
M postoji tip · tako da su svi ostali tipovi za M instance od · .

Sistem tipiziranog ⁄-ra�una ima principijelno tipiziranje, i za definiciju relacije se
moûe koristiti inst-gen. Sistem F nema principijelno tipiziranje i odre�ivanje tipova
je neodlu�ivo.

DM tipski sistem nema karakteristiku principijelnog tipiziranja, ali se odlikuje
postojanjem principijelnog tipa i odlu�ivog odre�ivanja tipova. U sledeÊem poglavlju
dat algoritam koji je omoguÊila ova karakteristika DM sistema.
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Glava 2

Odre�ivanje tipova ML jezika

Originalni algoritam za odre�ivanje tipova ML jezika je Milnerov �uveni algoritam
predstavljen u radu 1978. W ili varijacija J . Za algoritam pogledati [4].

Milnerov algoritam nije lako �itljiv. Pre svega zato öto je dat u monadi�kom
stilu i zato öto nije modularan - odnosno zato öto se prepliÊu faze generisanja i reöa-
vanja restrikcija. Iz tih razloga, razvijene su restrikcije kao me�u-jezik i modularan
algoritam za odre�ivanje tipova. Princip odre�ivanja tipova je isti kao u original-
nom Milnerovom algoritmu, ali su restrikcije i dodatna teorija omoguÊile jasniju
prezentaciju i modularnu implementaciju.

2.1 Odre�ivanje tipova tipiziranog ⁄-ra�una
Tipizirani ⁄-ra�un je sintaksno-usmeren tipski sistem - term koji nije anotiran

tipovima odre�uje izomorfno stablo tipiziranja gde su tipovi promenljive. Odnosno,
term odre�uje familiju stabla tipiziranja parametrizovanu tipskim promenljivama.
Ove tipske promenljive nisu me�usobno nezavisne, stablo tipiziranja uspostavlja re-
strikcije nad tipskim promenljivama.

Odre�ivanje tipova tipiziranog ⁄-ra�una se moûe razdvojiti u fazu generisanja
restrikcija i reöavanje restrikcija. Generisanje restrikcija prati pravila tipiziranja ⁄-
ra�una. Za reöavanje jedna�ina nad tipskim promenljivama koristi se algoritam za
unifikaciju prvog reda poöto su tipovi ⁄-ra�una prvog reda.

Sintaksa restrikcija Sintaksa restrikcija sadrûi dve vrste izraza - tipove i restrik-
cije. Tipovi su tipske promenljive ili aplikacija tipskog konstruktora F u skladu
sa njegovom arnoöÊu. Restrikcije mogu biti atomi�ke kao öto su true i false ili
jednakost me�u tipovima. Sloûene restrikcije su konjunkcija i egzistencijalna kvan-
tifikacija tipskih promenljivih.

Intepretacija restrikcija Model u kom se intepretiraju restrikcije je Herbrand-ov
univerzum - skup konkretnih tipova dat sa:
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2.1. ODRE–IVANJE TIPOVA TIPIZIRANOG ⁄-RA�UNA Alen ArslanagiÊ

· ∶∶= – � F ·̄

C ∶∶= true � false � · = · � C ∧C � ∃–.C

Slika 2.1: Jezik restrikcija

t ∶∶= F t̄

Konkretni tipovi su tipovi koji ne sadrûe tipske promenljive. Da bi model bio
neprazan skup potrebno je da bar jedan konstruktor ima nula arnost.

Interpetacija restrikcija ima formu tvr�enja „ � C öto se �ita: „ zadovoljava C ili
„ je reöenje za C, gde je „ je totalno preslikavanje tipskih promenljivih na konkretne
tipove. Prelikavanje „ se proöiruje i na tipove „(F ·1 ...·n) = F („(·1), ..., „(Tn)).

„ je totalno preslikavanje tipskih promenljivih na konkretne tipove. Tvr�enje
„ � C je induktivno definisano:

„ � true
„·1 = „·2

„ � ·1 = ·2

„ � C1 „ � C2

„ � C1 ∧C2

„[– → t] � C

„ � ∃–.C

Za restrikciju C kaûemo da je zadovoljivo ako postoji preslikavanje „ takvo da
je „ reöenje za C. Svaka interpretacija „ zadovoljava trivijalno restrikciju true. U
skupu restrikcija moûemo definisati relaciju ekvivalencije ≡ tako da vaûi C1 ≡ C2
kada C1 i C2 imaju ista reöenja. Poöto su restrikcije izrazi prvog reda (nije moguÊe
kvantifikovati nad restrikcijama C u restrikciji C, veÊ samo tipske promenljive ∃–.C)
i restrikcije su samo tipa jednakosti, problem zadovoljivosti restrikcija C je unifikacija
prvog reda.

�� � x ∶ ·� = �(x) = ·

�� � ⁄x.a ∶ ·� = ∃–1–2.(��, x ∶ –1 � a ∶ –2� ∧ · = –1 → –2)�� � a1 a2 ∶ ·� = ∃–.(�� � a1 ∶ – → ·� ∧ �� a2 ∶ –�)
Slika 2.2: Generisanje restrikcija za tipizirani ⁄-ra�un

Mehanizam Hindley-evog algoritma [8] za odre�ivanje tipova je jednostavan -
ukratko, za dati ne-anotirani term svaki �vor stabla uvodi nove nepoznate tipske
promenljive i restrikcije me�u njima. Na primer, �vor apstrakcije uvodi novu promenljivu
za tip argumenta – i za tip telo — i restrikciju da tip terma bude jednak tipu – → —.
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2.1. ODRE–IVANJE TIPOVA TIPIZIRANOG ⁄-RA�UNA Alen ArslanagiÊ

Generisanje restrikcija za terme tipiziranog ⁄-ra�una dato u slici 2.2. Reöavanjem
skupa svih restrikcija dobija se principijelna forma tipa za po�etni term.

Kao öto je veÊ re�eno, ovaj mehanizam podrazumeva fazu generisanja i reöa-
vanja restrikcija. Radi modularnosti, ove dve faze su Êesto razdvojene i nezavisne.
MoguÊe je formalizovati jezik restrikcija u formi logike tako da ima svoju sintaksu i
interpretaciju u modelu.

Primer 1. Dato je odre�ivanje tipa za izraz ⁄fgx.g (f x) u praznom okruûenju.
Sa C Êemo ozna�iti restrikcije. Radi ilustracije na ovom primeru se faze generisanja
i resavanja prepliÊu. U svakom koraku izvröena je ili transformacija restrikcija u
ekvivalentne pojednostavljene forme ili translacija.

�� � ⁄fgx.g (f x)� = ∃–1–2.��mf ∶ –1 � ⁄gx.g (f x) ∶ –2�
–0 = –1 → –2

�

C = ∃–1–2.
���
∃–3–4.��f ∶ –1; g ∶ –3 � ⁄x.g (f x) ∶ –4�

–2 = –3 → –4
�

–0 = –1 → –2

���

C = ∃–1–2.

������
∃–3–4.

���
∃–5–6.��f ∶ –1; g ∶ –3; x ∶ –5 � g (f x) ∶ –6�

–4 = –5 → –6
�

–2 = –3 → –4

���
–0 = –1 → –2

������
C = ∃–1–2–3–4–5–6.��� � g (f x)�

–0 = –1 → –2 ∧ –2 = –3 → –4 ∧ –4 = –5 → –6
�

C = ∃–1–3–5–6.��� � g (f x)�
–0 = –1 → –3 → –5 → –6

�

C = ∃–1–3–5–6.
���
∃–7.��� � g ∶ –7 → –6��� � f x ∶ –7� �
–0 = –1 → –3 → –5 → –6

���C = ∃–1–3–5–6–7.

������

����
–3 = –7 → –6

∃–8.��� � f ∶ –8 → –7��� � x ∶ –8� �
����

–0 = –1 → –3 → –5 → –6

������
C = ∃–1–3–5–6–7–8.

�����
–3 = –7 → –6
–1 = –8 → –7
–5 = –8
–0 = –1 → –3 → –5 → –6

�����

Dobili smo oblik restrikcija:

�⁄fgx.g (f x) ∶ –0� ≡ ∃–6–7–8.(–8 → –7)→ (–7 → –6)→ –8 → –6

Ove restrikcije mozemo zapisati kao principijelni tip:

· = (a→ b)→ (b→ c)→ a→ c
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2.2. SINTAKSA RESTRIKCIJA Alen ArslanagiÊ

Vidimo da izraz predstavlja kompoziciju i da tipovi funkcija moraju da se slaûu.

2.2 Sintaksa restrikcija
Za odre�ivanje tipova ML jezika nadogradiÊemo rezultate prethodnog poglavlja o

odre�ivanju tipova ⁄-ra�una.

Kao öto je prikazano u prethodnom poglavlju, odre�ivanje tipova tipiziranog ⁄-
ra�una zasnovano je na unifikaciji prvog reda. DM je sloûeniji tipski sistem koji
uklju�uje sheme tipova i unifikacija prvog reda viöe nije dovoljna. Zbog uvedenog
polimorfizma i sheme tipova potrebne su dodatne operacija nad tipovima kao öto su
generalizacija i instanciranje. Jednakost tipova viöe nije dovoljna relacija u restrik-
cijama. Potrebno je uvesti restrikcije za relaciju instance.

U odnosu na ⁄-ra�un, ML-ov tipski sistem uvodi ograni�enu formu polimorfizma
- samo u okviru let deklaracije. Samo promenljive koje su vezane u okviru let
kontrukcije se mogu koristiti polimorfno. To zna�i da promenljiva x umesto jednog
tipa, sada dozvoljava skup tipova. Pitanje je kako u generaciji restrikcija predstaviti
ovaj skup tipova. U DM su uvedene tipske sheme oblika ∀–̄.· koje veÊ predstavljaju
skup tipova. Da li se tipske sheme mogu direktno koristiti u sintaksi restrikcija?

Treba primetiti da su u kontekstu odre�ivanja tipova svi tipovi nepoznate, pa
time i tip promenljive x deklarisane u let - da bi se koristio treba se prvo odrediti. To
zna�i da su tipske sheme uvek princijalni tipovi koje su rezultat odre�ivanja tipova.
Odnosno, tipske sheme su reöenja za skup restrikcija. Odnosno, u okviru generisanja
restrikcija tipske sheme se ne mogu direktno koristiti za predstavu polimorfnog tipa
promenljive x poöto bi takva sintaksa zahtevala meöanje faza generisanja i reöavanja
restrikcija. Poöto ûelimo da razdvojimo ove dve faze, skup tipova Êemo predstaviti
novom sintaksnom formom za tipove koja Êe sadrûati nereöenu formu restrikcija tj.
skup restrikcija pod nazivom tipske sheme sa restrikcijama:

‡ ∶∶= ∀–̄[C].·
Pored sintakse tipova, potrebno je proöiriti i sintaksu restrikcija tako da sadrûi

relaciju instance izme�u tipova. Kao öto je re�eno, polimorfan tip promenljive x se
moûe smatrati skupom tipova, tako da u okviru tela let deklaracije x moûe imati
tipove iz tog skupa. Na primeru let x = id in (x 0, x true) tip koji x moûe imati
u proizvodu nije jednak njegovom tipu veÊ je element skupa. U sintaksi restrikcija
potrebno pored jednakosti uvesti i relaciju instance ili pripadanja skupu.

Data je proöirena sintaksa restrikcija:
Uvedena je def deklaracija. Ova deklaracija vezuje promenljivu x za tipsku

shemu ‡ u okviru restrikcija C. Moûe se smatrati formom eksplicitne supstitucije.
Uloga ove deklaracije je da pristup promenljivama okruûenja prebaci u deo reöavanja
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2.2. SINTAKSA RESTRIKCIJA Alen ArslanagiÊ

C ∶∶= true � false � · = · � C ∧C � ∃–.C � x � · � ‡ � · � def x ∶ ‡ in C

Slika 2.3: Proöirenje sintakse restrikcije

restrikcija umesto generisanja. Ova dizajnerska odluka omoguÊava optimizaciju algo-
ritama za reöavanje restrikcija. Na primer, kao öto Êemo videti u nastavku, efikasno
je pre zamene u restrikciju C pojednostaviti tipsku shemu ‡.

Uvedena su joö dve nove sintati�ke forme x � · i ‡ � · koje ozna�avaju in-
stanciranje. Prva je neubi�ajena poöto moûe delovati da predstavlja relacija izme�u
programskih promenljivih i tipova. Ona je potrebna zbog gore opisanog dizajna gen-
eracije restrikcija koja, za razliku od restrikcija ⁄-ra�una, ne pristupa promenljivama
iz okruûenja. Promenljive x se sada ne zamenjuju eksplicitno za svoj tip koji se �ita
iz okruûenju kao öto to radi pravilo �� � x ∶ ·� = �(x) = · . VeÊ se promenljive vezuju
u formi eksplicitne supstitucije def i zapravo u restrikcijama predstavlju promenljive
koje stoje za tip, a ne programske promenljive. Drugim re�ima, u def x:‡ in C ako
C sadrûi podrestrikciju forme x � · gde je pojavljivanje promenljive x slobodno u C
onda ova podrestrikcija u ovom kontekstu ima zna�enje ‡ � · . Zato se i def smatra
formom eksplicitne supstitucije. Ukratko, x � · predstavlja relaciju instance me�u
tipovima poöto je x samo referenca ka tipskoj shemi.

Treba primetiti da pojam instance � ima druga�ije zna�enje u odnosu na instancu
u DM sistemu. Naime, instanca ovde predstavlja restrikcije dok je u DM instanca
binarna relacija. Odnosno, za datu shemu tipa ‡ i tip · , tip · jeste ili nije instanca od
‡. Tako�e, ova relacija je isklju�ivo sintaksne prirode. Sa druge strane, instanca ovde
predstavlja restrikciju na slobodnim promenljivama koje su sadrûane u tipovima.
Uloga instance u je öira - ona postavlja restrikcije nad slobodnim promenljivama
koje sadrûi. Na primer, izraz ∀x.x → x � y → z nije tvr�enje veÊ restrikcija nad
promenljivama y i z za koji se moûe pokazati da je ekvivalentno izrazu y � z. Sa
druge strane, u DM -u y → z nije instanca ∀x.x → x poöto su y i z dve sintaksno
razli�ite promenljive i izraz ∀x.x→ x ≤ y → z se ne moûe izvesti.

Kao öto je re�eno, uvedene su dve forme za instanciranje x � · i ‡ � · .
Po konvenciji, ∃ i def vezuju ja�e od veznika ∧, odnosno ∃–̄.C ∧ D ozna�ava(∃–̄.C) ∧D i def x ∶ ‡ in C ∧D oznava (def x ∶ ‡ in C) ∧D.
U ∀–̄[C].· tipske promenljive –̄ su vezane u C i · . U ∃–̄.C tispke promenljive –̄

su vezane u C.
SledeÊa definicija predstavlja osnovnu ideju kako se ovaj sistem moûe svesti na

sistem restrikcija za ⁄-ra�un.

Definicija 2.2.1. Neka ‡ bude ∀–̄[C].· . Ako –̄ ≠ ftv(· ′), onda ‡ � · ′′′′′′′ ozna�ava
restrikciju ∃–̄.(C ∧ · ≤ · ′).

Ova definicija nam daje interpretaciju restrikcija relacijom - ‡ � · . Data je gener-
alizovana verzija sa relacijom instance u DM sistemu, naime ≤. Za potrebe odre�i-
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2.3. INTERPRETACIJA RESTRIKCIJA Alen ArslanagiÊ

vanja tipova, dovoljno je koristiti specijalizaciju ove interpretacija sa jednakoöÊu
umesto instancom. Tako�e, moûemo zapisati i kao zakon ekvivalencije:

(∀–̄[C].·) � · ′ ≡ ∃–̄.(C ∧ · = · ′) ako –̄ ≠ · ′
Vidimo da je interpretacija ‡ � · u sintaksi restrikcija za tipizirani ⁄-ra�un. Dalje,

i druga nova sintaksna konstrukcija def se interpretira u istom jeziku. Drugi zakon
ekvivalencije koji se odnosi na interpretaciju def konstrukcije dat je sa:

def x ∶ ‡ ∈ C ≡ [x� ‡]C
Uz pomoÊ datih zakona ekvivalencije DM restrikcije se mogu transformisati u re-

strikcije tipiziranog ⁄-ra�una. Ove zakone Êe koristiti sistem za reöavanje restrikcija.

2.3 Interpretacija restrikcija
U odeljku restrikcija za ⁄-ra�un predstavili smo interpretaciju restrikcija. Za ⁄-ra�un
intepretacija ima oblik tvr�enja „ � C. Odnosno, interpretacija je preslikavanje na
konkretne tipove „ slobodnih tipskih promenljivih u restrikciju C.

Ova interpretacija mora biti redefinisana, poöto se u DM restrikcijama pored tip-
skih promenljivih nalaze i programske promenljive. Za interpretaciju DM restrikcija
potrebno je i preslikavanje programskih promenljivih na tipove. Ovo preslikavanje
obeleûiÊemo sa Â. Za razliku od „ preslikavanja, Â preslikava na konkretne tipske
sheme umesto konkretne tipove. Programska promeljiva x moûe se naÊi samo u
okviru restrikcija oblika x � · . To zna�i da njena interpretacija mora biti skup
konkretnih tipova koje Êemo zvati konkretne tipske sheme.

Konkretna tipska shema s je skup konkretnih tipova koji je zatvoren odozgo, tj.
ako · ∈ s i · ≤ · ′ onda vaûi · ′ ∈ s.

Sintaksa ograni�enih tipskih shema i restrikcija je uzajamno rekurzivna - sintaksa
ograni�enih tipskih shema sadrûi restrikcije, a sintaksa restrikcija sadrûi tipske sheme,
samim tim i njihova interpretacija. Interpretacija tipske sheme ‡ pod preslikavanjem
„ i Â je konkretna tipska shema koju Êemo obelezati sa �„

Â
�‡. Tipsku shemu moûemo

posmatrati kao ograni�enu tipsku shemu kad je skup restrikcija prazan, onda je
intepretacija:

(„
Â
)(∀–̄[C].·) ≡ {(„[–̄ � t̄])·} ako je C = �

t̄ je iz skupa konkretnih tipova. Vidimo da je interpretacija skup konkretnih tipova
dobijen tako öto se preslikavanje „ proöiruje preslikavanjem vezanih promenljivih –̄
na konkretne tipove. Na primer, interpetacija tipske sheme ∀–.– → — pod preslika-
vanjem „ je skup �iji �lanovi imaju oblik t → „(—) gde t pripada skupu konkretnih
promenljivih.

Tipska shema je specijalni slu�aj ograni�ene tipske sheme, sad se moûemo vratiti
na opöti oblik.
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(„
Â
)(∀–̄[C].·) ≡ {„′· �(„′ � –̄ = „ � –̄) ∧ („′, Â � C)}

Interpretacija ima isto zna�enje kao i za tipske sheme samo u druga�ijem ob-
liku zapisano. Preslikavanje „′ je svako preslikavanje koje zadovoljavaja uslove da
slobodne tipske promenljive preslikava iöto kao i „ i da vezane promenljive –̄ da
preslikava na konkretne tipove. Prvi uslov dat je u specifikaciji skupa, a drugi je im-
plicitno dat poöto je svako „ preslikavanje totalno zna�i da Êe i sve vezane promenljive
biti u domenu. Dodatni uslov za preslikavanje „′ jeste da zadovoljava restrikcije C
date u ograni�enoj tipskoj shemi. Ovaj uslov je restrikcija vezana sa preslikavanje
vezanih promenljivih. Drugim re�ima, preslikavanje vezanih promenljivih mora biti
takvo da zadovoljava i restrikcije C.

Primer 2. Na primer, za ∀–[∃—.– = F —].– → – gde je F neki unarni tipski kon-
struktor (na primer list u ML jeziku), interpretacija Êe biti skup svih tipova oblika(F t → F t). Zna�i, restrikcija je restriktovala skup konkretnih tipova odnosno
preslikavanje – na konkretne tipove oblika F t.

Interpetacija restrikcija je tvr�enje oblika „, Â � C koje se �ita: „ i Â zadovol-
javaju restrikcije C. Pravila za induktivno izvo�enje „, Â � C data su na slici 2.4 öto
je zapravo i definicija ternarnog predikata �.

ir-tacno
„, Â � true

ir-pred
P („(·1), ..., „(·n))
„, Â � P ·1�.ÿ. ·n

ir-konj
„, Â � C1 „, Â � C2

„, Â � C1 ∧C2

ir-egz
„[ �̄– � �t], Â � C

„, Â � ∃�–.C

ir-def
„, Â[x� („

Â
)‡] � C

„, Â � def x ∶ ‡ in C

ir-inst
„(·) ∈ Â(x)
„, Â � x � ·

ir-inst2
Â(·) ∈ („

Â
)‡

„, Â � ‡ � ·

Slika 2.4: Interpretacija restrikcija

Interpretacija obuhvata interpretaciju tipske sheme i interpretaciju restrikcija. U
definiciji pravila se vidi da su ove dve interpretacije uzajamno rekurzivne; definicija
intepretacije tipske sheme koristi interpetaciju restrikcija i obratno.

Ukratko Êemo objasniti pravila. Skup pravila datih na slici 2.4 je sintaksno
usmeren. Pravilo ir-egz omoguÊava da tipske promenljive �– ozna�avaju proizvoljne
konkretne tipove �t nezavisno od njihove slike u „. äto sledi iz toga da su u lokalnom
kontekstu restrikcija C promenljive �– vezane i njihovo zna�enje je nezavisno od
okolnog konteksta. Pravilo ir-def vezuje promenljivu x u okviru C za konkretnu
tipsku shemu ‡. To je pravilo koje uvodi tipsku shemu u okruûenje. Sa druge
strane, pravilo ir-inst koristi tipske sheme iz okruûenja poöto se odnosi na restrikciju
koje ima formu instance. Preslikavanje Â preslikava promenljive za konkretne tipske

19



2.4. GENERISANJE RESTRIKCIJA Alen ArslanagiÊ

sheme koje predstavljaju skup konkretnih tipova i zato je u premisi instance dovoljno
proveriti da li konkretan tip pripada ovom skupu.

2.4 Generisanje restrikcija
U ovom delu daÊemo translaciju izraza u restrikcije. Ova translacija za osnovu ima
generisanje restrikcija za tipizirani ⁄-ra�un koje je dato u 2.2.

�x ∶ ·� = x � ·

�⁄x.a ∶ ·� = ∃–1–2.(def x ∶ –1 in �a ∶ –2� ∧ –1 → –2 = ·)
�a1 a2� = ∃–.(�a1 ∶ – → ·� ∧ �a2 ∶ –�) ako – ≠ –1, –2, ·�let x = a1 in a2 ∶ ·� = let x ∶ La1M in �a2 ∶ ·�

LaM = ∀–[�a ∶ –�].–
Slika 2.5: Generisanje restrikcija za ML

Viöe komentara o pravilima iz 2.5 nalazi se u delu o implementaciji u Haskell-u,
tj. poglavlju 5.1.

2.5 Odnos tipskog sistema restrikcija sa DM sis-
temom

U prethodnom delu prikazali smo samo jednu intepretaciju i model za restrikcije
koji je pogodan za odre�ivanje tipova za ML. Me�utim, moguÊe je definisati ra-
zli�ite interpretacije i modele. ätaviöe, moguÊe je dalje uopötiti sistem restrikcija i
to uopötenje je sistem HM(X) dat u poglavlju HM(X).

Zanimljivo je primetiti da u odre�enom modelu tzv. modelu sintaksne jednakosti
tipski sistem restrikcija je u veoma bliskoj korespodenciji sa DM tipskim sistemom.
éelimo da pokaûemo da svaka zadovoljiva restrikcija C takvo da vaûi fpi(C) = �,
gde fpi(C) ozna�ava skup slobodnih programskih promenljivih restrikcija C, ima
kanoni�ku reöenu formu i da je to u veoma bliskoj vezi sa konceptom najgeneralnijeg
unifikatora.

Reöena forma je konjunkcija restrikcija gde se sa leve strane nalaze razli�ite tipske
promenljive koje se ne nalaze sa desne strane jedna�ina, uz moguÊu egzistencijalnu
kvantifikaciju.

Definicija 2.5.1. Reöena forma restrikcija je oblika ∃—̄.(�– = �·), gde –̄ ≠ ftv(·̄).
Lema 2.5.1. Svaka restrikcija je ekvivalentna ili reöenoj formi ili je false.
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Lema 2.5.2. Svaka tipska shema sa restrikcijama je ekvivalentna standardnoj tipskoj
shemi.

Reöena forma ∃—̄.(�– = �·) je kanoni�ka ako i samo ako su njene slobodne tipske
promenljive –̄. Drugim re�ima, forma je kanoni�ka ako · ne sadrûi slobodne promenljive.

Data je ekvivalentna definicija:

Definicija 2.5.2. Kanonicka reöena forma je restrikcija oblika ∃—̄.(�– = �·) gde
je ftv(·̄) ⊆ —̄ i –̄ ≠ —̄.

Lema 2.5.3. Svaka reöena forma je ekvivalentna kanoni�koj resenoj formi.

Kanoni�ka reöena forma je korisna zato öto je lako naÊi njeno reöenje, to je zamena[�– � �·]. Iz toga sledi da je svaka kanonicka forma zadovoljiva.
Tako�e, kanonicka reöena forma moûe se smatrati restrikcijom ili idempodentnom

zamenom.

Definicija 2.5.3. Ako je [�– � �·] idempodentna zamena ◊, sa ∃[�– � �·] obeleûiÊemo
kanoni�ku reöenu formu ∃—̄.(�– = �·), gde je ftv(·̄) = —̄. Idempodentna zamena ◊ je
najgeneralniji unifikator restrikcija C ako i samo ako su ∃◊ i C ekvivalentni.

Prema definiciji ekvivalentne restrikcije imaju iste najgeneralnije unifikatore.
Mnoge osobine kanoni�ke reöene forme mogu biti formulisane pomoÊu najgeneral-
nijeg unifikatora.
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Glava 3

HM(X)

Formulacija restrikcija nagovestila je moguÊnost uopötenja tako da se dobije tipski
sistem. HM(X) je parametrizovano proöirenje Damas-Milnerovog tipskog sistema.

Odersky, Sulzman i Wehr su prvi uveli HM(X) sistem 1999. godine [9]. Od tada,
nekoliko varijacija sistema je izloûeno u radovima kao öto öto su Sulzmann, Muller i
Zengder 1999. [10], Pottier 2001. [11]. U ovom radu biÊe izloûena definicija HM(X)
sistema zasnovana na jeziku restrikcija koji je prezentovan u prethodnom poglavlju.

3.1 Definicija HM(X) tipskog sistema
Tipski sistem HM(X) sastoji se od tvr�enja oblika C, � � t ∶ ‡ gde je C restrikcija,

� okruûenje, t izraz i ‡ tipska shema. Tvr�enje se �ita: pod pretpostavkama C
i � izraz t je tipa ‡. C predstavlja pretpostavke o tipskim promenljivama, a �
pretpostavke o identifikatorima.

Vaûno je napomenuti da restrikcije koje imaju isto zna�enje mogu imati razli�itu
sintaksnu prezentaciju. Me�utim, sintaksa restrikcija ne bi trebalo da uti�e na valid-
nost HM(X) tvr�enja veÊ samo njihovo zna�enje.

Ovo moûemo postiÊi tako öto Êemo jednakost HM(X) tvr�enja posmatrati modulo
ekvivalencije njihovih restrikcija tako da su tipska tvr�enja C, � � t ∶ ‡ i D, � � t ∶ ‡
jednaka kada je C ≡ D. Kao rezultat, apstrahuje se nad sintaksom restrikcija i ona
se ne analizira u tvr�enju.

Tako�e, sintaksa restrikcija se moûe smatrati prezentacijom restrikcija na niûem
nivou i bilo bi poûeljno da nema ulogu u dokazima logi�kih osobina restrikcija. Ovo
predstavlja motivaciju da se restrikcije posmatraju sa apstraktnijeg stanoviöta -
konkretnije, preko odnosa i relacija me�u njima, tako da rezonovanje bude neza-
visno od njihove strukture. U nastavku Êemo prezentovati relacije i njihove osobine
koji omoguÊava ovakav pogled na restrikcije.
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Najzna�ajnija relacija je relacija zadovoljivosti �.

Definicija 3.1.1. C1 � C2 se �ita: C1 podrazumeva C2 i vaûi ako i samo ako za
svako preslikavanje „ i za svako preslikavanje za okruûenje Â i ako „, Â � C1 implicira
„, Â � C2. Restrikcije su ekvivalentna C1 ≡ C2 ako i samo ako vaûi C1 � C2 i C2 � C1.

Intuitivno, relacija � govori o ja�ini restrikcija: C1 je ja�a restrikcija od C2.
Ja�ina se meri preko parova („, Â) koje zadovoljavaju restrikciju; restrikcija C1 je
ja�a od C2 ako manji broj parova („, Â) zadovoljava C1. Drugim re�ima, C1 postavlja
striktnije zahteve nad slobodnim tipskim promenljivama, koje su sadrûane u C1 i
C2 tj. –̄ ⊆ ftv(C1) i –̄ ⊆ ftv(C2), i programskim identifikatorima x̄ ⊆ fpv(C1) i
x̄ ⊆ fpv(C2) i od C2. Relacija � je refleksivna i tranzitivna, a relacija ≡ je relacija
ekvivalencije.

Za tvr�enje kaûemo da je validno ako i samo ako se moûe izvesti pravilima tip-
iziranja datih u slici 3.1.

Treba napomenuti da valjana tipiziranost izraza t u okruûenju � viöe nije u 1-1
korespodenciji sa validnoöÊu tvr�enja C, � � t ∶ ‡, kao öto je to bio slu�aj u DM
tipskom sistemu. Razlog tome je taj öto C, � � t ∶ ‡ moûe biti validno tvr�enje i kad
je C nezadovoljiva restrikcija. Me�utim, ako je C nezadovoljiva restrikcija onda t
nije valjano tipiziran. Izraz t je valjano tipiziran u okruûenju � ako i samo ako je
tvr�enje oblika C, � � t ∶ ‡ validno za neko zadovoljiva restrikcija C.

hmx-var
�(x) = ‡ C � ∃‡

C, � � x ∶ ‡
hmx-abs
C, (�; x ∶ ·) � t ∶ · ′
C, � � ⁄x.t ∶ · → · ′

hmx-app
C, � � t1 ∶ · → · ′ C, � � t2 ∶ ·

C, � � t1 t2 ∶ · ′
hmx-let
C, � � t1 ∶ ‡ C, (�; z ∶ ‡) � t2 ∶ ·

C, � � let z = t1 in t2 ∶ ·
hmx-gen
C ∧D, � � t ∶ · –̄ ≠ ftv(C, �)

C ∧ ∃–̄.D, � � t ∶ ∀–̄[D].·
hmx-inst
C, � � t ∶ ∀–̄[D].·

C ∧D, � � t ∶ ·
hmx-sub
C, � � t ∶ · C � · ≤ · ′

C, � � t ∶ · ′
hmx-exists
C, � � t ∶ ‡ –̄ ≠ ftv(�, ‡)

∃–̄.C, � � t ∶ ‡
Slika 3.1: Pravila tipiziranja HM(X) tipskog sistema

Sad Êemo objasniti pravila tipiziranja data na slici 3.1. Samo pravilo hmx-sub
nema svoje odgovarajuÊe pravilo u DM sistemu. VideÊemo u nastavku da je speci-
jalizacijom HM(X) na DM sistem to pravilo postaje suviöno.
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Pravilo hmx-var iöto kao i dm-var pretraûuje okruûenje za identifikator x i vraÊa
odgovarajuÊu tipsku shemu. Sa tim öto ovo pravilo ima joö jednu premisu koja je
tehni�ke prirode i koja garantuje da prona�ena tipska shema pod restrikcijom C ima
instance.

Najzanimljivija pravila su hmx-gen i hmx-inst. To su pravila uvo�enja i elimi-
nacije ∀ kvantifikatora. Pravilo generalizacije hmx-gen.

Da bi bilo jasnije pravilo hmx-gen pogledacemo prvo specijalizaciju pravila kad
je C ≡ true:

hmx-gen’
D, � � t ∶ · –̄ ≠ ftv(�)
∃–̄.D, � � t ∶ ∀–̄[D].·

hmx-gen’
ima istu drugu premisu kao i dm-gen - tipske promenljive koje su generalizovane

ne smeju da se pojavljuju slobodno u okruûenju �. Me�utim, generalizovane tipske
promenljive mogu da se jave u D restrikciji i zato restrikcija D mora biti zapisano
u tipskoj shemi u zaklju�ku. U zaklju�ku je izgra�ena tipska shema ∀–̄[D].· uni-
verzalnim kvanitifikovanjem nad promenljivama koja su restriktovana u restrikciji
D. Iz ovog razloga u zaklju�ku se nalazi dodatna pretpostavka - ∃–̄.D, koja garan-
tuje da postoji bar jedan skup konkretnih tipova u slici za –̄ tipske promenljive koji
neÊe naruöiti zadovoljivost D, odnosno da tipska shema ∀–̄[D].· ima bar jednu in-
stancu. Primetimo da D pored –̄ moûe imati i druge slobodne tipske promenljive
koje su obi�no slobodne i u �. Izvorno pravilo hmx-gen se od hmx-gen’ razlikuje
samo u jednom tehni�kom detalju. Razlika je u tome öto se u pravilu hmx-gen
restrikcije koje se ne odnose na generalizovane tipske promenljive C ne kopiraju u
tipsku shemu. Ovaj detalj je deo optimizacije koja je direktno ugra�ena u pravilo
tipiziranja - nepotrebne restrikcije koja mogu biti sloûena se ne kopiraju. Ukratko,
pravilo hmx-gen gradi ograni�enu tipsku shemu generalizacijom nad promenljivama
–̄ i dodatno kopira deo restrikcija iz pretpostavki koja restriktuju promeniljive –̄ u
tipsku shemu.

Pravilo hmx-inst omoguÊava instanciranje tipske sheme. Zanimljivo je da, za
razliku od dm-inst, ne uklju�uje zamenu za tipove. Odnosno, vröi identi�ku za-
menu –̄ � –̄. Me�utim, tipske sheme se smatraju jednakim modulo imena vezanih
promenljivih tj. –-konverzije tako da se promenljive mogu preimenovati implicitno
pre instanciranja. Tako�e, restrikcije D tipske sheme ulaûe u pretpostavke u za-
kljucku.

Pravilo hmx-sub omoguÊava da se tip · moûe zameniti svojim podtipom · ′. I
· i · ′ mogu da sadrûe slobodne tipske promenljive i zato je izraz · ≤ · ′ podtipska
restrikcija (a ne relacija instance) koje treba da vaûi pod pretpostavkama restrikcije
C i o tome govori druga premisa.

Pravilo hmx-exists omoguÊava da tipske promenljive koje se pojavljuju samo u
restrikciji budu egzistencijalno kvantifikovane. Na ovaj na�in one postaju lokalne.
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Moûe se dokazati da ovo pravilo ne omoguÊava tipiziranje viöe izraza, veÊ proöiruje
skup validnih tvr�enja. Uloga pravila je tehni�ke prirode. HM(X) tvr�enja se pos-
matraju moduo ekvivivalencije restrikcija. To zna�i da se restrikcije mogu pojed-
nostaviti i da se njihova pojednostavljena verzija moûe koristiti umesto originalne.
Ekvivalencija restrikcija je kongruentna relacija, tako da iz C ≡D sledi ∃–̄.C ≡ ∃–̄.D,
ali obrnuto ne vaûi uvek. Ali upravo drugi izraz �esto moûe da se pojednostavi, dok
prvi ne moûe. hm-exists nam onda omoguÊava da iskoristimo pojednostavljene, koje
ina�e samo na osnovu ekvivalencije restrikcija ne bismo mogli. Na primer, ne postoji
na�in da se pojednostavi tvr�enje – ≤ — ≤ “, � � t ∶ ‡. Me�utim, ako se — ne po-
javljuje kao slobodna promenljiva u � i u ‡ onda pomoÊu hm-exists moûemo izvesti
tvr�enje ∃—.(– ≤ — ≤ “), � � t ∶ ‡. – ≤ — ≤ “ ≡ – ≤ “ ne vaûi, ali ∃—.(– ≤ — ≤ “) ≡ – ≤ “
vaûi. Tako da se tvr�enje moûe pojednostaviti na – ≤ “, � � t ∶ ‡.

3.2 Alternativna prezentacija HM(X) sistema
Prezentacija HM(X) sistema data na slici 3.1 ima samo �etiri sintaksno usmerena
pravila. To je dobro teorijska prezentacija tipskog sistema, ali nije pogodna kao
opis algoritma. DaÊemo alternativnu prezentaciju HM(X) sistema u kojoj se gener-
alizacija moûe javiti samo u okviru let izraza, a instanciranje samo na referencama
programskih identifikatora.

hmd-VarInst
�(x) = ∀–̄[D].·
C ∧D, � � x ∶ ·

hmd-abs
C, (�; x ∶ ·) � t ∶ · ′
C, � � ⁄x.t ∶ · → · ′

hmd-app
C, � � t1 ∶ · → · ′ C, � � t2 ∶ ·

C, � � t1 t2 ∶ · ′
hmd-letGen
C ∧D, � � t1 ∶ ·1 –̄ ≠ ftv(C, �) C ∧ ∃–̄.D, (�; z ∶ ∀–̄[D].·1) � t2 ∶ ·2

C ∧ ∃–̄, � � let z = t1 in t2 ∶ ·2

hmd-sub
C, � � t ∶ · C � · ≤ · ′

C, � � t ∶ · ′
hmd-exists
C, � � t ∶ ‡ –̄ ≠ ftv(�, ‡)

∃–̄.C, � � t ∶ ‡
Slika 3.2: Pravila tipiziranja HMD(X)-a

Teorema 3.2.1. C, � � t ∶ · se moûe izvesti pravilima iz slike 3.2 ako i samo ako je
validno HM(X) tvr�enje.
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3.3 DM i HM(X)
Motivacija za nastanak HM(X) tipskog sistema je generalizacija DM tipskog sistema
sa naglaskom na odre�ivanje tipova. U ovom poglavlju Êemo i pokazati da je HM(X)
zapravo generalizovana verzija DM tipskog sistema. Na po�etku Êemo definisati öta
zna�i da je generalizacija.

HM(X) ozna�ava familiju tipskih sistema parametrizovanu sa X koje ozna�ava
sintaksu i interpretaciju restrikcija kao i relaciju instance. Da bi HM(X) bio gener-
alizacija DM svaki �lan familije HM(X) mora da sadrûi DM. U drugom smeru, DM
mora da sadrûi HM(=).

Prvo Êemo dokazati direktan smer. Dokaz se sastoji u preslikavanju DM tvr�enja
na HM(X) tvr�enja. O�igledno je da je svako validno DM tvr�enje je zapravo HM(X)
tvr�enje sa restrikcijom true. Ovo je potkrepljeno i time da je ∀–̄.· iöto öto i∀–̄[true].· tako da su DM tipske sheme podskup od HM(X) tipskih shema, a to
onda iöto vaûi i za okruûenja koja vezuju tipske sheme. Dajemo formulaciju u obliku
teoreme.

Teorema 3.3.1. Ako � � e ∶ ‡ onda i true, � � e ∶ ‡.

Dokaz. Dokaz je indukcijom po strukturi izvo�enja � �DM e ∶ ‡.

� Slu�aj dm-var. Zaklju�ak je � �DM x ∶ ‡, a premisa je �(x) = ‡ (1). Treba
pokazati da vaûi true, � �HM(X) x ∶ ‡. Ovo tvr�enje se moûe izvesti pomoÊu
pravila hmx-var - prva premisa je �(x) = ‡, druga je true � ∃‡. Prva vaûi
zbog (1). Za drugu Êemo iskoristiti definiciju ∃‡, naime ∃(∀–̄[D].·) ≡ ∃–̄.D
i ekvivalenciju ∃–̄.C ≡ C kada –̄ ≠ ftv(C). Poöto je restrikcija u ‡ true,
dobijamo ∃‡ ≡ true i odatle true � true öto trivijalno vaûi.

� Slu�aj dm-gen. Znamo da vaûi � �DM e ∶ ∀–̄.· , i premise � �DM e ∶ · (1) i
–̄ ≠ ftv(�) (2). Treba pokazati da vaûi true, � �HM(X) e ∶ ∀–̄[true].· . To se
moûe pokazati primenjujuÊi pravilo hmx-gen ako vaûe premise true, � � e ∶ ·
i –̄ ≠ ftv(true, �). Prvu premisa se dobija primenjujuÊi induktivnu hipotezu
na (1), a druga vaûi zbog (2). Iskoristili smo ∃–̄.true ≡ true.

� Slu�ajevi dm-abs, dm-app i dm-let. Dokazuju se inverzijom pravila, primenom
induktivne hipoteze i primenom hmx-abs, hmx-app i hmx-let respektivno.

� Slu�aj dm-inst. Zaklju�ak pravila je � �DM e ∶ [–̄ � ·̄]· . Inverzijom pravila
dobijamo � �DM ∶ ∀–̄·(1).· . Moûemo pretpostaviti, bez gubitka generalnosti,
–̄ ≠ ftv(�, ·̄). Treba pokazati da vaûi true, � �HM(X) e ∶ [–̄ � ·̄]· . Pri-
menom induktivne hipoteze na (1) dobijamo true, � �HM(X)∶ ∀–̄.· . Primenom
hm-inst dobijamo true, � �HM(X)∶ ∀· . Moûemo primeniti oslabljivanje tako da
dobijemo �– = �· , � �HM(X)∶ · . KoristeÊi pravila ekvivalencija restrikcija moûe
se pokazati �– = �· � · = [�– = �·]· (6). Sad koristeÊi hmx-sub i (5) i (6) imamo�– = �· , � �HM(X)∶ [�– = �·]· . (7) implicira –̄ ≠ ftv(�, [–̄ � ·̄]·) (8). Sad moûemo
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primeniti hmx-exists na (7) i (8) i dobiti ∃–̄.(�– = �·), � �HM(X)∶ [�– = �·]· . I
na kraju ako iskoristimo ekvivalenciju ∃–̄.(�– = �·) ≡ true i dobijamo traûeno
tvr�enje.

Za drugi smer treba pokazati da je HM(=) sadrûan u DM. HM(=) je specijalizacija
HM(X) sistema gde se restrikcije intepretiraju u sintaksnom modelu odnosno u skupu
zatvorenih tipova, a konkretni tipovi su tipovi koje ne sadrûe tipske promenljive i
formiraju Herbandrov univerzum. Za ovaj dokaz dovoljno je dati korektnu translaciju
HM(=) tvr�enja u DM tvr�enje.

Prvo Êemo dati translaciju HM(=) tipskih shema u DM tipske sheme. Za ovu
translaciju veoma je bitan izbor sintaksnog modela sa jednakoöÊu, poöto to pruûa
osobine koje su neophodne za translaciju. Naime, u ovom modelu svaka restrikcija
ima najgeneralniji unifikator

Pored tipskih shema, potrebna je translacija i za tipske supstitucije, zato öto je
nakon transliranja potrebno zameniti tipove. Ovi delovi mogu biti razdvojeni, ali
se mogu posmatrati i zajedno tako öto Êemo translaciju parametrizovati tipskom
sustitucijom. J‡K◊. Intuicija je da se uz pomoÊ unifikatora sve dodatne pretpostavke
o tipskim promenljivama prebace iz restrikcija direktno u tipsku shemu. SledeÊa
lema to formalizuje.

Lema 3.3.2. Neka ‡ ozna�ava tipsku shemu ∀–̄[D].· , a ◊ tipsku zamenu takvu
da ftv(◊) ⊆ dom(◊) (1) i ∃◊ � ∃‡. Postoji tipska supstitucija ◊′ koja proöiruju
◊ tako da dom(◊′) = dom(◊) ∪ –̄ i ◊′ je najgeneralniji unifikator restrikcija ∃◊ ∧
D. Sa —̄ obeleûiÊemo tipske promenljive principijelne shemi za –̄ na koje mapira
unifikator odnosno —̄ = ftv(◊′(–̄)) � kodomen(◊). Translacija J‡K◊ je DM tipska
shema ∀—̄.◊′(·). Tako�e, ftv(J‡K◊) ⊆ kodomen(‡′).

Pre glavne teoreme, daÊemo nekoliko tehni�kih karakteristika translacije.

Lema 3.3.3. Ako C, � � t ∶ ‡ onda C � ∃‡.

Lema 3.3.4. Ako se ◊1 i ◊2 podudaraju u okviru ftv(‡), onda su translacije J‡K
◊1 i

J‡K
◊2 ili nedefinisane, ili definisane i iste.

Ova lema govori da je translacija J‡K
◊

nezavisna od ponaöanja ‡ izvan ftv(‡).
Lema 3.3.5. Neka je ftv(‡, · ′) ⊆ dom(◊) i ∃◊ � ∃‡. Neka je ∃◊ � ‡ � · ′. Onda je
◊(· ′) instanca DM tipske sheme J‡K

◊

Drugim re�ima, ako C � ‡ � · ′ vaûi, onda su translacije ‡ i · ′ pod najgeneralnijim
unifikatorom tj. supsitucijom ◊ za C u DM relaciji instance.

Lema 3.3.6. D � ∀x̄.· � · .
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Lema 3.3.7. Neka je ◊ najgeneralniji unifikator za C. Ako “̄ ≠ ftv(C) onda je
◊ � “̄ tako�e najgeneralniji unifikator za C. Ako “̄ ≠ ◊ onda postoji najgeneralniji
unifikator za C koji proöiruje ◊ i �iji je domen dom(◊) ∪ “̄.

Lema 3.3.8. Iz C �D sledi ◊(C) � ◊(D).
Lema 3.3.9. ◊(∃◊) ≡ true.

Lema 3.3.10. Ako true � · = · ′, onda · i · ′ su iöti.

Lema 3.3.11. Ako je ◊ najgeneralniji unifikator za C, onda ◊ � – je najgeneralniji
unifikator za ∃–.C. U suprotnom, ako je ◊ najgeneralniji unifikator za ∃–.C i – ≠ ◊
i ftv(∃–.C) ⊆ dom(◊) onda postoji tipska supsitucija ◊′ takva da proöiruje ◊, ◊′ je
najgeneralniji unifikator za C, i dom(◊′) = dom(◊) ∪ –.

ProöireÊemo translaciju na okruûenje. J�K
◊

je �. J�; x ∶ ‡K
◊

je J�K◊; x ∶ J‡K ako∃◊ � ∃‡, u drugom slu�aju je J�K
◊
.

Sad moûemo dokazati glavnu teoremu.

Teorema 3.3.12. Neka je , � � t ∶ ‡ vaûi u HM(=). Neka je ‡ najgeneralniji
unifikator za C takav da ftv(�, ‡) ⊆ dom(◊). Onda J�K◊ � t ∶ J‡K◊ vaûi u DM.

Dokaz. Dokaz je indukcijom po strukturi izvo�enja HM(=) tvr�enja. Primetimo
samo da iz leme 3.3.3 znamo da C � ∃‡. Ovo moûe da se zapiöe ∃◊ � ∃‡ iz �ega
znamo da je translacija J‡K◊ definisana. Za dokaz Êemo koristiti HMD(X) pravila
data u firugi 3.2. Ali Êemo razdvojiti pravilo hmd-LetGen na hmx-let i hmx-gen
radi bolje citljivosti.

� Slu�aj hmd-varInst. Zaklju�ak pravila je C ∧D, � � x ∶ · . Prema hipotezi
◊ je najgeneralniji unifikator za C ∧D (1) i ftv(·) ⊆ dom(◊) (2). Premisa je
�(x) = ‡ (3) gde je sa ‡ ozna�eno ∀x̄[D].· . Treba pokazati da J�K◊ � t ∶ ◊(·).
Iz (1) znamo da ∃‡ ≡ C ∧D � D � ∃x̄.D ≡ ∃‡ odnosno ∃◊ � ∃‡ (4). Dalje, iz
toga sledi da ftv(‡) ⊆ ftv(�) ⊆ dom(◊) (5). Na osnovu toga znamo da je J‡K◊

definisano iz �ega sledi J�K◊(x) = J‡K◊. Sada iz dm-var sledi J�K◊ � x ∶ J‡K◊

(6). Preostalo je samo pokazati da je ◊(·) instanca od J‡K◊. Iz leme 3.3.6 sledi
D � ‡ � · , a poöto ∃◊ � D onda i ∃◊ � ‡ � · (7). Sada iz (2),(4),(5),(7) i iz
leme 3.3.5 dobijamo J�K◊ � t ∶ ◊(·).

� Slu�aj hmd-abs. Zaklju�ak pravila je C, � � ⁄x.t· → · ′. Treba pokazati
J�K◊⁄x.t ∶ J· → · ′K◊. Premisa je C, (�; x ∶ ·) � t ∶ · ′ (1). Ako primenimo
induktivno hipotezu na (1) dobijamo J�K◊; x ∶ J·K◊ � t ∶ J· ′K. Primenom dm-abs
dobijamo J�K◊ � ⁄x.t ∶ J·K◊, öto je J�K◊⁄x.t ∶ J· → · ′K◊.

� Slu�aj hmx-gen. Zaklju�ak je C∧∃‡, � � t ∶ ‡ gde ‡ ozna�ava ∀–̄[D].· . Prema
hipotezi ◊ je najgeneralniji unifikator za C ∧ ∃‡ (1) i ftv(�, ‡) ⊆ dom(◊) (2).
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Podsetimo se da vaûi ∃–̄.D ≡ ∃‡, pa zbog toga moûemo zapisati kao u (1).
Premise su C ∧D, � � t ∶ · (3) i –̄ ≠ ftv(C, �) (4). Treba pokazati da vaûi
J�K◊ � t ∶ J‡K◊. Bez gubitaka generalnosti moûemo izabrati –̄ tako da –̄ ≠ ◊
(5). Sad moûemo definisati proöirenje supstitucije ◊′ i —̄ kao u lemi 3.3.2. ◊′ je
najgeneralniji unifikator za C ∧D. Dalje, prema lemi znamo da je dom(◊′) ≡
dom(◊)∪–̄. Iz (2) znamo da ftv(�, ‡) ⊆ dom(◊′) (6). Iz toga moûemo primeniti
induktivnu hipotezu sa ◊′ na (3) da dobijemo J�K◊′ � t ∶ ◊′(·). Prema lemi 3.3.4
i (2) i (6) moûemo zapisati i kao J�K◊ � t ∶ ◊′(·). Iz leme (:reference:) znamo
da ftv(J�K◊ ⊆ domen(◊)), a prema konstrukciji znamo i —̄ ≠ ftv(J�K◊) (7).
Sada ako primenimo dm-gen, (6) i (7) dobijamo J�K◊′ � t ∶ ∀—̄.◊′(·). äto je
J�K◊ � t ∶ J‡K◊.

� Slu�aj hmd-app. Zaklju�ak je C, � � t1t2 ∶ · ′. Premise su C, � � t1 ∶ · → · ′
(1) i C, � � t2 ∶ · (2). Iz hipoteze ◊ je najgeneralniji unifikator takav da
ftv(�, · ′) ⊆ dom(◊) (3). Moûemo uzeti ◊′ proöirenje od ◊ tako da ftv(�, · ′, ·) ⊆
dom(◊′). Primenom induktivne hipoteze na premise (1) i (2) i ◊′ dobijamo
J�K◊′ � t1 ∶ ◊′(·) → ◊′(· ′) (4) i J�K◊′ � t2 ∶ ◊′(·) (5). Primenom dm-app na
(4) i (5) dobijamo J�K◊′ � t1 t2 ∶ ◊′(· ′) (6). Poöto dom(◊′) � dom(◊) = ftv(·) i
prema lemi 3.3.4 iz (6) moûemo zaklju�iti traûeno tvr�enje J�K◊ � t1 t2 ∶ ◊(· ′).

� Slu�aj hmx-let. Sli�no kao u prethodnom slu�aju, osim öto se dom(◊) proöiruje
za ftv(‡), primenjuje se induktivna hipoteza i zatim dm-let.

� Slu�aj hmd-sub. Zaklju�ak je C, � � t ∶ · ′. Prema hipotezi ◊ je najgeneralniji
unifikator za C (1) i ftv(�, · ′) ⊆ dom(◊) vaûi. Treba pokazati da vaûi J�K◊ �
t ∶ ◊(· ′) (3). Premisa je C, � � t ∶ · (4) i C � · � · ′ (5). Bez gubitka
generalnosti moûemo pretpostaviti ftv(·) ≠ domen(◊) (6). Prema lemi 3.3.7
moûemo prositiri domen ◊ tako da vaûi ftv(·) ⊆ dom(◊) (7). Iz (1), (2) i (7)
i primenom induktivne hipoteze na (4) dobijamo J�K◊ � t ∶ ◊(·) (8). (5) je
ekvivalentno sa ∃◊ � · = tau′. Iz lema 3.3.8 i 3.3.9 imamo true � ◊(·) = ◊(· ′).
Iz leme 3.3.10 sledi da su ◊(·) i ◊(· ′) isti tipovi. Iz ovoga i (8) dobijamo
traûeno tvr�enje J�K◊ � t ∶ ◊(· ′).

� Slu�aj hmd-ex. Zaklju�ak je ∃–̄.C, � � t ∶ · . Prema hipotezi ◊ je najgeneralniji
unifikator za ∃–̄.C (1) i ftv(�, ·) ⊆ dom(◊) (2). Treba pokazati da J�K◊ � t ∶
◊(·). Premise su C, � � t ∶ · (3) i –̄ ≠ ftv(�, ·) (4). Bez gubitka generalnosti
moûemo pretpostaviti –̄ ≠ ◊. Prema lemi 3.3.7 moûemo proöiti domen ◊ tako
da vaûi ftv(∃–̄.C) ⊆ dom(◊) (5). Iz (1), (4) i (5) i leme 3.3.11 , postoji tipska
susptitucija ◊′ takva da ◊′ proöiruje ◊ (6) i ◊′ je najgeneralniji unifikator za C.
Primenom induktivne hipoteze na (3) i ◊′ dobijamo J�K′

◊
� t ∶ ◊′(·). Prema (2)

i (6) i leme 3.3.4 to je isto öto i J�K◊ � t ∶ ◊(·).
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Deo II

Modularno odre�ivanje tipova
ML-jezika u Haskell-u
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Alen ArslanagiÊ

U ovom delu rada biÊe predstavljena Haskell implementacija odre�ivanja tipova za
podskup ML jezika. Prvo je dat pregled osnova teorije kategorije koje su potrebna
za rad sa monadama u Haskell-u. Zatim je prikazana implementacija modularnog
odre�ivanja tipova koja se oslanja na teorijske rezultate izloûene u prvom delu rada.
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Glava 4

Teorija kategorija

4.1 Uvod
U ovom delu biÊe prikazana osnova teorija kategorija koja je potrebna za defin-

isanje monada u Haskell-u. Izloûena teorija preuzeta je preteûno iz [12], [13] i [14].

4.2 Osnove
Osnovne postavke teorije kategorija su jednostavne. Da bi se definisao pojam kate-
gorije, potrebno je uvesti gradivne elemente: 1. objekte, 2. morfizme, 3. identitete,
4. kompozicije, i zakone koji treba da vaûe: a. zakon identiteta, b. asocijativnost.

Definicija 4.2.1. Kategorija C sastoji se iz:

1. kolekcija objekata, Obj(C);
2. kolekcije strelica odnosno morfizama, HomC(x, y) gde x, y ∈ Obj(C) se naziva

hom − skup i ozna�ava skup morfizama od x do y;

3. identi�ki morfizam za svaki objekat koji se ozna�ava sa idx ∈ HomC(x, x) gde
x ∈ Obj(C);

4. operator kompozicije koji svakom paru strelica f i g dodeljuje strelicu kom-
pozicije g ○ f , odnosno za svaka tri objekta x, y i z, ako f ∈ HomC(x, y),
g ∈ HomC(y, z), onda g ○ f ∈ HomC(x, z);

a (zakon identiteta) za svaki morfizam f ∶ x → y treba da vaûi f ○ idx = f i
idy ○ f = f ;

b (asocijativnost) za sve morfizme f ∶ w → x, g ∶ x → y i h ∶ y → z treba da vaûi(h ○ g) ○ f = h ○ (g ○ f);
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Napomena Ovde su kategorije definisane u teoriji skupova. Me�utim, Obj(C) nije
skup veÊ kolekcija objekata kategorije C. U okviru ovih formalizama moûemo pri�ati
o kategoriji svih skupova, odnosno kategoriji u kojoj su objekti svi moguÊi skupovi.
Ukoliko Obj(C) posmatramo kao skup objekata onda ovakvom konstrukcijom dolaz-
imo do Raselovog paradoksa. Reöenje je da se uvede pojam univerzuma koje Êemo
ozna�iti sa k. Ovo Êe omoguÊiti da imamo pogled iz tog univerzuma i van - sve öto
je u tom svetu nazivamo k-malo, a kad je potrebno da radimo sa samim k onda
moûemo izabrati veÊi univerzum k′ i raditi u njemu. Kategorija u kojoj je Obj(C)
skup se naziva mala kategorija. U nastavku Êemo posmatrati samo ovakve kategorije.
Tako�e, operacije pomenute u definiciji su funkcije iz teorije skupova.

Sledi primer kategorije koja modeluje pojam skupa.

Primer 3 (Kategorija Skup). (1) Objekti u kategoriji Skup su skupovi. (2) mor-
fizmi su totalne funkcije f ∶ A→ B iz skupa A na skup B; (3) identi�ki morfizam za
objekat A ozna�en sa idA je totalna funkcija idA ∶ A → A; (4) kompozicija totalne
funkcije f ∶ A → B i g ∶ B → C je totalna funkcija iz A na C koja preslikava svaki
element a ∈ A na g(f(a)) ∈ C; za ovako definisan identi�ki morfizam i kompoziciju
vaûe (a) idB ○ f = f i f ○ idA = f i (b) (h ○ g) ○ f = h ○ (g ○ f).
Primer 4 (Kategorija Monoid).

Definicija 4.2.2 (Monoid). Monoid je triplet (M, e,�) gde je M skup, e ∈ M je
jedini�ni element i � ∶ M ×M → M je funkcija takva da vaûe sledeÊi zakoni za
m, n, p ∈M :

• (M1) m � e =m

• (M1’) e �m =m

• (M2) (m � n) � p =m � (n � p)
Definicija 4.2.3. Neka je M = (M, e,�) i M′ = (M ′, e′,�′). Homeomorfizam je
f ∶M →M′ je funkcija f ∶M →M ′ koja zadovoljava sledeÊe uslove:

• f(e) = e′;
• f(m1 �m2) = f(m1) � f(m2), za svako m1, m2 ∈M
Monoid moûe biti predstavljen kao kategorija Mon sa samo jednim objektom.

Elementi skupa M su strelice iz objekta ka samom sebi, identi�ki element e je pred-
stavljen sa identi�kom strelicom. Operacija � je predstavljena kompozicijom strelica.
Obeleûimo objekat sa m. Svake dve strelice f i g iz Mon idu iz m u m, tako da se
uvek moûe se naÊi njihova kompozicija g ○ f , öto je strelica koja tako�e predstavlja
neki element u skupu M . Iz zakona identiteta i asocijativnosti dobijamo uslove bi-
narnu operaciju �. Obrnutno, svaka kategorija sa samo jednim objektom je monoid.
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4.3 Funktori
Prvo Êemo funktore prikazati neformalnim opisom, a zatim Êemo dati definiju.

Kategorija je apstraktan mehanizam pomoÊu kog se mogu formulisati razli�iti
matemati�ki koncepti. Kategorija je tako�e matemati�ki koncept pa je moguÊe kon-
struisati kategoriju kategorija. U ovoj kategoriji objekti su kategorije, a strelice su
specijalni morfizmi izme�u kategorija koji se nazivaju funktori.

Za dve kategorije C i D neka F ∶ C → D bude funktor. Funktor F preslikava
svaki objekat a ∈ Obj(C) u objekat F a ∈ Obj(D). Me�utim, kategorija pored
objekata sadrûi i morfizme, pa je za preslikavanje kategorija pored objekata potrebno
preslikati i morfizme. Morfizmi se ne mogu preslikavati proizvoljno - povezanosti
izme�u objekata moraju biti o�uvane. Odnosno, ako je f morfizam koji povezuje
objekte a i b tj. f ∶ a → b onda njegova slika je morfizam F f koji povezuje slike tih
objekata tj. F f ∶ F a→ F b dijagram 4.1.

a Fa

b Fb

f F f

Slika 4.1: Funktor

Funktor je morfizam koji odrûava strukturu kategorija. Struktura se oslikava
u povezanosti objekata. Struktura podrazumeva i kompoziciju morfizama. Ako je
h = g ○f onda treba da vaûi F h = F g ○ F f . Odnosno, funktor treba da bude takav
morfizam koji odrûava kompoziciju. I na kraju funktor preslikava identi�ke morfizme
jedne kategorije u identi�ke morfizme druge kategorije, F ida = idF a.

Definicija 4.3.1 (Funktor). Neka su C i D kategorije. Funktor F iz C u D, koji
se obeleûava sa F ∶ C →D treba da sadrûi:

• A. funkciju Obj(F ) ∶ Obj(C)→ Obj(D), koja se moûe ozna�iti sa F ∶ Ob(C)→
Ob(D);

• B. za svaki par objekata a, b ∈ Ob(C) funkciju HomF (a, b) ∶ HomC(a, b) →
HomD(F a, F b), ili jednostavnije F ∶HomC(a, b)→HomD(F a, F b).

Tako da vaûe fanktorski zakoni:

• 1. (o�uvanje identiteta) za svaki objekat a ∈ Obj(C) vaûi F ida = idF a;

• 2. (o�uvanje kompozicije) za sve objekte a, b, c ∈ Obj(C) i morfizme g ∶ a → b i
h ∶ b→ d vaûi F (h ○ g) = F h ○ F g.
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U nastavku je dato nekoliko primera fanktora. Prvi primer je viöe teorijski, a
druga dva primera ilustruju vezu teorije i implementacije u Haskellu.

Primer 5 (Monoid u skup). Posmatramo preslikavanje kategorije Monoid u kat-
egoriju Skup. Samo na osnovu definicije monoida moûemo pronaÊi funktor U ∶
Monoid→ Skup. Ako jeM = (M, e,�)monoid onda je M skup i ako je f ∶M →M′
homomorfizam, onda je f ∶ M → M ′ funkcija nad skupom. Preslikavanje objekata
fanktora U je U(M) =M , a morfizama U(f) = f . Nije teöko pokazati da za ovako
definisan funktor vaûe uslovi (1) i (2).

Primer 6. Neka je Skup kategorija. Ako je s skup moûemo definisati Lista s kao
skup svih kona�nih listi elemenata iz s. Na ovaj na�in smo veÊ definisali funkciju
nad objektima (A.). Ukoliko ûelimo da Lista bude funktor, potrebno je joö definisati
preslikavanje morfizama tako da vaûe uslovi 1. i 2. To je funkcija koja morfizam
f ∶ s→ s′ preslikava u morfizam Lista f ∶ Lista s→ List s′. Odnosno funkcija treba
samo treba da mapira morfizam f na elemente liste l = [e1, e2, ..., en]:

Lista f l =map f l = [f e1, f e2, ..., f en]
Sad Êemo proveriti da li su za ovako definisanu funkciju nad morfizmima ispunjeni
uslovi (1) i (2). äto se ti�e uslova (1), ako je ids neki identi�ki morfizam tako da
ids ∶ s→ s i koji je identitet nad elementima, odatle sledi da je

Lista ids l = [ids e1, ..., ids en] = [e1, ..., en] = idLista s l

Me�utim, identi�ki morfizam u kategoriji Skup moûe biti bilo koja permutacija
osim identiteta nad elementima. Obeleûimo tu permutaciju sa prms. Nakon preslika-
vanja nad elementima svih kona�nih listi skupa Lista s dobiÊemo permutaciju nad
ovim skupom tj. prmLista s öto je identitet u ovoj kategoriji. Time smo pokazali
(1). äto se ti�e (2), neka je f ∶ s → s′ i g ∶ s′ → s′′ treba pokazati da vaûi
Lista (g ○ f) = Lista g ○ Lista f :

(Lista g ○ Lista f) l = [g (f e1), ..., g (f en)] = [(g○f) e1, ..., (g○f) en] = Lista (g○f) l

Na ovom primeru moûemo videti analogiju sa Haskell-om. Umesto kategorije u
kojoj su objekti skupovi, moûemo posmatrati kategoriju u kojoj su objekti tipovi.
Lista s bi u ovom sluÊaju bio funktor List a odnosno tipski konstruktor u Haskell-
u. Tako�e, fanktori koji preslikavaju kategoriju u samu sebe, kao öto je to slu�aj u
primeru gore, odnosno F ∶ C → C se nazivaju endofunktori. Svi fanktori u Haskell-u
su endofunktori poöto posmatramo samo kategoriju tipova.

Da bismo dalje istraûili funktore u Haskell-u daÊemo joö jedan primer u Haskell-
ovoj sintaksi.
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Primer 7. Maybe je unarni tipski konstruktor u Haskell-u. Moûe se posmatrati
kao dekoracija za odre�en tip koji je ozna�en tipskom promenljivom a. Konkretno,
Maybe se koristi kao dekoracija za rezultat parcijalnih. Ukoliko za neki original
funkcija ima sliku tipa x ∶ · onda Êe rezultat biti Just x, a ukoliko nema onda Êe
rezultat biti Nothing. Data je deklaracija:

data Maybe a = Nothing | Just a

Maybe je tipski konstruktor tj. funkcija koja preslikava tipove u tipove, odnosno
tek za dati konkretni tip · , Maybe · predstavlja tip. Moûemo posmatrati sada
kategoriju gde su objekti tipovi T , i Maybe kao funkciju koja preslikava objekte
Maybe ∶ Obj(T )→ Obj(T ). Da li Maybe moûe biti definisan kao fanktor?

Potrebno je prvo definisati fukciju nad morfizmima tj. Maybe ∶ HomT (b) →
HomT (c) za sve b, c ∈ Obj(T ). Ako je f ∶ b → c gde su b, c ∈ Obj(T ) funkciju koja f
preslikava u Maybe f obeleûiÊemo sa f ′ ∶Maybe b→Maybe c. Data je funkcija:

fmap : : (b −> c ) −> (Maybe b −> Maybe c )

fmap _ Nothing = Nothing

fmap f ( Just x ) = Just ( f x )

Ukoliko Maybe b ozna�ava term tipa b onda Êe se funkcija primeniti ”ispod “
dekoracije. A ukoliko ozna�ava Nothing onda Êe se samo vratiti Nothing. Kao i u
prethodnom primeru pokazaÊemo da za ovako definisanu funkciju nad morfizmima
vaûe funktorski uslovi. Da bismo ovo pokazali koristiÊemo tehniku rezonovanja prema
jednakosti - poöto su u Haskellu funkcije definisane kao jednakost, leva i desna strana
se mogu zameniti u bilo kom kontekstu, uz moguÊe preimenovanje promenljivih da
bi se izbegli konflikti. (1) uslov:

fmap id ( Just x ) = { d e f i n i c i j a fmap} Just ( id x )

= { d e f i n i c i j a id} Just x = { d e f i n i c i j a id} id ( Just x )

äto se ti�e prvog uslova, id je polimorfna funkcija pa se u prvom pojavljivanju
moûe posmatrati kao morfizam idb, a u drugom kao idMaybe c.

Za drugi uslov razmotriÊemo dva slu�aja - Nothing i Just x:
fmap ( g . f ) Nothing =

= { d e f i n i c i j a fmap} Nothing

= fmap g Nothing

= fmap g ( fmap f Nothing )

= ( fmap g . fmap f ) Nothing

fmap ( g . f ) ( Just x )

= Just ( ( g . f ) x )

= Just ( g ( f x ) )

= fmap g ( Just ( f x ) )

= fmap g ( fmap f ( Just x ) )

= ( fmap g . fmap f ) ( Just x )
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4.4 Prirodne transformacije
Funktori su preslikavanja izme�u kategorija koja odrûavaju strukturu. Oni opisuju
na�in na koji je jedna kategorija ugra�ena u drugu. Drugim re�ima, kako da se
prepozna jedna kategorija u okviru druge. Me�utim, niöta ne spre�ava da postoji
viöe razli�itih funktora izme�u dve kategorije. Ako posmatramo dve kategorije C
i D, na primer, jedan funktor moûe da preslikava svaki objekat iz C u zaseban
objekat u D, dok drugi moûe da preslikava sve objekte C u iöti objekat iz D. Pitanje
je kako moûemo porediti razli�ite funktore. Odgovor na ovo pitanje su prirodne
transformacije.

Prirodne transformacije su preslikavanja funktora sa odre�enim osobinama. Kao
öto su funktori preslikavanja kategorija koja odrûavaju njihovu strukturu, tako su
prirodne transformacije preslikavanja funktora koja odrûavaju funktorijalnu struk-
turu.

F a

a G a

F b

b G b

–a

F f

f Gf

–b

Definicija 4.4.1. Neka su C i D kategorije, a F i G funktori iz C u D. Prirodna
transformacija – je funkcija koja svaki objekat a iz C preslikava u strelicu iz D
–a ∶ F a → G a. Neka su a, b ∈ C i f ∈ Homc(a, b) morfizam, funktori F i G
preslikavaju objekte i morfizme kao na dijagramu. Zakon komutativnosti treba da
vaûi za prirodnu transformaciju:

G f ○ –a = –b ○ F f

Primer 8. Posmatramo kategoriju u kojoj su objekti tipovi T. Neka je funktor G
List ○ List, a funktor F List. Prirodna transformacija izme�u ova dva funktora je
konkatenacija liste koja u Haskell-u ima potpis:

concat : : f o r a l l a . [ [ a ] ] −> [ a ]

Ovo je polimorfna funkcija koja predstavlja primer tzv. parametarskog polimor-
fizma. Zbog polimorfizma vaûe “besplatne” teoreme o ponaöanju polimorfnih funkcija.
Konkretno, ako je f ∶ a− > b neka funkcija u Haskell-u, znamo da ukoliko je l ∶ [[a]]
vazi:

fmap f ( concat l ) = concat ( fmap f l )
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Ovo vaûi poöto je concat parameterska funkcija i ne moûe da modifikuje sam ob-
jekat, moûe samo da manipuliöe njima. Na primer, kao posledica ove teoreme znamo
da funkcija koja ima ima polimorfan tip ∀–.– → – moûe biti samo funkcija identiteta.
Funkcija sa istim tipom ne mora biti konkatenacija (moûe npr. i da briöe elemente)
ali Êe i dalje vaûiti data jednakost. Na ovaj na�in zakon prirodnih transformacija se
dobija automatski u Haskell-u uz pomoÊ parametarskog polimorfizma.

4.5 Monade
U funkcionalnom jeziku kao öto je Haskell sve funkcije su “�iste”. Me�utim, u praksi
Êesto se javljaju problemi koji se ne mogu izraziti ovakvim funkcijama kao öto su:

• parcijalnost

• nedeterminizam: funkcije koje mogu dati razli�ite rezultate

• propratni efekti: ra�unanja koja modifikuju odre�ena stanja

• izuzeci (eng. exceptions): parcijalne funkcije

• kontinuacije: moguÊnost da se sa�uva stanje programa i da se kasnije obnovi
po potrebi

• interaktivni ulaz/izlaz

Monade predstavljaju okvir za reöenje svih nabrojanih problema. Ako ûelimo da
modelujemo propratni efekat u �istu funkciju f ∶ a → b on se moûe modelovati u
rezultatu tako da umesto b vraÊa “dekorisano” M b, f ∶ a → M b. Pitanje je kako
definisati kompoziciju ovako “dekorisanih” funkcija. Neformalno govoreÊi, monade
predstavljaju na�in kompozicije.

Prvo je dato neformalno objaönjenje i na�in definisanja monada u Haskell-u. Zatim
je u nastavku dat formalan prikaz monada i Kliesli kategorije koja je teorijska osnova.

Kao öto je veÊ re�eno, svi nabrojani efekti se mogu modelovati uz pomoÊ nekog
tipskog konstruktora koji Êemo obeleûiti sa M . M predstavlja kontekst ili dekoraciju
rezultata funkcije. Na primer, za parcijalne funkcije M je tipski konstruktor Maybe;
f ∶ a→Maybe b je parcijalna funkcija. Drugi primer efekata je modifikovanje stanja
programa. Ovaj efekat se moûe modelovati tako öto Êemo za M uzeti tzv. S binarni
tipski konstruktor gde je prvi argument tip stanja, a drugi tip rezultata. Tako da
funkcija koja modifikuje stanje ima tip f ∶ a→ S s b.

Neka je f ∶ a →M b i g ∶ b →M c. Za ove dve funkcije bez dekoracije rezultata
moûemo pronaÊi kompoziciju. Pitanje je öta je kompozicija za funkcije sa dekorisanim
rezultatima. Ovakva kompozicija ne moûe definisati uniformno za sve M , veÊ da
zavisi od tipskog konstruktora odnosno konteksta.
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U Haskell-u na sledeÊi na�in moûemo da definiöemo tipski konstruktor m koji je
instanca monade:

class Monad m where

(>=>) : : ( a −> m b) −> (b −> m c ) −> ( a −> m c )

return : : a −> m a

Slika 4.2: Deklaracija monade u Haskell-u

Ovo nije jedini na�in definicije monade u Haskell okruûenja. Me�utim, ova deklaracija
je verovatno najbolja za ilustraciju i intuiciju. Struktura monade koja se naj�eöÊe
koristi biÊe data u nastavku. U datoj deklaraciji, (>=>) se naziva Kliesli strelica.
To je zapravo operator kompozicije za monade, kao öto je (○) operator kompozi-
cije za �iste funkcije. return je analogan identi�koj funkciji id, drugim re�ima to
je neutralan element za kompoziciju. VideÊemo da ova deklaracija zapravo pred-
stavlja Kliesli kategoriju u kojoj su return identi�ki morfizmi, a (>=>) kompozicija
morfizama. Na slici 4.2 data je samo deklaracija, da bi date funkcije zapravo bile
kompozicija i identi�ki morfizam potrebno je da vaûe asocijativnost i levi i desni
neutralni element:

( f >=> g ) >=> h = f >= ( g >=> h)

return >=> f = f

f >=> return = f

Sad Êemo definisati (>=>) funkciju. Ova funkcija za argumente f i g treba da da
funkciju njihove kompozicije.

(>=>) : : ( a −> m b) −> (b −> m c ) −> ( a −> m c )

f >=> g = \a −> let mb = f a

in . . .

Za dato a treba da proizvedemo rezultat tipa m c koristeÊi f ∶ a → m b i g ∶
b → m c. Moûemo primeniti funkciju f na argument a i dobiti me�uvrednost mb ∶
m b. Me�utim, sada ne moûemo primeniti g na mb. Potrebna nam je funkcija tipa
bind ∶ m b → (b → m c) → m c poöto na raspolaganju imamo g ∶ b → m c i mb ∶ m b,
a potrebno je rezultat tipa m c. To nam govori da je za definisanje kompozicije
dovoljno definisati samo bind funkciju, poöto (>=>) ima iöti oblik za sve m:

(>=>) : : ( a −> m b) −> (b −> m c ) −> ( a −> m c )

f >=> g = \a −> let mb = f a

in bind mb g

Ovo je i naj�eöÊi na�in definisanja monada u Haskell-u (gde je bind (>>=))
c l a s s Monad m where

(>>=) : : m a −> ( a −> m b) −> m b

return : : a −> m a
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Me�utim, moûemo iskoristiti to öto je m funktor i dalje pojednostaviti definiciju
monade. Uz pomoÊ odgovarajuÊe fmap moûemo primeniti funkciju a → m b na
m a. Rezultat je sada m (m b). Sad je potreban na�in da se od m (m b) dobije
m b. Intuitivno govoreÊi, potrebno je poravnati dva ugneû�ena konteksta m. Ova
funkcija u Haskell-u se naziva join:

c l a s s Monad m where

j o i n : : m (m a ) −> m a

return : : a −> m a

Ova definicija monade u Haskell-u je najslicnija teorijskim rezultatima koji su
dati u nastavku.
Definicija 4.5.1 (◇). Neka su B,C,D i E kategorije, a G1, G2 ∶ C → D funktori,
i neka je – ∶ G1 → G2 prirodna transformacija. Pretpostavimo da je F ∶ B → C
(respektivno H ∶ D → E) funktor. Operacija ◇ je “pre” – ◇ F ∶ G1 ○ F → G2 ○ F (ili
respektivno “post” H ◇ – ∶ H ○G1 → H ○G2) i definiöe se na sledeÊi na�in. Za svaki
objekat b ∈ Ob(B) komponenta (– ◇ F )b ∶ (G1 ○ F ) b → (G2 ○ F ) b je definisana kao
morfizam –F b.

Definicija 4.5.2 (Monada). Monada kategorije Skup se sastoji iz:
• A. funktor T ∶ Skup→ Skup

• B. prirodna transformacija ÷ ∶ idSkup → T

• C. prirodna transformacija µ ∶ T ○ T → T

Tako da su sledeÊi dijagrami komutativni:

T ○ idSkup T ○ T

T

idT ◇÷

= µ

idSkup ○ T T ○ T

T

÷didT

= µ

T ○ T ○ T T ○ T

T ○ T T

µ◇idT

idT ◇µ µ

µ

Definicija 4.5.3 (Kleisli kategorija). Neka je M = (M, ÷, µ) monada kategorije
Skup. Na osnovu ovog tripleta Kliesli kategorija, ozna�ena sa Kls(M), se moûe
definisati na sledeÊi nacin:

Ob(Kls(M)) ∶= Ob(Skup)
HomKls(T )(a, b) ∶=HomSkup(a, T b)
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za objekte a, b ∈ Skup. Identi�ki morfizam ida ∶ a→ a u Kls(M) dat je sa ÷ ∶ a→
T a. Da bismo definisali kategoriju Kls(M) potrebno je joö definisati kompoziciju.
Ako su f ∶ a → b i g ∶ b → c morfizmi u Kls(M) kako moûemo naÊi kompoziciju
g ○ f? Moûemo naÊi odgovarajuÊu kompoziciju u kategoriji Skup. U ovoj kategoriji
f je f ∶ a → T b i g ∶ b → T c. Primenimo funktor M da dobijemo M g ∶ M b →
M M c. Da bismo dobili morfizam a → M c potrebno je joö da komponujemo sa
µc ∶M M c →M c. Imamo µc ○ g ○ f ∶ a →M c. Zna�i, kompozicija g ○ f ∶ a → c u
kategorji Kls(M) data je kompozicijom µc ○ g ○ f ∶ a→M c u kategoriji Skup.
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Glava 5

Implementacija u Haskell-u

U ovom delu biÊe dat pregled implementacije reöenja u Haskell-u. Reöenje prati
teorijske osnove koje su date u prvom poglavlju. Implementira datu sintaksu re-
strikcija koja omoguÊava razdvajanje faze generisanja i reöavanja. Tako�e, kao öto
je prikazano u prvom poglavlju, sintaksa je modelovana tako da omoguÊava i opti-
mizaciju. Implementacija je inspirisana i neki delovi su preuzeti iz [15] i [16].

Sintaksa U osnovi se nalazi podskup ML programskog jezika. Odnosno, proöirenje
�istog ⁄-ra�una. Pored promenljive, aplikacije i apstrakcije, izrazi obuhvataju kon-
stante, let izraz, operator za fiksnu taÊku fix, if konstrukciju i binarni operater
op.

Data je sintaksa izraza u BN formi:

t ∶∶= x � c � bool � ⁄x.t � t t � let x = t in t � fix t � if t t t � op binop t t

c ∶∶= 0 � 1 � 2 �...
bool ∶∶= true � false

binop ∶∶= add � sub � mul � eql

U nastavku je data odgovarajuÊa sintaksa u Haskell-u. Definisana je kao novi tip
Expr koristeÊi algebarske tipove Haskell-a.

type Name = String

data Expr

= Var Name

| App Expr Expr

| Lam Name Expr

| Let Name Expr Expr

| L i t L i t

| Fix Expr

| I f Expr Expr Expr

| Op Binop Expr Expr

deriving (Show, Eq, Ord)
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data Li t

= LInt Integer

| LBool Bool

deriving (Show, Eq, Ord)

data Binop = Add | Sub | Mul | Eql

deriving (Show, Eq, Ord)

Data je implementacija ML tipova - monotipova:
data Type

= TVar TVar

| TCon String

| TArr Type Type

deriving (Eq, Ord)

I tipskih shema:
data Scheme = F o r a l l [ TVar ] Type

deriving (Show, Eq, Ord)

Potrebni su nam i tipovi konstanti koji predstavljaju konkretne tipove u Her-
brandovom univerzumu (tipske konstruktore 0-arnosti):

typeInt , typeBool : : Type

typeInt = TCon " Int "

typeBool = TCon " Bool "

Sintaksa restrikcija Sintaksa restrikcija blisko prati sintaksu koja je data u pr-
vom delu uz minimalne modifikacije koje su prakti�ne prirode. CScheme i Constr su
uzajamno definisani. CScheme je tip sa jednim tipskim konstruktorom CForall koji
predstavlja restriktovano tipsku shemu i kao jedan od argumenata ima listu restrik-
cija.

data CScheme = CForal l [ TVar ] [ Constr ] Type

deriving (Eq, Ord)

Sintaksa restrikcija Constr prati BN sintaksu datu u prvom poglavlju sa razlikom
da ne postoje konstruktori za konjunkciju i egzistenciju restrikcija. U implementaciji
konjukcija restrikcija je predstavljena listom. Uloga ∃ kvantifikatora u originalnoj
postavci je ograni�avanje dometa promenljive i izbegavanje problema sa konfliktom
imena. Me�utim, u implementaciji koristimo druga�ije reöenje - generisanje uvek
sveûih imena promenljivih, tako da se na ovaj na�in izbegava problem sa konflik-
tom i eksplicitno koriöÊenje ∃ kvantifikatora nije neophodno. Iz istog razloga nije
neophodno koriöÊenje ni ∀ kvantifikatora, me�utim radi preglednosti sintaksa re-
strikcija i sheme ipak sadrûi ovaj kvantifikator. Data je deklaracije restrikcija:

data Constr

= CEq Type Type

| CInstN Name Type

| CInst CScheme Type

| CDef Name CScheme [ Constr ]
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| CLet Name CScheme [ Constr ]

deriving (Eq, Ord)

äto se ti�e modelovanja novih tipova u Haskell-u u ovom delu potreban je joö
pojam tipske supstitucije. Znamo da je reöenje skupa restrikcija tispka supstitucija.
Supstituciju je preslikavanje tipskih promenljivih na tipove i moûemo je modelovati
koristeÊi Haskell mapu iz standardne biblioteke:
newtype Subst = Subst (Map.Map TVar Type )

deriving (Eq,Ord ,Show, Monoid )

Do sada smo deklarisali sintaksu tipova i restrikcija za podskup ML jezika.
Potrebne su i odre�ene operacija kao öto je supstitucije nad tipovima, ali i nad
restrikcijama. Uniforman tretman jedne operacije nad viöe razli�itih tipa, kao öto
je ovaj slu�aj, moûemo postiÊi tzv. ad-hok polimorfizmom koji je u Haskell-u im-
plementiran pomoÊu tipskih klasa. DeklarisaÊemo novu klasu Substitutable sa dve
polimorfne funkcije apply za primenjivanje supstitucije i ftv koja vraÊa skup slobod-
nih promenljivih:

class Subs t i t u t a b l e a where

apply : : Subst −> a −> a

f t v : : a −> Set . Set TVar

Sad Êemo definisati instance ove klase, kao öto je re�eno, to su tipovi (sa tipksim
shemama) i restrikcije (sa restriktovanim tispkih shemama). Ovde Êemo dati imple-
mentaciju samo za instancu tipova, a celokupna implementacija za ostale instance
se nalazi u dodatku.

instance Subs t i t u t a b l e Type where

apply _ (TCon a ) = TCon a

apply ( Subst s ) t@(TVar a ) = Map. f indWithDefault t a s

apply s ( t1 �TArr� t2 ) = apply s t1 �TArr� apply s t2

f t v TCon{} = Set . empty

f t v (TVar a ) = Set . s i n g l e t o n a

f t v ( t1 �TArr� t2 ) = f t v t1 �Set . union� f t v t2

äto se ti�e apply funkcije, rekurzivno se pretraûuje stablo tipa - samo u slu�aju kad
je �vor stabla neka tipska promenljiva TVar a i kad promenljiva sa imenom postoji u
mapi zameniÊemo promenljivu za odgovarajuÊi tip.

5.1 Generisanje restrikcija
U ovom delu prikazan je algoritam za generisanje restrikcija.

Kao öto smo rekli, implementacija koristi generisanje uvek novih imena promenljivih
da bi se izbegli konflikti sa imenima. Da bismo ovo postigli, definisacemo beskona�nu
razli�itih listu string-ova, koristeÊi Haskell-ovo lenjo izvröavanje:
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l e t t e r s : : [ String ]

l e t t e r s = [ 1 . . ] >>= f l i p rep l i cateM [ � a � . . � z � ]

Za definisanje letters koristi se lista kao monada, odnosno koristi se odgovarajuÊi
bind operater. Za sluÊaj liste, join funcija je konkatenacija. Ukratko, funkcija koja je
drugi argument operatora (>>=) konzumira elemente liste koja je prvi argument i za
svaki mora da proizvodi listu kao rezultat. Rezultat (>>=) je konkatencija rezultata.
Pogledajmo konkretni sluÊaj, prvi argument je beskona�na lista [1..]. Drugi argument
je funkcija koja koristi funkciju:

rep l i cateM : : Monad m => Int −> m a −> m [ a ]

koja proizvodi listu replikovanih argumenata a. flip je pomoÊna funkcija koja obrÊe
redosled argumenata. Zna�i, beskona�na lista se konstruiöe tako öto za svaki n ∶∶ Int
iz beskona�ne liste replicateM replikuje svaki karakter iz liste [′a′..′z′] n-puta gradeÊi
listu liste karaktera tj. string-va i na kraju bind operater vraÊa konkateniranu listu.
U nastavku Êemo videti kako se ova lista koristi prilikom generisanja restrikcija.

Infer Algoritam za ulaz koji je izraz tipa Expr, odnosno program u podskupu
ML-a koji smo definisali, treba da proizvede skup tipskih restrikcija i tip. Prin-
cipijelni tip za izraz se dobija kad na dobijeni tip primenimo susptituciju koja je
reöenje restrikcija. Pored toga, potrebni su i propratni efekti: stanje i mehanizam
za upravljanje greökama. Stanje se koristi kao evidencija poslednjeg uzetog imena iz
beskona�ne liste imena. Da bismo ovo modelovali, definisaÊemo monadu Infer:

type I n f e r a = StateT I n f e r S t a t e ( Except TypeError ) a

gde je:
data I n f e r S t a t e = I n f e r S t a t e { count : : Int }

Stanje je predstavljeno Int tipom podatka koji je samo upakovan u count funkciju
koja ima tip count ∶ InferState→ Int.

Ova definicija koristi transformer monadu StateT. Transfomeri monada omoguÊavaju
ugnjeû�avanje monada. State je monada koja ima dva parametra: tip stanja i tip
rezultata. Transfomer verzija State monade omoguÊava da tip rezultata tako�e bude
monada. U ovom slu�aju to je Except e a. Na ovaj na�in je tip a dekorisan sa dve
monade.

State monada Kako je definisana State monada u Haskell-u? Kao öto je re�eno,
cilj State monada je modelovanja stanja programa. Funkcije mogu da pristupaju i
da menjaju stanje. Neka je f npr. neka funkcija u imperativnom jeziku koja pored
"�istog" dela koji Êemo obeleûiti sa f ′ ∶ a → b tako�e pristupa i menja neke globalne
promenljive tj. stanje. Da bismo ovo obuhvatili u funkcionalnom jeziku, stanje
moûemo predstaviti tipom s i modelovati funkciju kao f ∶ (a, s) → (b, s). Me�utim,
ako ûelimo da ovaj efekat modelujemo kao monadu, data funkcija ne uklapa sa
definicijom Kliesli kategorije poöto su dekorisani i argument i rezultat funkcije. Za
monadu je izme�u ostalog potrebna Haskell funkcija tj. prirodna transformacija
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oblika f ∶ a → m b. Datu funkciju moûemo jednostavno transformisati koristeÊi
currying u ovaj oblik, g ∶ a→ (s→ (b, s)). Funkcija sa ovakvim potpisom intuitivno
govori öta zapravo g radi. Za argument a funkcija proizvodi funkciju s→ (b, s).

Sada vidimo kakva dekoracija je potrebna za modelovanje stanja i pomoÊu nje se
definiöe tip State.

newtype State s a = State ( s −> (a , s ) )

gde je s tip stanja, a a tip rezultata. U Haskell-u je zapravo tip State dat na
malo druga�iji nacin:

newtype State s a = State { runState : : s −> (a , s )}

Ovde je funkcija stanja samo upakovana sa runState-om koji predstavlja na�in
da se pristupi ovoj funkciji tj.:

runState : : State s a −> ( s −> (a , s ) )

Da se ne bi morao koristiti pattern matching da bi se pristupilo funkciji ispod
tipskog konstruktora. U nastavku je data implementacija return i (>>=) operatora.

instance Monad ( State s ) where

return x = State $ \ s −> (x , s )

( State g ) >>= f = State $ \ s −> l et ( a , s � ) = g s

( State h) = f a

in h s �

return za dato x vraÊa funkciju koja ne menja stanje s veÊ ga samo prosle�uje.
Kompozicija koja je data u vidu bind (>>=) operatora, slaûe efekte nad stanjem
s. State g predstavlja rezultat tipa a i modifikaciju na stanjem s. Funkcija f je
funkcija f ∶ a → (s → (b, s)) - za argument a vraÊa b uz modifikaciju stanja. (>>=)
slaûe modifikacije koje nad stanjem pravi g i rezultat f -a tako öto stanje dobijeno
nakon proizvodnje a argumenta öalje kao ulazno stanje za proizvodnju b argumenta.

Glavna funkcija za generisanje restrikcija obeleûena je sa infer. Kao öto veÊ
napomenuto, ova funkcija za ulazni tip ima Expr, a izlaz treba bude tip i skup restrik-
cija koji u okviru sintakse koju smo razvili moûemo predstaviti sa (Type, [Constr]).
Me�utim, da bi funkcija podrûavala navedene propratne efekte dekorisacemo izlaz sa
Infer monadom. Na osnovu ovoga, funkcija je tipa infer ∶ Expr → Infer (Type, [Constr])

Jedina pomoÊna funkcija koja je preostala da se definiöe za glavnu funkciju algo-
ritma je funkcija koja generiöe nove tipske promenljive. Da bi ova funkcija mogla da
se koristi jednostavno u do notaciji infer funkcije definisana je kao Infer monada
takodje:

f r e s h : : I n f e r Type

f r e s h = do

s <− get

put s { count = count s + 1}

return $ TVar $ TV ( ( l e t t e r s ! ! count s ) ++ " � " )
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Ova funkcije je i jedino mesto gde se pristupa stanju iz Infer monade i razlog
zaöto je uopöte potrebno stanje za implementaciju algoritma. Re�eno je da stanje
sluûi kao evidencija prilikom generisanja novih imena i da je tipa Int, poöto se nova
imena nalaze u beskona�noj listi, stanje predstavlja indeks koji se uveceva nakon
jednog ”uzimanje” imena iz liste. fresh prvo preuzima trenutno stanje, upisuje
stanje poveÊano za jedan i vraÊa tipsku promenljivu sa imenom iz liste sa indeksom
count s.

Infer funkcija Sada je definisano sve öto je potrebno za implementaciju infer
funkcije za generisanje restrikcija. infer je rekurzivna funkcija koja prebrisava stablo
Expr i na svakom �voru uvodi nove tipske promenljive i restrikcije. Funkcija koristi
pattern matching po Expr. Implementacija prati translaciju izraza u restrikcije uz
odre�ene razlike. Naime, razlika poti�e od toga öto je translacija, kako je definisana,
binarna operacija odnosno preslikavanje para (a, ·), gde je a izraz i · tip, u restrikciju
c. Dok je infer preslikavanje izraza a u par (·, [Constr]). To Êe rezultovati u tome
da samo neke restrikcije iz restrikcija u translaciji budu ugra�ena u tip u slu�aju
infer funkcije. Razlika se vidi u slu�ajevima za App i Lam.

i n f e r : : Expr −> I n f e r (Type , [ Constr ] )

i n f e r expr = case expr of

. . .

U nastavku Êe biti prikaûi svi slu�ajevi u pattern matching-u:

Konstante Prvi slu�ajevi su za konstante koje smo definisali. Za ove slu�ajeve
vraÊaju se predefinisani tipovi i prazna lista restrikcija.

Li t ( LInt _) −> return $ ( typeInt , [ ] )

L i t ( LBool _) −> return $ ( typeBool , [ ] )

Slu�aj za promenljivu je zapravo isti kao translacija 2.5.
Var x −> do

tv <− f r e s h

return ( tv , [ CInstN x tv ] )

Generiöe se nova tipska promenljiva i uvodi se restrikcija x ≤ tv. Kao öto je navedeno
u prvom delu ovde se koristi relacija instance umesto jednakost, zato öto ukoliko je
x uvedeno pomoÊu let konstrukcije, moûe da ozna�ava tipsku shemu.

Lam x e −> do

( t , c ) <− i n f e r e

tv <− f r e s h

return ( tv �TArr� t , [ CDef x ( CForal l [ ] [ ] tv ) c ] )

U translaciji se da to da tip izraza bude strelica tip dodaje kao restrikcija, dok je
ovde ta restrikcija dato u povratnom tipu. Ukratko, rekurzivno se poziva infer da
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bi se dobio tip i restrikcije (t, c) za podizraz e, generiöe se nova tipska promenljiva
za x, vraÊa se povratni tip strelica i restrikcija eksplicitne supstitucije x za tip tv u
restrikcijama c. Tako�e, joö jedna razlika jeste da se x u okviru CDef -a vezuje za
shemu tipa, umesto za monotip kako je dato u translaciji. Poznato da je monotip
podskup tipskih shema koje su podskup restriktovanih tipskih shema, ali ovde to
moramo eksplicitno navesti.

App e1 e2 −> do

tv <− f r e s h

( t1 , c1 ) <− i n f e r e1

( t2 , c2 ) <− i n f e r e2

return ( tv , c1 ++ c2 ++ [CEq t1 ( t2 �TArr� tv ) ] )

Iz App i Lam slu�aja vidi se razlika u odnosu na translaciju. Razlika je u smeru
propagiranja tipa, u translaciji se tip propagira od gore kad dole, dok se u imple-
mentaciji propagira od dole ka gore. Za App e1 e2 ukoliko je izraz pravilno tip-
iziran, znamo da e1 mora imati strelica tip. U translaciji se to osigurava tako öto se
to propagirati na sledeÊi na�in Je1 ∶ – → ·K. Dok se ovde poziva rekurzivno infer
na argumentu e1 i onda se nad dobijenim tipom postavlja restrikcija da mora biti
strelica tip, CEq t1 (t2 �TArr� tv). Tako�e, pravi se kolekcija svih ostalih restrikcija
koja su prikupljena.

Let x e1 e2 −> do

( t1 , c1 ) <− i n f e r e1

l et sc = genCScheme t1 c1

( t2 , c2 ) <− i n f e r e2

return ( t2 , [ CLet x sc c2 ] )

Slu�aj za deklaraciju let prati blisko translaciju. Ovaj slu�aj koristi pomoÊnu
funkciju genCScheme za generisanje tipske sheme sa restrikcijama.

Fix e1 −> do

( t1 , c1 ) <− i n f e r e1

tv <− f r e s h

return ( tv , c1 ++ [CEq ( tv �TArr� tv ) t1 ] )

Ovo je slu�aj za operator za fiksnu ta�ku. Znamo da podizraz e1 mora imati tip
strelica tip · → · za neko · i to se samo forsira u restrikcijama sa CEq (tv �TArr� tv) t1.

Za slu�aj binarnih operatora predefinisani su tipovi za operatare:
ops : : Binop −> Type

ops Add = typeInt �TArr� ( typeInt �TArr� typeInt )

ops Mul = typeInt �TArr� ( typeInt �TArr� typeInt )

ops Sub = typeInt �TArr� ( typeInt �TArr� typeInt )

ops Eql = typeInt �TArr� ( typeInt �TArr� typeBool )

Slu�aj za binarne operatore:
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Op op e1 e2 −> do

( t1 , c1 ) <− i n f e r e1

( t2 , c2 ) <− i n f e r e2

tv <− f r e s h

return ( tv , c1 ++ c2 ++ [CEq ( ops op ) ( t1 �TArr� ( t2 �TArr� tv ) ) ] )

Ovaj slu�aj koristi predefinisane tipove za operatore. U restrikcijama je restriktovano
da se u zavisnosti od binarne operacije tipovi argumenata slaûu, a povratni tip je
izlazni tip za binarnu operaciju.

I f cond t r f l −> do

( t1 , c1 ) <− i n f e r cond

( t2 , c2 ) <− i n f e r t r

( t3 , c3 ) <− i n f e r f l

return ( t2 , c1 ++ c2 ++ c3 ++ [CEq t1 typeBool , CEq t2 t3 ] )

U restrikcijama se forsira da cond izraz ima tip bool i da podizrazi u slu�aju true i
false imaju iöti tip, öto je tako�e i povratni tip.

Ovo zaklju�uje sve slu�ajeve izraza Expr za generisanje restrikcija. Kao öto je
i praksa za monade u Haskell-u, definisana je i pomoÊna funkcija za pokretanje
generisanja runInfer. Poöto je infer stek monada State i Except sve öto je potrebno
jeste proslediti inicijalno stanje:

run In f e r : : I n f e r (Type , [ Constr ] ) −> Either TypeError (Type , [ Constr ] )

run In f e r m = runExcept $ evalStateT m i n i t I n f e r

Inicijalno stanje initInfer je:
i n i t I n f e r : : I n f e r S t a t e

i n i t I n f e r = I n f e r S t a t e { count = 0}

5.2 Reöavanje restrikcija
U nastavku dat je pregled implementacije reöavanja restrikcija koja su generisana
pomoÊu funkcije date u prethodnom poglavlju. Ono öto je predstavljeno u teorijskom
prvom delu rada, u ovom poglavlju Êemo translirati u Haskell program.

5.2.1 Transformacija restrikcija
solver funkcija je unifikator prvog reda koji radi po pravilima unifikacije datih u slici
5.1. Sintaksa restrikcija data je sa:

data Constr

= CEq Type Type

| CInstN Name Type

| CInst CScheme Type

| CDef Name CScheme [ Constr ]

| CLet Name CScheme [ Constr ]

deriving (Eq, Ord)
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Unifikator prihvata samo restrikcije sa sintaksom CEq Type Type, koja ozna�ava
jednakost, odnosno listu ovakvih restrikcija. Kao öto je re�eno, konjunkcija je pred-
stavljana listom, a egzistencijalni kvanitifikator nije neophodan poöto je garantovano
da su sve imena promenljivih jedinstvena. Neophodna je translacija restrikcija Constr

tako da ovo bude zadovoljeno.
U teorijskom delu date su ekvivalencije koje omoguÊavaju ovavku translaciju.

KoristiÊemo pomenute ekvivalencije da definiöemo translaciju. Tako�e, re�eno je da
ovako definisane restrikcije sa formom eksplicitne supstitucije omoguÊavaju odre�enu
optimizaciju. Naime, pre supstitucije moguÊe je prvo pronaÊi reöenu formu za restrik-
cije iz tipske shemu, tako da se izbegne reöavanje istog skupa restrikcija viöe puta.
Naöa implementacija podrûava ovaj vid optimizacije i u nastavku je dat prikaz.

Translacija koju Êemo nazvati flatten se sastoji iz dva dela: supstitucije i prezapi-
sivanje za instance. Odnosno, sledeÊa pravila prezapisivanja:

def x ∶ ‡ inC �→ [x� ‡s]C
let x ∶ ‡ inC �→ [x� ‡s]C

(∀–̄[C].·) � · ′ �→ ∃–̄.(C ∧ · = · ′)
gde je ‡s reöena forma (sa praznim skupom restrikcija) za restriktovanu tipsku

shemu ‡. SluÊaj let je iöti kao def zato öto se reöavanjem restrikcija u ‡ implicitno
proverava da li postoje instance (sto je bio dodatni uslov za let).

Poöto Êe se koristiti unifikator prilikom translacije restrikcija, potrebno je i ovde
uklju�iti mehanizam za greöke. Pa Êemo definisati tip koji uklju�uje samo monadu
za greöke:

type Excpt a = ExceptT TypeError I d e n t i t y a

Reöavanje restriktovanih tipskih shema treba da se vröi na svakom nivou u re-
strikcijama. Transformaciju je izme�u ostalog potrebno izvröavati na listi restrikcija.
Iz ovog razloga potreban je na�in da se mapira funkcija koja moûe biti termin-
isana greökom f ∶ a → Excpt b na listu, ali tako da kona�ni rezultat bude lista [b]
ili greöka. Odnosno, ukoliko bi se primenila odgovarajuÊa fmap funkcija za listu
fmap ∶∶ (a → b)− > [a]− > [b], rezultat bi bio lista tipa [Excpt b]. äto se svakako
ne slaûe sa namenom monada za greöke - greöka treba da se vrati �im se prvi put
pojavi. Za ovu svrhu definisacemo sledeÊu funkciju:

mapExcpt : : ( a −> Excpt b) −> [ a ] −> Excpt [ b ]

mapExcpt f (hd : t l ) = do

rhd <− f hd

r t l <− mapExcpt f t l

return ( rhd : r t l )

mapExcpt f _ = return [ ]
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Transliranje restrikcija se sastoji iz dve funkcije: flattenConstrSupst i flattenConstrInst

sa tipom [Constr] −> Excpt [Constr]. Prva je supstitucija, a druga je prezapisivanje
instance. Ove funkcije mapiraju funkcije rewriteSupst i rewriteInst respektivno na liste
restrikcija.

rewriteSupst i solveFlatten su dve uzajamno rekurzivne funkcije. Funkcija solveFlatten

koristi za reöavanja liste restrikcija u restriktovanoj tipskoj shemi:
s o l v e F l a t t e n : : [ Constr ] −> Excpt Subst

s o l v e F l a t t e n cons = do

cons � <− fmap concat $ mapExcpt rewr i t eSups t cons

su <− let f c ons = f l a t t e n C o n s t r I n s t cons � in

evalStateT s o l v e r ( emptySubst , f c ons )

return su

Funkcija solveFlatten prvo primenjuje funkciju solveFlatten na restrikcije cons. Rezul-
tujuÊe restrikcije cons� su supstituisana forma restrikcija tj. ne sadrûe forme eksplic-
itne supstitucije def ili let. To zna�i da se sad moûe bezbedno izvröiti prezapisi-
vanje instanci pomoÊu funkcije flattenConstrInst. Nakon prezapisivanja dobija trans-
formisana forma restrikcija za koju se pomoÊu reöava�a moûe pronaÊi reöenje u obliku
supstitucije.

rewriteSupst funkcija je implementirana na sledeÊi nacin:
r ewr i t eSups t : : Constr −> Excpt [ Constr ]

r ewr i t eSups t ( CLet n cs cons ) = case cs of

CForal l as � [ ] t � −>
fmap (map ( supstName n cs ) )

( fmap concat $ mapExcpt rewr i t eSups t cons )

CForal l as � cons � t � −> do

su <− s o l v e F l a t t e n cons �

fmap (map $supstName n ( CForal l as � [ ] $apply su t � ) )

( fmap concat $ mapExcpt rewr i t eSups t cons )

r ewr i t eSups t (CDef n cs cons ) = ae cs of

CForal l as � [ ] t � −>
fmap (map ( supstName n cs ) )

( fmap concat $ mapExcpt rewr i t eSups t cons )

CForal l as � cons � t � −> throwError $ De f au l tFa i l

r ewr i t eSups t x = return [ x ]

Prvo primetimo da se nakon supstitucije za jednu restrikciju dobija lista restrik-
cija. Iz tog razloga se restrikcije koje nisu CLet ili CDef vraÊaju upakovana u listu.
Kao öto vidimo, ukoliko tipska shema sadrûi praznu listu restrikcija, susptitucija
moûe odmah da se izvröi. Za ovu svrhu se koristi:
supstName : : Name −> CScheme −> Constr −> Constr

zamena imena za tipsku shemu u restrikciji. Supstitucija se vröi tako öto se mapira
parcijalno primenjena funkcija supstName ncs na listu restrikcija [Constr]. Da bi
se forsirala dalja supstitucija, rewriteSupst se rekurzivno poziva tj. mapira na listu
restrikcija i supstitucija za tipsku shemu se vröi nad ovakvim restrikcijama. Ovde
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se koristi preslikavanje koje smo definisali u funkciji mapExcpt koje je opisano. U
slu�aju kada lista restrikcija u tipskoj shemi nije prazna, prvo se reöavaju restrikcije
primenjujuÊi funkciju solveFlatten. Implementacija je dalje sli�na kao za prvi slu�aj,
osim öto se ime suptituiöe sa reöenom formom koja se dobija primenjujuÊi dobi-
jenu supstituciju. (CForall as � [] $apply su t �) . Poöto je rezultat funkcije dekorisan kao
Excpt[Constr] moramo koristi fmap-e kako bi se funkcije primenile ispod dekoricacije
tj. na [Constr].

Pogledajmo joö implementaciju funkcije suspt:
supstName : : Name −> CScheme −> Constr −> Constr

supstName n cs cons t r = ae cons t r of

CEq t1 t2 −> CEq t1 t2

CInstN n1 t | n == n1 −> CInst cs t

| otherwise −> CInstN n1 t

CDef n1 cs1 cons | n == n1 −> cons t r

| otherwise −>
CDef n1 cs1 (map ( supstName n cs ) cons )

CLet n1 cs1 cons | n == n1 −> cons t r

| otherwise −>
CLet n1 cs1 (map ( supstName n cs ) cons )

_ −> cons t r

Ovde je treba napomenuti da se vodi ra�una o dometu imena. Npr. ako se u
CDef ukoliko se vezuje promenljiva istog imena, onda se neÊe vröiti dalja zamena.

Kada su definisane gradivne funkcije za transliranje restrikcije, sad moûemo defin-
isati funkciju koja Êe ih objediniti tako da za listu restrikcija dobije lista transliranih
restrikcija (uz moguÊu gresku):

f l a t t e n C o n s t r : : [ Constr ] −> Excpt [ Constr ]

f l a t t e n C o n s t r cons = do

f c ons <− f l a t t enCons t rSups t cons

return $ f l a t t e n C o n s t r I n s t f cons

Tako�e, moûemo definisati solver koji Êe raditi direktno sa restrikcijama koje daje
faza za generisanje.

runSolver � : : [ Constr ] −> Excpt Subst

runSolver � cons = do

f c ons <− f l a t t e n C o n s t r cons

su <− evalStateT s o l v e r ( emptySubst , f c ons )

return su

U ovom je sli�an onom runSolver sa tim öto pre reöavanja transliraju restrikcije
koristeÊi flattenConstr.

Za transliranje restrikcija se koristi unifikator tj. solver, kao öto smo videli. Pa
moûe delovati da dve faze viöe nisu nezavisne. Treba napomenuti da su faze gener-
isanja i reöavanja su i dalje razdvojene, poöto umesto solver moûemo koristi bilo koju
drugu implementaciju sve dok je specifikacija ista.
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5.2.2 Unifikacija
Svakako najzna�ajniji deo reöavanja restrikcija je unifikacija. Generalna definicija
jeste da unifikacija je algoritam za reöavanje jedna�ina izme�u simboli�kih izraza. U
naöem sluÊaju izrazi su tipovi. Ukoliko su · i · ′ dva tipa, unifikator je supstitucija
◊ takva da vaûi:

◊ ∶= [–1 � ·1, –2 � ·2, ..., –k � ·k]
[◊]· = [◊]· ′

Data su pravila za unifikaciju za podskup ML jezika koji koristimo:

uni-const
c ∼ c ∶ [] uni-var

– ∼ – ∶ []
uni-VarLeft

– ∉ ftv(·)
– ∼ · ∶ [– � ·]

uni-varRight
– ∉ ftv(·)

· ∼ – ∶ [– � ·]
uni-con
·1 ∼ · ′1 ∶ ‡1 [‡1]·2 ∼ [‡1]·2 ∶ ‡2

·1 ·2 ∼ · ′1 · ′2 ∶ ‡2 ○ ‡1

uni-arrow
·1 ∼ · ′1 ∶ ‡1 [‡1]·2 ∼ [‡1]·2 ∶ ‡2

·1 → ·2 ∼ · ′1 → · ′2 ∶ ‡2 ○ ‡1

Slika 5.1: Pravila unifikacije

Kao öto vidimo, unifikacija je jednostavna. U osnovi, pretraûuje se po strukturi
dva tipa sve dok se ne do�e do forme – ∼ · koja direktno daje supstituciju [– � ·] kao
öto se vidi u pravilima uni-VarLeft i uni-VarRight. I tako�e prave se kompozicije
ovih supstitucija tokom pretrage po strukturi kao öto vidi u pravilima uni-Con i
uni-Arrow. Jedini problem za unifikaciju moûe biti za slu�aj – → · kad se –
pojavljuje slobodno u · . Za ovakav sluÊaj ne postoji unifikator poöto npr. – = – → —
susptitucija bi bila ◊ = [– � – → —]. Me�utim nakon supsitucije ◊– = ◊(– → —) uvek
Êe drugi tip biti veÊi. Jedino bi bilo moguÊe kad bi postojao tip beskona�ne duûine,
me�utim u jeziku koji koristimo ne postoje takvi tipovi. Da bi se ovo spre�ilo u
premisama pravila se nalaûi uslov – ∉ ftv(·).

U implementaciji za ovu svrhu koristi se funkcija occursCheck.
occursCheck : : Sub s t i t u t a b l e a => TVar −> a −> Bool

occursCheck a t = a �Set . member� f t v t

Poöto je definisana tipska klasa Substitutable implementacija ove funkcije je jed-
nostavna poöto koristi odgovarajuÊu ftv funkciju.

Podsetimo se supstitucija je definisana kao newtypeSubst = Subst (Map.Map
TVar Type).

Definisana je funkcija za kompoziciju supstitucija na sledeÊi nacin:
compose : : Subst −> Subst −> Subst

( Subst s1 ) �compose � ( Subst s2 ) =

Subst $ Map.map ( apply ( Subst s1 ) ) s2 �Map. union� s1
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Implementacija unifikatora se sastoji iz dve uzajmno rekurzivne funkcije unifies

i unifyMany. Prva funkcija reöava pojedina�no restrikcije, a druga listu restrikcija.
Rezultat obe funkcije treba da bude supstitucija. I ovde je potreban mehanizam za
greöke i stanje. Ove dve funkcije ne koriste stanje - stanje se koristi u glavnoj funkciji
za unifikaciji, gde je potrebno da se �uva privremeni rezultat reöavanja, öto se moûe
videti u nastavku. Stanje je Unifier, a monada je Solve i definisani su na sledeÊi nacin:

type U n i f i e r = ( Subst , [ Constr ] )

type Solve a = StateT U n i f i e r ( ExceptT TypeError I d e n t i t y ) a

Prikazana je implementacija funkcija:
u n i f i e s : : Constr −> Solve Subst

u n i f i e s (CEq (TVar v ) t ) = v �bind � t

u n i f i e s (CEq t (TVar v ) ) = v �bind � t

u n i f i e s (CEq (TArr t1 t2 ) (TArr t3 t4 ) ) = unifyMany [CEq t1 t3 , CEq t2 t4 ]

u n i f i e s (CEq t1 t2 ) | t1 == t2 = return emptySubst

unifyMany : : [ Constr ] −> Solve Subst

unifyMany [ ] = return emptySubst

unifyMany ( cs : cs1 ) =

do su1 <− u n i f i e s c s

su2 <− unifyMany ( apply su1 cs1 )

return ( su2 �compose � su1 )

Kao öto vidimo, prva dva slu�aja odgovaraju pravilima za promenljive. TreÊi
slu�aj za upore�ivanje strelica tipova konstruiöe listu restrikcija i poziva unifyMany

funkciju. unifyMany reöava listu restrikcija. Za reöenu restrikciju dobija se supstitucija
su1 koja se onda primenljuje na ostatak restrikcija iz liste. Zatim se ostatak reöava
rekurzivno. Provera occursCheck se deöava u bind funkciji.

bind : : TVar −> Type −> Solve Subst

bind a t | t == TVar a = return emptySubst

| occursCheck a t = throwError $ In f i n i t eType a t

| otherwise = return ( Subst $ Map. s i n g l e t o n a t )

Ova funkcija vraÊa supsituciju ili greöku koja je opisana gore.

Kada su definisane ove dve funkcije, moûemo definisati i glavnu funkciju za reöa-
vanje restrikcija solver:

s o l v e r : : So lve Subst

s o l v e r = do

( su , c s ) <− get

ae cs of

[ ] −> return su

( cs : cs1 ) −> do

su1 <− u n i f i e s c s

put ( su1 �compose � su , apply su1 cs1 )

s o l v e r

Za razliku od unifiesMany funkcije koja za argument ima listu restrikcija, ova
funkcija taj argument dobija kao inicijalno stanje dok je sam mehanizam isti kao
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i kod unifiesMany. Reöava se jedna po jedna restrikcija iz liste i privremen rezultat tj.
supsitucija i preostala ogranicenaj se �uvaju u stanju.

Implementirana je i pomoÊna funkcija za pokretanje reöavanja koja listu restrik-
cija öalje kao inicijalno stanje i otpakuje transformatore monada tako da je finalni
rezultat greöku ili supstitucija:

runSo lver : : [ Constr ] −> Either TypeError Subst

runSo lver cs = runIdent i ty $ runExceptT $ evalStateT s o l v e r s t

where s t = ( emptySubst , c s )

Na kraju cemo dati nekoliko primera izraza.

Primer 9. Izraz:

l e t x = ( l e t x = \x . x in x ) in x

Restrikcije:

(d � , [ l e t x : Al l [ c � ] [ l e t x : Al l [ a � , b � ] [ de f x :

Al l [ ] [ ] . b � in [ x <= a � ] ] . b � −−> a � in [ x <= c � ] ] . c � in [ x <= d � ] ] )

Transformisane restrikcije:
[ a � −−> a � = d � ]

Resena forma:
Subst ( f romList [ ( d � , a � −−> a � ) ] ) \\

Principelni tip: a’ –> a’

Primer 10. Izraz:
l e t y = ( l e t z = \x . x in z ) in y 2}

Restrikcije:
(d � , [ l e t y : Al l [ c � ] [ l e t z : Al l [ a � , b � ] [ de f x :

Al l [ ] [ ] . b � in [ x <= a � ] ] . b � −−> a � in [ z <= c � ] ] . c � in [ y <= e � , e � = Int−−> d � ] ] )

Transformisane restrikcije:

[ a � −−> a � = e � , e � = Int −−> d � ]

Resena forma:

Subst ( f romList [ ( a � , Int ) , ( d � , Int ) , ( e � , Int −−> Int ) ] )

Principijelni tip: Int
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Zaklju�ak

Postojanje principijelnog tipa i algoritam za odre�ivanje tipova je klju�na karak-
teristika ML jezika. ML je posluûio kao osnova za �itavu familiju funkcionalnih
programskih jezika. ML je inspirisao jezike kao öto su Haskell, Miranda, OCaml,
Rust, Scala itd. Ovi jezici se razvijaju na osnovi ML jezika i �esto se implementiraju
nadogradnje i nove moguÊnosti kao öto je egzistencijalni tipovi, ad-hok polimorfizam
itd. Treba napomenuti da neke nadogradnje kao öto su generalizovani algebarski
tipovi (skraÊeno GADTs) predstavljaju izuzetno teûak problem za odre�ivanje tipova.
Sva do sad poznata reöenja uvode neke vidove ograni�enja ekspresivnosti GADTs-a.
Jedno od predloûenih reöenja predstavljeno je u [17].

Restrikcije kao me�u-jezik i modularna implementacija omoguÊavaju jednostavnije
proöirenje algoritma tako da se podrûe nove konstrukcije programskih jezika. U
idealnom slu�aju, prevodilac za programski jezik bi trebalo samo da proizvede skup
restrikcija kao me�u-prezentaciju, a da se za njihovo reöavanje koristi nezavisan
zajedni�ki reöava�. Iako su teorijske osnove restrikcija za odre�ivanje tipova dobro
poznate, primeri implementacija nisu toliko �esti. Iz tog razloga fokus ovog rada bio
je i na teorijskim osnovama, ali i na imlementaciji na �isto funkcionalnom jeziku.

Treba napomenuti da srodan problem poznat kao tipska rekonstrukcija nije isto
öto i odre�ivanje tipova koje je prezentovano u ovom radu. Tipska rekonstrukcija
podrazumeva elobaraciju implicitno tipiziranog terma u eksplicitno tipizirani. Iako
naizgled veoma sli�ni, ovaj problem uvodi nove probleme druga�ije prirode i zahteva
zna�ajnu nadogradnju algoritma za odre�ivanje tipova. Za viöe detalja o tipskoj
rekonstrukciji pogledati [18].
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Dodatak

{−# LANGUAGE RankNTypes #−}

{−# LANGUAGE Over loadedStr ings #−}

{−# LANGUAGE Genera l i zedNewtypeDeriv ing #−}

module I n f e r where

−− imports

import Control .Monad. State

import Control .Monad. Except

import Control .Monad. I d e n t i t y

import Data . Monoid

import Data . List (nub)

import quali f ied Data .Map as Map

import quali f ied Data . Set as Set

−− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− Syntax : expres s ions , t ype s and c o n s t r a i n t s−− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
−− \ Express ions

type Name = String

data Expr

= Var Name

| App Expr Expr

| Lam Name Expr

| Let Name Expr Expr

| L i t L i t

| Fix Expr

| I f Expr Expr Expr

| Op Binop Expr Expr

deriving (Show, Eq, Ord)

data Li t

= LInt Integer

| LBool Bool

deriving (Show, Eq, Ord)

−− \ Binary opera t i ons
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data Binop = Add | Sub | Mul | Eql

deriving (Eq, Ord , Show)

−− \ Types

newtype TVar = TV String

deriving (Eq, Ord)

data Type

= TVar TVar

| TCon String

| TArr Type Type

deriving (Eq, Ord)

−− \ Type scheme

data Scheme = F o r a l l [ TVar ] Type

deriving (Show, Eq, Ord)

−− \ S u p s t i t u t i o n

newtype Subst = Subst (Map.Map TVar Type )

deriving (Eq,Ord ,Show, Monoid )−− ovde i z b r i s i show p o s l e

class Subs t i t u t ab l e a where

apply : : Subst −> a −> a

f t v : : a −> Set . Set TVar

instance Subs t i t u t ab l e Type where

apply _ (TCon a ) = TCon a

apply ( Subst s ) t@(TVar a ) = Map. f indWithDefault t a s

apply s ( t1 �TArr� t2 ) = apply s t1 �TArr� apply s t2

f t v TCon{} = Set . empty

f t v (TVar a ) = Set . s i n g l e t o n a

f t v ( t1 �TArr� t2 ) = f t v t1 �Set . union� f t v t2

instance Subs t i t u t ab l e Scheme where

apply ( Subst s ) ( F o r a l l as t ) = F o r a l l as $ apply s � t

where s � = Subst $ foldr Map. delete s as

f t v ( F o r a l l as t ) = f t v t �Set . d i f f e r e n c e � Set . f romList as

−− \ Concrete t ype s

typeInt , typeBool : : Type

typeInt = TCon " Int "

typeBool = TCon " Bool "

data TypeError

= U n i f i c a t i o n F a i l Type Type

| In f i n i t eType TVar Type

| UnboundVariable String

| De f au l tFa i l

| Uni f icat ionMismatch [ Type ] [ Type ]

| Generat ionFa i l
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−− \ Constrained type scheme

data CScheme = CForal l [ TVar ] [ Constr ] Type

deriving (Eq, Ord)

instance Subs t i t u t a b l e CScheme where

apply ( Subst s ) ( CForal l as cns t ) =

CForal l as ( apply s � cns ) ( apply s � t )

where s � = Subst $ foldr Map. delete s as

f t v ( CForal l as cns t ) =

( f t v cns �Set . union� f t v t ) �Set . d i f f e r e n c e � Set . f romList as

−− \ Cons t ra in t s

data Constr

= CEq Type Type

| CInstN Name Type

| CInst CScheme Type

| CDef Name CScheme [ Constr ]

| CLet Name CScheme [ Constr ]

deriving (Eq, Ord)

instance Subs t i t u t a b l e Constr where

apply s (CEq t1 t2 ) = CEq ( apply s t1 ) ( apply s t2 )

apply s ( CInstN n t1 ) = CInstN n ( apply s t1 )

apply s ( CInst cs t1 ) = CInst ( apply s cs ) ( apply s t1 )

apply s (CDef n cs cns ) = CDef n ( apply s cs ) ( apply s cns )

apply s ( CLet n cs cns ) = CLet n ( apply s cs ) ( apply s cns )

f t v (CEq t1 t2 ) = f t v t1 �Set . union� f t v t2

f t v ( CInstN n t1 ) = f t v t1

f t v ( CInst cs t1 ) = f t v cs �Set . union� f t v t1

f t v (CDef n cs cns ) = f t v cs �Set . union� f t v cns

f t v ( CLet n cs cns ) = f t v cs �Set . union� f t v cns

instance Subs t i t u t a b l e a => Subs t i t u t ab l e [ a ] where

apply = map . apply

f t v = foldr ( Set . union . f t v ) Set . empty

instance Show TVar where

show (TV s ) = s

instance Show Type where

show (TVar x ) = show x

show (TCon s ) = s

show (TArr t1 t2 ) = (show t1 ) ++ " �−−>� " ++ (show t2 )

instance Show CScheme where

show ( CForal l vars c o n s t r s t ) =

" Al l " ++ (show vars ) ++ (show c o n s t r s ) ++ " . " ++ (show t )

instance Show Constr where
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show (CEq t1 t2 ) = (show t1 ) ++ " �=� " ++ (show t2 )

show ( CInstN x t ) = ( x ) ++ " �<=� " ++ (show t )

show ( CInst cs t ) = (show cs ) ++ " �<=� " ++ (show t )

show (CDef x cs c o n s t r s ) =

" de f � " ++ ( x ) ++ " � : � " ++ (show cs ) ++ " � in � " ++ (show c o n s t r s )

show ( CLet x cs c o n s t r s ) =

" l e t � " ++ ( x ) ++ " � : � " ++ (show cs ) ++ " � in � " ++ (show c o n s t r s )

−− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− Generate cons t ra in s−− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
data I n f e r S t a t e = I n f e r S t a t e { count : : Int }

i n i t I n f e r : : I n f e r S t a t e

i n i t I n f e r = I n f e r S t a t e { count = 0}

−− \ Environment

data Env = TypeEnv { types : : Map.Map Name CScheme}

−− \ Fresh names

l e t t e r s : : [ String ]

l e t t e r s = [ 1 . . ] >>= f l i p rep l i cateM [ � a � . . � z � ]

type I n f e r a = StateT I n f e r S t a t e ( ExceptT TypeError I d e n t i t y ) a

−− \ Generate f r e s h names

f r e s h : : I n f e r Type

f r e s h = do

s <− get

put s { count = count s + 1}

return $ TVar $ TV ( ( l e t t e r s ! ! count s ) ++ " � " )

−− \ Generate cons t ra ined type scheme

genCScheme : : Type −> [ Constr ] −> CScheme

genCScheme t cons = CForal l ( Set . t o L i s t $ f tv t ) cons t

−− \ Prede f ined type s f o r b inary opera t i ons

ops : : Binop −> Type

ops Add = typeInt �TArr� ( typeInt �TArr� typeInt )

ops Mul = typeInt �TArr� ( typeInt �TArr� typeInt )

ops Sub = typeInt �TArr� ( typeInt �TArr� typeInt )

ops Eql = typeInt �TArr� ( typeInt �TArr� typeBool )

−− I n f e r − genera te c o n s t r a i n t s

i n f e r : : Expr −> I n f e r (Type , [ Constr ] )

i n f e r expr = case expr of

Li t ( LInt _) −> return $ ( typeInt , [ ] )

L i t ( LBool _) −> return $ ( typeBool , [ ] )

Var x −> do
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tv <− f r e s h

return ( tv , [ CInstN x tv ] )

Lam x e −> do

( t , c ) <− i n f e r e

tv <− f r e s h

return ( tv �TArr� t , [ CDef x ( CForal l [ ] [ ] tv ) c ] )

App e1 e2 −> do

tv <− f r e s h

( t1 , c1 ) <− i n f e r e1

( t2 , c2 ) <− i n f e r e2

return ( tv , c1 ++ c2 ++ [CEq t1 ( t2 �TArr� tv ) ] )

Let x e1 e2 −> do

( t1 , c1 ) <− i n f e r e1

l et sc = genCScheme t1 c1

( t2 , c2 ) <− i n f e r e2

return ( t2 , [ CLet x sc c2 ] )

Fix e1 −> do

( t1 , c1 ) <− i n f e r e1

tv <− f r e s h

return ( tv , c1 ++ [CEq ( tv �TArr� tv ) t1 ] )

Op op e1 e2 −> do

( t1 , c1 ) <− i n f e r e1

( t2 , c2 ) <− i n f e r e2

tv <− f r e s h

return ( tv , c1 ++ c2 ++ [CEq ( ops op ) ( t1 �TArr� ( t2 �TArr� tv ) ) ] )

I f cond t r f l −> do

( t1 , c1 ) <− i n f e r cond

( t2 , c2 ) <− i n f e r t r

( t3 , c3 ) <− i n f e r f l

return ( t2 , c1 ++ c2 ++ c3 ++ [CEq t1 typeBool , CEq t2 t3 ] )

run In f e r : : I n f e r (Type , [ Constr ] ) −> Either TypeError (Type , [ Constr ] )

run In f e r m = runExcept $ evalStateT m i n i t I n f e r

−− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− Transform c o n s t r a i n t s−− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
type Excpt a = ExceptT TypeError I d e n t i t y a

−− \ Map excep t i on monad over l i s t

mapExcpt : : ( a −> Excpt b) −> [ a ] −> Excpt [ b ]

mapExcpt f (hd : t l ) = do

rhd <− f hd

r t l <− mapExcpt f t l
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return ( rhd : r t l )

mapExcpt f _ = return [ ]

−− \ Name s u s p t i t u t i o n

supstName : : Name −> CScheme −> Constr −> Constr

supstName n cs cons t r = case cons t r of

CEq t1 t2 −> CEq t1 t2

CInstN n1 t | n == n1 −> CInst cs t

| otherwise −> CInstN n1 t

CDef n1 cs1 cons | n == n1 −> cons t r

| otherwise −>
CDef n1 cs1 (map ( supstName n cs ) cons )

CLet n1 cs1 cons | n == n1 −> cons t r

| otherwise −>
CLet n1 cs1 (map ( supstName n cs ) cons )

_ −> cons t r

−− \ S u p s t i t i o n

r ewr i t eSups t : : Constr −> Excpt [ Constr ]

r ewr i t eSups t ( CLet n cs cons ) = case cs of

CForal l as � [ ] t � −>
fmap (map ( supstName n cs ) ) ( fmap concat $ mapExcpt rewr i t eSups t cons )

CForal l as � cons � t � −> do

su <− s o l v e F l a t t e n cons �

fmap (map $supstName n ( CForal l as � [ ] $apply su t � ) )

( fmap concat $ mapExcpt rewr i t eSups t cons )

r ewr i t eSups t (CDef n cs cons ) = case cs of

CForal l as � [ ] t � −>
fmap (map ( supstName n cs ) ) ( fmap concat $ mapExcpt rewr i t eSups t cons )

CForal l as � cons � t � −> throwError Generat ionFa i l

r ewr i t eSups t x = return [ x ]

−− \ So lve type scheme c o n s t r a i n t s

s o l v e F l a t t e n : : [ Constr ] −> Excpt Subst

s o l v e F l a t t e n cons = do

cons � <− fmap concat $ mapExcpt rewr i t eSups t cons

su <− let f c ons = f l a t t e n C o n s t r I n s t cons � in

evalStateT s o l v e r ( emptySubst , f c ons )

return su

−− \ Rewrite in s tance

r e w r i t e I n s t : : Constr −> [ Constr ]

r e w r i t e I n s t ( CInst ( CForal l as cons t ) t1 ) =

( concat $map r e w r i t e I n s t cons ) ++ [CEq t t1 ]

r e w r i t e I n s t cons t r = [ cons t r ]

−− \ Map s u p s t i t i o n over cons t ra in t � s l i s t

f l a t t enCons t rSups t : : [ Constr ] −> Excpt [ Constr ]

f l a t t enCons t rSups t cons = fmap concat $mapExcpt rewr i t eSups t cons

−− \ Map r e w r i t e in s tance over cons t ra in t � s l i s t

f l a t t e n C o n s t r I n s t : : [ Constr ] −> [ Constr ]
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f l a t t e n C o n s t r I n s t cons = concat cons � where

cons � = map r e w r i t e I n s t cons

−− \ Compose s u p s t i t i o n and r e w r i t e in s tance

f l a t t e n C o n s t r : : [ Constr ] −> Excpt [ Constr ]

f l a t t e n C o n s t r cons = do

f c ons <− f l a t t enCons t rSups t cons

return $ f l a t t e n C o n s t r I n s t f cons

−− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− So lve c o n s t r a i n t s−− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
type U n i f i e r = ( Subst , [ Constr ] )

type Solve a = StateT U n i f i e r ( ExceptT TypeError I d e n t i t y ) a

−− \ The empty s u b s t i t u t i o n

emptySubst : : Subst

emptySubst = mempty

−− \ Compose s u b s t i t u t i o n

compose : : Subst −> Subst −> Subst

( Subst s1 ) �compose � ( Subst s2 ) =

Subst $ Map.map ( apply ( Subst s1 ) ) s2 �Map. union� s1

−− \ Unify s i n g l e c o n s t r a i n t

u n i f i e s : : Constr −> Solve Subst

u n i f i e s (CEq (TVar v ) t ) = v �bind � t

u n i f i e s (CEq t (TVar v ) ) = v �bind � t

u n i f i e s (CEq (TArr t1 t2 ) (TArr t3 t4 ) ) = unifyMany [CEq t1 t3 , CEq t2 t4 ]

u n i f i e s (CEq t1 t2 ) | t1 == t2 = return emptySubst

−− \ Unify m u l t i p l e c o n s t r a i n t s

unifyMany : : [ Constr ] −> Solve Subst

unifyMany [ ] = return emptySubst

unifyMany ( cs : cs1 ) =

do su1 <− u n i f i e s c s

su2 <− unifyMany ( apply su1 cs1 )

return ( su2 �compose � su1 )

−− \ Bind v a r i a b l e in s u p s i t u t i o n

bind : : TVar −> Type −> Solve Subst

bind a t | t == TVar a = return emptySubst

| occursCheck a t = throwError $ In f i n i t eType a t

| otherwise = return ( Subst $ Map. s i n g l e t o n a t )

occursCheck : : Sub s t i t u t a b l e a => TVar −> a −> Bool

occursCheck a t = a �Set . member� f t v t

−− \ U n i f i c a t i o n
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s o l v e r : : So lve Subst

s o l v e r = do

( su , c s ) <− get

case cs of

[ ] −> return su

( cs : cs1 ) −> do

su1 <− u n i f i e s c s

put ( su1 �compose � su , apply su1 cs1 )

s o l v e r

−− \ Run s o l v e r on source c o n s t r a i n t s

runSolver � : : [ Constr ] −> Excpt Subst

runSolver � cons = do

f c ons <− f l a t t e n C o n s t r cons

su <− evalStateT s o l v e r ( emptySubst , f c ons )

return su

−− \ Run s o l v e r on f l a t t e n c o n s t r a i n t s

runSo lver : : [ Constr ] −> Either TypeError Subst

runSo lver cs = runIdent i ty $ runExceptT $ evalStateT s o l v e r s t

where s t = ( emptySubst , c s )

−− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− Main i n f e r f unc t i on − genera te and s o l v e c o n s t r a i n t s−− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
mainInfer : : Expr −> Excpt Type

mainInfer expr = do

( t , cons ) <− evalStateT ( i n f e r expr ) i n i t I n f e r

f cons <− f l a t t e n C o n s t r cons

su <− evalStateT s o l v e r ( emptySubst , f c ons )

return $ apply su t
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