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Predgovor

Osnovna tema ovog rada je varijacioni racun: osnovni pojmovi, pro-
blemi i mogu¢nost primjene. Varijacioni racun, kao metoda za optimizaciju,
se koristi za modelovanje i rjeSavanje vaznih problema iz razli¢itih oblasti.
Prije svega to su mehanika, optika, obrada slike, medicina i mnogi drugi
fizicki i inZenjerski problemi. Optimizacija ili matemati¢ko programiranje
se bavi problemima u kojima se trazi minimum ili maksimum odredenih
matematckih objekata. Naravno, oduvijek su ljudi Zeljeli da optimizuju
razli¢ite probleme. Tipi¢ni primjeri su minimizacija troskova ili maksimi-
zacija dobiti. RijeC optimizacija vodi porijeklo iz latinskog jezika, optimus
je superlativ rijec¢i bonus i znaci najbolji, najprikladniji. Ako Zelimo da jed-
nom rije¢ju obuhvatimo minumum i maksimum funkcije (u zavisnosti Sta
kod konkretne funkcije trazimo) mozemo da kazemo ekstremna vrijednost.
I rije¢ ekstrem vodi porijeklo iz latinskog jezika, nastala je od rijeci extre-
mus Sto znaci krajnji ili posljednji. U zavisnosti od postavke problema c¢iji
ekstrem zelimo da odredimo Koriste se razlicite metode i algoritmi. Vari-
jacioni racun rjesava probleme egzistencije i odredivanja ekstrema datog
integralnog funkcionala o kome ¢emo govoriti u nastavku. Rad je podjeljen
u nekoliko glava.

U uvodnoj glavi ¢emo se vratiti na pocetak razvoja varijacionog racuna
a pomalo i na period prije pocetka. Spomenucemo matematicare koji su
prethodili osnivanju i koji su ucestvovali u zacetku metode koje koristimo.
Prije svega to su Njutn, bra¢a Bernuli, Ojler i Lagranz.

Druga glava je posveena osnovama varijacionog racuna. Nakon §to se
kroz konkretne primjere ,uvjerimo “ da nam je potreban varijacioni ratun
uvodimo osnovne pojmove i definiSemo varijaciju funkcije. Kada uvedemo
potrebne pojmove formulisacemo i dokazati fundamentalnu jednakost va-
rijacionog racuna, Ojler- LagranZzovu jednacinu koja predstavlja potreban
uslov za pronalazenje ekstrema funkcionele. Izves¢emo Ojler- Lagranzovu
jednacinu za neke specijalne slucajeve i rijesiti neke karakteristicne pro-
bleme varijacionog racuna (poglavlje [2.4).

U trecoj glavi navodimo jedan numericki postupak za rjesavanje Ojler-
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Lagrnazove jednacine koja je u opstem slucaju (parcijalna) diferencijalna
jednatina za koju nemamo utvrden algoritam rje$avanja. Cesto nije lako
pronadi rjeSenje analitiCkim putem pa su nam potrebni numericki postupci
rjeSavanja. U ovom radu je prikazan metod opadajuceg gradijenta kao nu-
mericki postupak koji moze da posluzi i za rjeSavanje Ojler- Lagranzove
jednacine.

Posljednja, cetvrta glava govori o primjeni varijacionog racuna. Date su
dvije razli¢ite primjene i time je glava podjeljena na dva poglavlja. Jedno
poglavlje je posveteno modelu ekonomskog rasta gdje smo ukratko naveli
osnovne ekonomske pojmove i modelirali problem optimizacije ekonomije
Sto se moze rijeSiti varijacionim racunom. Drugo poglavlje govori o pri-
mjeni u obradi slike $to je zanimljiva i aktuelna tema. Uz pomo¢ varijaci-
onog racuna mozemo da rijeSimo problem zamucenosti, Suma na slici ili
oiviciti posmatrani objekat na slici.

Na kraju je u zakljucku dat kratak pregled rada.

JORCON
WK

Ljubav prema matematici presudila je da upiSem studije matematike,
a tokom osnovnih i master studija moji profesori su, prenoseci znanje i
zainteresovanost za matematiku, potvrdili da je to bila ispravna odluka.

Zelim da se zahvalim svom mentoru, prof. dr Tiboru Luki¢u na nesebi¢-
noj pomoci, razumijevanju i usmjeravanju u toku izrade ovog rada, kao i za
preneseno znanje i upoznavanje sa moguc¢nostima primjene matematickih
metoda u jednoj zanimljivoj i za mene novoj oblasti, obradi slika. Zahva-
ljujem se i ¢lanovima komisije na korisnim savjetima koji su poboljsali ovaj
rad.

Zelim se zahvaliti ujaku i ujni na svemu $to su mi pruZili. Posebno
se zahvaljujem mami, tati, sestri i Dejanu na beskrajnoj ljubavi, podrsci i
pomodi.
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Glava 1
Uvod

Zvanican pocetak varijacionog racuna kao matematicke oblasti ne mo-
zemo sa sigurno$c¢u utvrditi. Grcki matematicari su se ve¢ bavili izoperi-
metrijskim problemom. Oni su tada, naravno, rjeSavali preteZzno geome-
trijskim metodama tj. nije bilo govora o varijacionom racunu kakav sad
poznajemo ali su se zadaci i zainteresovanost matematicara za takve pro-
bleme ve¢ javljali. Prije svega to su Zenodorus i Papus iz cijih spisa smo
saznali o problemima koji su rjeSavani. Heron iz Aleksandrije je prije nove
ere definisao princip najkrace putanje svjetlosti sto je kasnije istrazivao i do-
kazivao Ferm{] u svojim spisima 1662. godine. Sredinu 17. vijeka bismo
mogli uzeti za pocetak ozbiljnijeg razvoja varijacionog racuna iako ni tada
naziv varijacija nije postojao ali su pocele da se razvijaju tehnike i razmi-
Sljanja matematicara u smijeru koji vodi ka varijacionom racunu. Jedan od
matematicara koji je ostavio trag je upravo Ferma koji je Zelio minimizovati
vrijeme prolaska svjetlosnog zraka kroz dvije sredine. Njegova istrazivanja
su bitna zbog toga sto je Johan Bernulﬂ prilagodio njegove metode i ko-
ristio ih pri rjeSavanju problema brahistohrone. Osim toga, 1685. godine
Isak Njut se u svom djelu ,,Philosophiae naturalis principia mathematica
“tj. ,,Matematicki principi prirodne filozofije“ bavio problemima pronalaze-
nja rotirajuceg tijela, koje ¢e gibajuéi se kroz fluid konstantnom brzinom
minimizovati otpor fluida.

Ozbiljniji preokret nastaje kada je 1696. godine Johan Bernuli objavio

Ipierre de Fermat-francuski matemati¢ar i pravnik iz 17. vijeka

2Johann Bernoulli- $vajcarski matemati¢ar, brat Jakoba Bernulija i otac od Danijela Ber-
nulija koji je poducavao Lopitala matematici. Smatra se da je Lopitalovo pravilo zapravo
pravilo Johana Bernulija.

3Sir Isaac Newton-engleski fizi¢ar, astronom i matematic¢ar koji se zajedno sa Lajbnicom
smatra za tvorca infinitezimalnog ra¢una
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clanak ,,Novi problemi Cijem se rjeSenju pozivaju matematiéari‘ u kojem
je bio postavljem problem o brahistohroni. U ovom problemu se odreduje
kriva po kojoj Ce se tijelo, koje se krec¢e pod dejstvom sopstvene teze, spu-
stiti iz tacke A do tacke B za najkrace vrijeme. Prije njega ovaj problem je
formulisao Galileo 1638. godine. Za dalji razvoj varijacionog racuna naj-
zasluzniji je Ojle koji je postavio teoretske osnove varijacionog racuna.
Voden Bernulijevom temom dao je nove zadatke 1744. u svom djelu ,,The
Method of Finding Curves that Show Some Property of Maximum or Mi-
nimum“. QOjleru se javio tada mladi francuski matematicar Lagranz El, te
su oni zajedno uveli pojam varijacije 1755. godine, formulisali su osnovnu
jednacinu i postavili temelje u varijacionom racunu. Mnogi matematicari
su se takode bavili varijacionim racunom, problemom optimizacije raznih
pojava a zapazanja nekih od njih su prikazana u [[1].

Bitno je da napomenemo da je varijacioni racun metoda nastala iz po-
trebe za modelovanjem i rjeSavanjem vaznih matematickih, fizickih i inze-
njerskih problema. To je metoda koja je jo$ uvijek aktuelna u rjeSavanju
mnogih problema od kojih ¢emo neke pomenuti u okviru rada.

#Problema Novum ad Cujus Solutionem Mathematici Invitantur

SLeonhard Euler-$§vajcarski matematicar i fizi¢ar koji je Zivio u 18. vijeku. Radio je i bio
vrlo uspjesan u razli¢itim oblastima matematike i danas mnoge teoreme i pojmovi nose
njegovo ime.

6Joseph-Louis, comte de Lagrange
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Uvod u varijacioni racun

2.1 Motivacija za uvodenje varijacionog racuna

Da bi dobila na znacaju, svaka teorija treba da bude korisna i primjen-
ljiva u praksi. Metod varijacija jeste jedno moc¢no orude za optimizaciju.
Prije upoznavanja sa osnovnim pojmovima varijacionog racuna pogledajmo
gdje mozemo da iskoristimo nauceno. Naves¢emo za pocetak neke od pro-
blema koji se rjesavaju pomocu varijacionog racuna: minimalna udaljenost
izmedu dvije tacke i Fermaov problem.

2.1.1 Problem nalazenja najkraéeg puta

Jedan od najjednostavnijih problema varijacionog ra¢una je upravo
problem nalaZenja krive najmanje duzine koja spaja dvije tacke A = (a1,a;)
i B = (by,by). Oznacimo krivu koja spaja tacke sa x(t). Tada je duzina krive
jednaka:

dx

T QOdno-

ds = +/(dt)2 + (dx)2 = /1 + (x/(t)2)dt pri ¢emu je x'(t) =

s:I:/ab1\/1+(x’(t)2)dt

Jasno je da mora da vazi: x(ay) =ap i x(b1) = by jer kriva spaja tacke A
i B. Ovaj problem ¢e biti rijeSen kada se pronade diferencijabilna funkcija
x(t) koja minimizira duzinu s tj. minimizira integral I i tu nam pomaze
varijacioni racun (slika [2.T)).

10
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Perimeter of zelena = 6.97

ol Perimeter of crvena = 7.16

duZ = 5.83

Perimeter of ljubicasta = 6.45

Slika 2.1: Proizvoljne krive od A do B, crtano u GeoGebri

2.1.2 Fermaov problem

Fizicki zakoni, zakon prelamanja i odbijanja svjetlosti su direktna po-
sljedica Fermaovog principa koji kaze:
Od svih puteva koje svjetlo moze preci, svjetlo bira put koji ima najkrade vri-
jeme.

!'.'l.'(_].fl'n:l

Slika 2.2: Proizvoljan put svjetlosti izmedu dvije tacke [2]]

Dakle, nas zadatak je sada da minimiziramo vrijeme putovanja svjetlosti
T[u(x)], po svim putanjama u(x) koje svjetlost moZe preci u datoj sredini
izmedu tacaka x( i x; u momentima fg i t;.
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Tlu(x)] = /t: dt = /x:l C(isu) = /x:l n(z;u)ds

pri ¢emu je c(x,u) brzina svjetlosti u datoj sredini, ¢y brzina svjetlosti u
vakuumu, n(x,u) indeks prelamanja svjetlosti, dt diferencijal vremena i ds
diferencijalni element putanje u(x).

e Slucaj kada imamo dvije homogene sredine sa konstantnim indeksima
prelamanja nq i np
Oznacimo sa x granicu izmedu ove dvije sredine.

Ik
[ tig)

%

fla

Slika 2.3: Dvije homogene sredine sa indeksima 71 i 1, [2]]

U homogenim sredinama svjetlost se prostire ravnomjerno-pravolinijski
tj. putanja koja ima najkrace vrijeme ima i najmanju duzinu. Ono §to
trebamo da uradimo, jeste da pronademo tacku x prelaska iz jedne sredine
u drugu.

1 r X X1
T(x) = —nl/ ds+n2/ ds]

Cot X0 x
1 -

= — n111+n212}
Cot
1 -

— 5_nl\/(x—x0)2+u%+nz\/(x1—x)ZJFu%]

Primijetimo da vrijeme T zavisi od tacke prelaska iz jedne u drugu sre-
dinu jer znamo da je kroz obe sredine putanja u(x) prava linija. Zbog toga
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mozemo da koristimo izvod funkcije jedne promjenljive T(x) i potreban

. . . drl v .
uslov za minimum funkcije tj. i 0 $to je ekvivalentno sa :
X

1 _ 1 _
5l = x0) + 1] 7/22(x = x0) + Jnal(x1 = x)? 4 1] 72(=2(x1 = x)) = 0
Sa slike [2.3|vidimo da je sin¢; = O singy = 1 l_ * . Koristeéi nave-
2

deno dobijamo:

1 ni ) 1 no .

——2] ——=(-2I =

57, 1sin¢g; + 25 (—2Ipsin¢») 0

nysing; —npsing, = 0

Odnosno dobijamo dobro poznati zakon prelamanja svjetlosti (Snelov za-
kon): nysin¢g; = nysing.
e Slucaj kada imamo da je indeks prelamanja n(x,u) promjenljiva. Tada je:

Tu(x)] = l/x1 n(x,u)ds

CO X0

Znamo na osnovu slike 2.2/ da je ds = vdx? + du?, u = u(x) i da je totalni

diferencijal od u(x) du = dx. Prema tome je:
1 [ du'\*
Tlu(x)] = 5/){@ n(x,u)\/1+ (%) dx

Dakle, da bismo rijesili problem moramo minimizirati integral Sto se rje-
Sava varijacionim ra¢unom koji je u ovom slucaju malo slozeniji jer imamo
promjenljivu funkciju putanje u(x) i promjenljivu funkciju indeksa prela-
manja n(x,u), te je potrebno vise informacija o sredini kroz koju se svjetlost
krece.
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2.2 Pojam varijacije

2.2.1 Osnovni pojmovi

Definisacemo osnovne pojmove koji su nam potrebni za definisanje i rad
sa varijacijama.

Definicija 1. Vektorski prostor V nad poljem R je skup elemenata koji
mogu da se sabiraju i mnoze skalarima iz R tako da za svaka dva elementa
u,veVisvakoace Avazi: u+veV i a-ucV,

sa sljede¢im osobinama: Yu,v,w € V,Va,b € R,

VP1. (u+v)+w=u+ (v+w)

VP2. 0e€V:0+u=u+0=u

VP3. YVueV,3—ueV:iu+(—u)=(—u)+u=0
VP4 u+v=0v+u

VP5. a(u+v) =au+ av

VP6. (a+b)u=au+ bu

VP7. a(bu) = (ab)u

VP8. 1-u=u

Sada je bitno da primjetimo da je skup neprekidnih funkcija na inter-
valu [a,b] Cj, ;) vektorski prostor nad R. Sabiranje neprekidnih funkcija
i mnoZenje neprekidne funkcije skalarom definisano na standardni nacin
znamo da opet daje neprekidnu funkciju. Nama ¢e u ovom radu od Kori-
sti biti neprekidne realne funkcije na intervalu [a,b] koje imaju neprekidne
izvode do treceg reda. Primjetimo da pri tome dobijamo jedan vektorski
potprostor od Ci, ).

Definicija 2. Neka je X vektorski (linearan) prostor nad R. Bilo koje presli-
kavanje iz X u R naziva se funkcionela.

Podsjetimo se definicije parcijalnog izvoda u tacki i Tejlorove teoreme.
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Definicija 3. Neka je U C R" otvoren skup, f:U — R i1 <j < n. Funkcija
f ima j-ti parcijalni izvod u tacki x € U ako postoji limes

he:) —
D= um TS
I # 0;x+ he; € U

af

Koristicemo najces¢e oznaku Fp Funkcija f je parcijalno diferencija-
x‘
j

bilna ako za sve x € U isve j € {1,2,..n} postoji j-ti parcijalni izvod, ako su
ti izvodi pri tome neprekidni onda f zovemo neprekidno parcijalno diferen-
cijabilna. Dalje, za svaku od D;f mozemo ispitivati neprekidnu parcijalnu
diferencijabilnost sto onda predstavlja parcijalnu diferencijabilost drugog
reda pocetne funkcije f. Sada ¢emo navesti bez dokaza jednu teoremu
koja ¢e nam biti potrebna.

Teorema 1. Tejlorova teorema
Neka je U C R" otvoren skup, N € N, f:U — R (N + 1) put diferencijabilno
neprekidna funkcija, x,x € U. Tada postoji % tako da:

o=y 20 e gy

!
oon o

pri cemu je Ry funkcija ostatka koju mozemo zapisati u vise oblika npr:

mD(N_'_l)f(f) (x _ _f)N-l-l.

2.2.2 Prva varijacija

Neka je f : x — f(x) neprekidna funkcija realne promjenljive x sa ne-
prekidnim izvodima do zaklju¢no treteg reda, pri ¢emu x € [a,b] i neka
je Flx, f(x),f'(x)] neprekidna realna funkcija sa neprekidnim izvodima do
treceg reda. Sa I ¢emo oznaciti sljededi integral :

b
1) = [ Flx.f(x),f ()]dx. 2.1)

Vidimo da I(f) preslikava funkciju f(x) u odreden realan broj. Dakle, I(f)
je funkcionela. Dolazimo do problema kojim ¢emo se baviti a to je:
minimizirati (maksimizirati) funkcionelu I(f), odnosno pronaéi funkciju
f(x) za koju ¢e funkcionela I(f) imati ekstremnu (minimalnu ili maksi-
malnu) vrijednost.
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Zadajemo grani¢ne uslove (grani¢ne tacke u kojima je funkcija f defini-
sana) u obliku: f(a) =a, f(b) =p.

Ako pretpostavimo da funkcionela I( f) ima ekstrem u f = f(x), onda za
svaku drugu funkciju (malu promjenu funkcije f) f(x) = f(x) +eg(x) gdje
je € je proizvoljno mali realan broj i ¢ neprekidno diferencijabilna funkcija
sa grani¢nim uslovima

azi

f:) > I(f) ako se za f = f(x) dostize minimum, a

f) < I(f) ako se za f = f(x) dostize maksimum funkcionele I(f) nad
S

[a,b].

1(
I(
X

Definicija 4. Varijacija funkcije f je 5f = f(x) — f(x) = ep(x).

Funkcija f je stacionarna funkcija a f neka njoj bliska funkcija. Dok
smo sa df ili df oznacavali promjenu od tacke do tacke tj promjena ar-
gumenta, sa Jf oznacavamo promjenu funkcije bez promjene argumenta.
Pokazac¢emo dvije leme.

Lema 1. Izvod varijacije funkcije f = f(x) jednak je varijaciji izvoda.

_ oood . d _ do(x)
Dokaz. : Izvod varijacije je: ﬂ(éf) = E(eqo(x)) e
a varijacija izvoda f(x) je

() _ df(x) 4f () _df(x) —df(x) _dep(x) _ d(e(x))

dx dx dx dx - dx dx

¢ime je jednostavna lema dokazana. O

Takode vazi i sljedeca lema:

Lema 2. Integral varijacije je jednak varijaciji integrala.

Dokaz. & /X1f (x)dx) :/:1f(x)dx—/x:1f(x)dx:
/ dx—/X15f(x)dx
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Imajudi u vidu gornje oznake, jasno je da funkcionela I[f + e¢(x)] do-
stize svoj ekstrem za ¢ = 0, odnosno koriste¢i diferencijalni racun to znaci
da izvod funkcije I[f + e@(x)] po € mora biti jednak 0 u tacki e = 0. Za
ovaj izvod kazemo da je prva varijacija funkcionele [ i oznacavamo sa é1,
odnosno

(2.2)

1= Il +ep()|

Dip = L[ Fixffia

de  de \ s '
_ [Y(OFdx oFdf OFdf
-/ <$£+a—fa+—aﬁ—de)dx

Posto x ne zavisi od ¢ slijedi da je Z—: = 0. Takode, znajuéi da je f(x) =
f(x) + ep(x) slijedi da je

af _

. df
7 S

Q.

Koriste¢i ovo dobijamo:

d .. b [OF oF

—1 = / — 0+ — ! dx 2.3

=/ (afqo af,sv) (2.3)
Kako ¢ ne ucestvuje u integraciji mozemo odmah uzeti vrijednost ¢ = 0 Sto
nam treba po uslovu. Dobijamo:

—/b(a—P +8_F ’)dx
R T T

Parcijalnom integracijom drugog ¢lana u jednacini, uzimajuci da je

d ..
El[f]

oF
U= of dv=¢', odnosno
du d oF dx v=2¢
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dobijamo sljedece:

boF oF

d bbb 4 9F
61 = %I[ersgo(x)] 8:0— i ggoder a—f,qo -/ Ea_f’q)dx

a

odnosno kako smo na pocetku postavili uslov da je ¢(a) = ¢(b) = 0 dobi-

jamo konacno:
b /OF d oF
1= [ (379~ deape ) 1=

Zapisa¢emo dobijenu jednakost u obliku:

b
51 = / (a—F - ia—F) pdx =0 2.4)
a

jer ¢e nam trebati za vrlo vazna zapazanja.

2.3 OQjler-Lagranzova jednacina

b
Lema 3. Neka vazi / S(x)h(x)dx = 0 za sve funkcije h = h(x) € C'[a,b] za
a

koje vazi h(a) = h(b) = 0, pri ¢emu je S(x) € C|a,b] data funkcija. Tada je
S=0.

Dokaz. Datu lemu dokazacemo svodenjem na kontradikciju. Dakle, pretpo-
stavicemo da postoji xg € [a,b] za koje je S(xg) # 0. Bez umanjenja opstosti
mozemo pretpostaviti da je S(xg) > 0. Kako je S neprekidna funkcija, po-
stoji interval (¢,d) C (a,b) takav da xg € (c,d) i vazi da S(x) > 0 za sve
x € (c,d).

Po uslovu je h(x) proizvoljna funkcija, pa ¢emo za h izabrati na sljedeci

nacin: c—x)2(d—x)? zaxe(cd
h(x) = { (() a ) za xg Ea,b])\ (c,d)

Primijetimo da je h(a) = h(b) = 0 za svaku funkciju & pa i za ovako oda-
branu. Posmatramo integral:

b d
/uS(x)h(x)dx:/C S(x)(c — x)2(d — x)2dx > 0

Sto je kontradikcija sa uslovom leme.
Dakle, zaklju¢ujemo da je S(x) =0 Vx € [4,b] tj S=0na [a,b]. O
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Upravo dokazanu lemu ¢emo iskoristiti da bismo izveli potreban uslov
za pronalazenje ekstrema funkcionele, odnosno formulisanje jednacine po-
znatije kao Ojler-Lagranzova jednacina. Pogledajmo sada jednacinu

Na pocetku razmatranja funkcinele rekli smo da je F neprekidna i da su

oF oF
njeni izvodi do tre¢eg reda neprekidni. Zato je — d oF neprekidna

of  dx xof

funkcija na [a,b]. Takode smo pretpostavili da je ¢ € C~'[a,b] i da je
¢(a) = ¢(b) =0.
Na osnovu dokazane leme zakljucujemo da je:

oF d oF

Jednacina [2.5koju smo dobili je Ojler-Lagranzova jednaéina.

Kao $to smo rekli, Ojler-Lagranzova jednacina je samo potreban uslov
za ekstrem, ali nije i dovoljan. Slijedi drugi nacin za izvodenje Ojler-
Lagranzove jednacine koji nam je bitan jer ¢emo tu dodi i do dovoljnog
uslova za ekstrem funkcionele i pojma druge varijacije.

2.3.1 Druga varijacija

ImajuéiA u vidu definiciju funkcionele I (1) i oznaku f zapisacemo kako
izgleda I(f):

Prirastaj funkcionele je :

. b A
1D =100 = | (Fixf.f1 = Flx.f.f1) dx (2.6)
Iskoristi¢emo Tejlorovu formulu na funkciju F u okolini tacke f(x):

[fﬁ%—[fﬂ=
- Loy [(f.ﬂ 2 (- fﬂ3+R
= f 57 of 3F 3
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Znamo da je 6f = f — f = e@(x) i to uvrstimo u prethodnu jednaéinu dobi-
jamo:

Flx.f,f1 = Flx f.f] =
2 2
= g—;sqv( x) + 8]1;, ¢+ Zaajfz ¢+ a?cal;,szqvfp”r 288]58(/? +—(f 2

Koristslé:i : E)F
/
dF = fsqo + - af’
0°F 0°F F
2 2 2
T =20m 7 " anpt 09+ "

prethodnu formulu mozemo zapisati kao:
v, 1
Flx,f,f') = Plx,f, f'| =dF + d°F + Ry

Vrativsi dobijene rezultate u jednakost (2.6)), dobijamo prirastaj funkcio-
nele u obliku:

1(f) = I(f) :/ub (dF+1d2F+R3> dx

b /9F 821—"22 ?F , , 0*F ,
= /a <fe(p+af,e(p)dx+/ (28f2 go—|—afaf,€q>qo —I—Weqo)dx

b
+ / R3dx
a

Sa 61 smo oznacavali prvu varijaciju, odnosno
’ s + of —eq'dx.

Sada uvodimo drugu varijaciju, tj. 5°1:

1 b 9%F 9%F 9%F
27 L 2 _ 2 2 2 1, 98 2
51_2!/adFdx /H<28f2 g0+afaf,egog0+28f,ego)dx.

PiSemo jednakost (2.6]) u obliku:

b
51 :/ dFdx —
a

a b
1) —1(f) = 51+521+/ Radx

= (SI+5ZI+/ 3l )& p3dx
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I(f) = I(f) = 01 + 6°1 + ’R3 2.7)

Vidimo da 61 ima faktor ¢, 621 faktor €2 i tre¢i sabirak ima faktor ¢3. Na
pocetku smo definisali € kao proizvoljno mali broj koji moze biti i pozitivan
i negativan. Tada je jasno da ¢e I(f) — I(f) imati stalan znak za 61 =0
$to nam daje potreban uslov za ekstrem funkcionele . Dosli smo do uslova
koji trebamo srediti 61 = 0. To moZemo uraditi parcijalnom integracijom
kao u prethodnom razmatranju ili moZemo posmatrati:

4 (08 _ yof doF
ax \%ar ) =V T Yaxaf
OF d ( aF) d 9F

iz éega Sh_]edl Qla—f’ = % goa—f, — q)%a—f/

Ako to iskoristimo u izraz za JI dobijamo:

o P (403) i)

[ (2 ) e (2
“J. ax \Pap ) T\ Pap

=0
jer je ¢(a) = ¢(b) = 0 po uslovu sa pocetka razmatranja funkcionela, onda

X=a
oI ima oblik: ) 5 15
F F
o1=e (57 - ar )

Sada koriste¢i Lemu [3| vidimo da je 61 = 0 ako je zadovoljen uslov

OF 4 oF _
of dxof

A kako je

(2.8)

Posljednja jednacina je upravo Ojler-Lagranzova jednacina koju smo vec
jednom izveli na drugaciji nacin. Integralne krive koje zadovoljavaju Ojler-
Lagranzovu jednacinu nazivaju se ekstremale.

Ono sto sada Zelimo da uradimo jeste da formuliSemo dovoljan uslov za
ekstrem, odnosno Zelimo da vidimo da li je dobijeni ekstrem minimum ili
maksimum funkcionele I. Ako pogledamo jednakost (2.7)):

I(f) = I(f) =01 + 6°1 + ’R3

vidimo da vazi A A
f = f(x) je minimum funkcionele ako je I(f) — I(f) > 0 za sve f(x) =
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f(x) +ep(x) a to je taéno samo ako je druga varijacija 621 > 0, a

f = f(x) je maksimum funkcionele ako je I(f) — I(f) < 0 za sve f(x) =
f(x) +ep(x) a to je taéno samo ako je druga varijacija 6°I < 0.

Naravno, primijetimo da treéi sabirak ¢3R5 ne uti¢e na znak prirastaja funk-
cionele jer smo ¢ birali kao proizvoljno mali broj. Takode, kako je

0°F 0°F ’F p
(521— / {fZ(Per afaf,cp(er f/ch dx

znak od 621 nije nimalo lako odrediti, pa se ¢esto posmatra znak samo po-
dintegralne funkcije. Zanimljivo istraZivanje je predstavio Lezandi| 1786.
u Parizu. Bio je zainteresovan za provjeru da li je dobijeni ekstrem mi-

nimum ili maksimum funkcionele. LeZandr je dokazao da se znak od 6%]
2

izracunavanju Cesto koristi. [1]]. Jo$ jedan problem mozZze biti nemoguénost
rjeSavanja Ojler-Lagranzove jednacine. Dakle, tada nemamo ni stacionarnu
funkciju koja bi mogla biti ekstrem. U tim slucajevima se treba pozabaviti
rjeSavanjem diferencijalne jednacine numerickim putem i traZenje pribli-
znog rjeSenja ¢ime ¢emo se kasnije pozabaviti. Detaljnije pogledati u [3] i

[2].

Kroz istoriju se ispostavilo da je varijacioni racun, kao metod optimi-
zacije, efikasan pristup problemu ali rjeSavanje Ojler-Lagranzove jednacine
moze da prili¢no ograni¢i njegovu upotrebljivost. U opstem slucaju kada
trazena funkcija zavisi od viSe veli¢ina dobijamo parcijalno diferencijalnu
jednacinu za koju nemamo utvrden algoritam rjeSavanja. Sa druge strane,
ne znamo ni da li postoji funkcija koja bi zadovoljavala posmatranu jed-
nacinu. Dolazimo do obratnog tvrdenja: Ako varijacioni problem ima ek-
stremnu vrijednost tada Ojler-Lagranzova jednacina ima rjesenje.

Upravo to je koristio Dirihle E] da pokaze postojanje harmonicne funkcije
sa utvrdenim grani¢nim vrijednostima. Na taj nacin za jednacine koje se
mogu dovesti u korespondenciju sa Ojler- Lagranzovom jednac¢inom znamo
da rjeSenje postoji. Postavlja se pitanje pod kojim uslovima postoji mini-
mum funkcionala. U jednom primjeru VajerStras je pokazao da nije do-
voljno da je funkcional konveksan i ograni¢en sa donje strane [4].

1 Adrien-Marie Legendre-francuski matemati¢ar
2Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet- njemacki matemati¢ar
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2.3.2 Specijalni sluc¢ajevi Ojler-Lagranzove jednacine

U ovom odjeljku ¢éemo posmatrati neke specijalne slucajeve Ojler- La-
granzove jednacine koji nam pri rjesavanju problema mogu biti od koristi.
Prvo ¢emo posmatrati slucaj kada funkcija F ne zavisi eksplicitno od zavi-
sno promjenljive f(x). U ovom slu¢aju imamo F = F[x, f'(x)] i tada je jasno

daje ﬁ = 0. Tada Ojler-Lagranzova jednacina postaje
d oF
S
dxof’
1 zatim integracijom postaje
a—F = const
of ’

Primijetimo da je zadatak sa najkra¢im rastojanjem izmedu tacaka primjer
ovog specijalnog slucaja.
2.3.3 Beltramijeva jednakost

Zanimljivu situaciju imamo i ako funkcija F ne zavisi eksplicitno od ne-
zavisno promjenljive x. Tada je F = F[f(x), f’(x)] pa ¢emo zamjeniti uloge
zavisno i nezavisno promjenljivoj.

) = [
= [7E ey
= [Rgar

pri ¢emu je sada integracija po f, x" izvod x po f i F[f,x'] = x'F[f, (x")71].
Primijetimo da smo ovo sad sveli na prvi specijalan slucaj jer nemamo za-

visnu promjenljivu x(f).

Medutim, moZemo da radimo i direktno preko Ojlerove formule bez
svodenja na prvi specijalan slucaj sto ¢emo sada i uraditi jer Zelimo gotovu
formulu za slucaj kada funkcija F ne zavisi od nezavisno promjenljive x.
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Krecemo od Ojlerove jednacine

OF _doF
of dxodf’ -
i pomnozimo je sa ﬂ
p J dx
oFdf d (oF\df

Koriste¢i pravilo za izvod proizvoda funkcija, racunamo izvod po x
FAf' _ d (OF\df  OF
of' dx) — dx \9f')dx of dx?
odakle slijedi
4 (BENdf _ (FFdf\ oFdY
dx \9f' ) dx \9f dx af dx?
Uvrsti¢emo dobijeno u jednakost [2.9]i dobijamo

N AT L S

afdx dx\afdx) Tapme

Za funkciju F = F(x, f, f') vazi
dF_OF  OFdf | OF &f
dx 9dx ofdx 9f dx?

$to ¢emo namjestiti u oblik koji nam odgovara prebacivanjem prvog sabirka
sa desne na lijevu stranu

oFdf  oFd*f dF OF

ofdx ' of dx2  dx ox’

Primjecujemo da je to $to smo dobili zapravo zbir prvog i treceg sabirka u
jednakosti pa uvrStavanjem dobijamo

F O ()

oF
U nasem specijalnom slucaju imamo da je i 0 pa posljednja jednakost

G d (o dpY
dx dx \of'dx)

postaje
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Konac¢no integraljenjem po x dolazimo do

F — f’a—F = const (2.11D)

of’

¢ime smo dobili formulu, Beltramijeva jednakos ekvivalentnu Ojler-
Lagranzovoj formuli za slu¢aj kada funkcija F ne zavisi direktno od ne-
zavisno promjenljive x.

2.4 Neke primjene Ojler-LagranzZove formule

U ovom odjeljku ¢emo na konkretnim primjerima vidjeti primjenu Ojler-
Lagranzove formule. U pitanju je primjer koji smo definisali na pocetku [str.
10]] i primjer brahistohrone.

2.4.1 Problem nalazenja najkraceg puta

Dakle, minimiziramo funkcionelu koja sada zavisi od t,x(t) i x(t)

by ]
[— thz/ 1+ (x/(1)2)dt
e = [ @)

sa grani¢nim uslovima x(ay) =az i x(by) =b, .

Ojler-Lagranzova jednakost za datu funkciju je:

oF _doF
ox  dtox’’

F
Kako nasa funkcionele ne zavisi direktno od x onda je g—x =0.

Dalje, racunamo:
oF 1 oy — x’
ox' 2y/14+x” V141"

Uvrstavanjem u Ojler-Lagranzovu jednacinu dobijamo:

d X . x!
dt/14x* 7 V1+x7

3Dobila je ime po italijanskom matemati¢aru Beltramiju (Eugenio Beltrami)

0 = const.
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Prakti¢no, to znaci da je x'(t) = m, a dalje je x(t) =mt +n gdjesumin
konstante. UvrStavanjem grani¢nih uslova dobijamo sistem dvije jednacine
sa dvije nepoznate m i n.

ap = may+n

b = mbi+n
Rjesavanjem dobijamo :

ay — bz lllbj)_ — a2b1

t) = t
x() [11—[91 + al—bl

Sto je i bilo prirodno rjeSenje da dobijemo pravu liniju kao nakrace rastoja-
nje izmedu dvije tacke.

2.4.2 Problem brahistohrone

Uradi¢emo jos jedan poznati problem varijacionog racuna, problem bra-
histohrone $to u prevodu sa grckog znaci najkrace vrijeme, koji je nepo-
sredno prethodio zvani¢nom nastanku varijacionog racuna. Problem je prvi
postavio Johan Bernuli u junu 1696. godine i time izazvao tadasnje ma-
tematicare da traze pogodna rjeSenja. Problem su rijeSili Jakob Bernuli,
Lopital, Isak Njutn, Lajbnic i Erenfrid Valter. Po Njutnovoj biografiji koju
je napisao muz njegove rodakinje John Conduitt Njutn je, idu¢i kasno iz
kancelarije kudi, rijeSio problem oko 4h ujutru jer nije Zelio da zaspe dok
ne rijesi. Johan Bernuli je kasnije formulisao tezu verziju problemu koju je
sam rijeSio. Za viSe detalja o njihovim rjeSenjima pogledati [1], [2].

Problem glasi: Neka su tacke O i B dvije tacke u vertikalnoj ravni u
odnosu na zemljinu povrsinu. Kriva po kojoj se krece tijelo koje samo pod
uticajem gravitacione sile ide od tacke O do tacke B za najkrace vrijeme
naziva se brahistohrona.

Oznac¢imo masu tijela sa m i sa g gravitacionu konstantu (slika [2.4).
Trazimo krivu u = u(x) od tacke O (0,0) do tacke B (b,8). Na osnovu
zakona odrzanja energije (imamo ovdje kineticku energiju- zbog kretanja i
potencijalnu energiju- zbog promjene visine) vazi

L
—_ —_ = O.
5 MU — mgi
Dijeljenjem jednakosti sa m(m > 0) dobijamo
1
~v* —qu=0

2
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[2g,ug) = (0,0) Ty — b
P L T S S

. f
. ulx)
— ]

T
¥ TTT—— &
Slika 2.4: Brahistohrona
iz ¢ega direktno slijedi da je v(x) = \/2gu(x). Vrijeme kretanja tijela ra-

¢unamo kao koli¢nik predenog puta i brzine. Prec‘lenl put, odnosno duzina
krive od ta¢ke O do tatke B, po promjenljivoj x je /1 4 u'2dx. Prema tome
V14 udx

2gu(x)
Dobijamo izraz za ukupno vrijeme kretanja koje zavisi od krive po kojoj se
krece je

vrijeme kretenja je

/2
I/l

Dakle, mi trebamo pronaci funkcuu u = u(x) koja minimizira funkcionelu

T(u). Konstanta

nam ne utice na ekstrem funkcionele. Za rjesava-

nje ovog problema koristimo Beltramijevu jednakost jer kao $to vidimo T
ne zavisi direktno od nezavisno promjenljive x. Oznac¢imo podintegralnu
funkciju kao i ranije sa F

14 u'?

F(x,u,u’) = ”

oF
Podsjetimo se da Beltramijeva jednakost glasi: F — u’ E ¢, c=const.
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U naSem slucaju imamo
oF 1

1 u
o 2 =
' V142 ViV 1+ u'?

Sto ¢emo uvrstiti u Beltramijuevu jednakost (uslov za ekstrem)

/

oF
-
c s
B /1—i—u’2_u, u'
u Vi1 +u'?
1+u*—u?
- Vi1 +u'?
1

Vuvil+u 2
Kvadriranjem jednakosti dolazimo do
1
? = ———=
u(1+u'”)
odnosno

2y 1 5
u(l+u )—C—z—r.

- du . : :
Koristimo u' = T i sredujemo jednakost:
X

du 2 2

u (1 -+ (%) > = r
du\ 2 r2

1+ (dx) u

du\ 2 2
(a) = !

d_u B r2—u
dx u
ir — du
r2—u
u
dx = “ du
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Integraljenjem dobijamo:

u
x:/ 5 du
e —u

. . s . .ot .
Rje$avamo integral kori$¢enjem smjene u = 2 sin’ 5 iz Cega je

t t t
du = 2sm2cos§ Ezrzsinicosi,te[o,rc].
r2sin? L t t sin? £ t t
- e R S T 2 2 s
x = / —rzsm : r 51n2c0s2dt—/ s r 51n2c052dt
sin 5 t t t
= / 72 2t Sin — cos — dt / r2sin - sin —dt
oS 5 2 2 2
= rz/sin2 dt—rz/1 _COStdt
B 27 2
= 2/1—cost 2(t—smt)

Smjenu koju smo koristili mozemo zapisati u prikladnijem obliku:

2.2t T
u=rsin® 5 = E(l — cost).
Konac¢no, imamo parametarski zadatu funkciju

r? ,

X = i(t—smt)
2

u = E(l—cost)

koju zovemo cikloidaﬁ]i time smo dobili krivu koja minimizira pocetni pro-
blem.
2.5 Prirodni granicni uslovi

U dosadasnjem razmatranju, trazili smo funkciju koja je ekstrem funkci-
onele sa unaprijed zadatim grani¢nim uslovima, tj. znali smo daje f(a) =«

“cikloida je kriva koju opisuje ta¢ka na kruznici dok se kruznica kotrlja po x-osi bez
trenja
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i f(b) = B. Sada ¢emo vidjeti Sta se deSava ako nemamo zadate pocetne
uslove. Sjetimo se da smo za JI nakon primjene integracije dobili:

boF b d oF
51 = / d / d
ar? Haf' dxaf P
Tada nam je drugi sabirak (dobijen parcijalnom integracijom) postao
0 upravo zbog zadatih grani¢nih uslova. Sada to nije slucaj. Medutim,

znamo da mora da vazi Ojler-Lagranzova jednacina da bi neka funkcija
bila ekstrem, odnosno

OF _doF _
of dxof
. . oF .
Nakon toga ostaje da je 6] = a—f/go| o> a kako je potreban uslov za ekstrem
oI =0, slijedi da je
oF |
o, ="
Tada, uslovi koji se prirodno namecu su:
oF oF
— =0i — =0.
af,§0 x=a af/(P x=b

Kori$c¢ena literatura [2].

2.6 Varijacioni problemi sa ograni¢enjem

Cesto se trazi minimizacija/maksimizacija funkcionele pod zadatim uslo-
vima, kao $to smo to imali u racunu sa funkcijama jedne ili viSe promjen-
ljivih gdje se koriste Lagranzovi mnozitelji. Analogan postupak ¢e nam i
ovdje pomocdi.

b
Posmatramo funkcinelu I(f) = / Flx, f, f']dx sa zadatim ogranitenjem
a

b
M]x, f, f'|[dx = L = const. Kao $to smo ve¢ radili kada trazimo ekstrem

a
funkcionele, prvu varijaciju izjednacavamo sa nulom

5(/ab1-“[x,f,f’]dx) —0.
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OgraniCenje mozemo zapisati u obliku

A(/abM[x,f,f’]dx _1)=0

gdje je A Lagranzov mnozitelj. Za ovaj oblik uslova radimo prvu varijaciju

‘5 (3 [ e 10 1)) <o

Kako je L konstanta posljednji izraz je ekvivalentan sa

(S)L/bM[x,f,f’]dxzo.

Sabiranjem potrebnog uslova za ekstrem i ovog oblika izraza ogranicenja
dolazimo do

b b
5 U Flx, f, f'ldx —|—/\/ M[x,f,f’]dx] —0.
a a
b
Sto u stvari znaci da trazimo ekstrem funkcionele | (F+ AM)dx.
a

KoriS¢ena je literatura [2] a u sljede¢em primjeru koristimo [5].

2.6.1 Didonin problem

Naves¢emo zanimljiv primjer za ilustraciju varijacionog problema sa do-
datnim uslovom (ogranicenjem), tzv. Didonin problem. Problem glasi: Od
svih zatvorenih krivih u ravni koje imaju dati obim (duZzinu) izabrati onu
krivu koja obuhvata najve¢u povrsinu.

Problem nosi ime kraljice Kartagine Didone jer je ona bjezeci od svog
brata, fenicanskog vladara dosla do Libije. Dogovor je bio da ¢e joj tamosnji
vladar dati onoliko zemlje koliko moze obuhvatiti volovska koza. Didona je
bila lukava i naredila da se isjeCe koza na tanke trake i njime oivi¢i zemlja
koja je kasnije nazvana Kartagina.

RjeSenje Didoninog problema:
Prvo ¢emo primjetiti da ako tacke A i B polove obim onda one polove i
povrsinu koju obuhvata ta kriva jer ako to ne bi bio slu¢aj onda bismo
umjesto onog dijela krive koji obuhvata manji prostor simetri¢no preslikali
drugi dio koji obuhvata veci prostor i dobili bismo krivu koja obuhvata veci
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prostor od pocetne. Odredujemo, dakle, krivu y = y(x) x € [0,a] za neko
a > 0 takvu da je povrSina izmedu nje i x-ose maksimalna (kako smo rekli
dio sa druge strane ose je simetrican ovome) i tako da je duzina krive zadat
broj. Posmatramo funkcionelu

I(x) = /an(x)dx

a !
. _ o . . 2 _
tako da je y(0) = y(a) = 0 i dodatni uslov /0 A1+ (v (x))%dx = >

Kao $to je gore receno, konstruiSemo novu funkcionelu uz pomo¢ Lagran-

zovih djelitelja
a a
Fd:/ +A 1+’2)d.
[ Fte= [ (v + 2V 14y 07 ) o

Primijeni¢emo Ojler-Lagranzovu formulu ali prije toga ¢emo izracunati iz-

vode:
oF F

W S D S L
;7 ———— e — - — .
Ay 2 /1+y/2 /1+y/2 Ay
UvrsStavamo u Ojler-Lagranzovu formulu i sredujemo

oF d oF

y Aoy
/
1—Adi 4 | =0
A1y (x)?
/
Ag-.__lL__ _ 1
AV Y (x)?
Yy _ x+c
14 y/(x)? A
v (x+c)?
1+y/2 - AZ

yiA2 = (x4 )2+ (x+c)?

VA = (x+c)?) = (x+c)?

;L X+c
y - 2'
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Nakon integracije posljednje jednakosti po x dobijamo:

y=\A—(x+c)2+b

Sto prestavlja polovinu krive a kvadriranjem dobijamo dio sa druge strane
x-ose, odnosno (x + ¢)? + (y — b)> = A%. Prepoznajemo da smo dobili jed-
nacinu kruga Sto smo i ocekivali da dobijemo.

2.7 Funkcionali dvije nezavisno promjenljive

Do sada smo se bavili samo funkcionalima jedne nezavisno promjenljive
i trazili ekstremnu vrijednost po toj promjenljivoj. Ovim problemima su od-
govarale Ojler-Lagranzove jednacine koje su zapravo obi¢ne diferencijalne
jednacine. U ovom poglavlju ¢emo uopstiti probleme na dvodimenzionalni
slucaj, odnosno funkcionali dvije nezavisno promjenljive. Ojler-Lagranzov
potreban uslov kod ovakvih primjera ce biti parcijalne diferencijalne jedna-
Cine.

Neka je funkcija f(x,y) neprekidno diferencijabilna funkcija dvije realne
promjenljive. Posmatramo sljede¢i funkcional

. / /A F (9, f, fx fy) dxdy

gdje je, kao i obi¢no, sa fy oznacen parcijalni izvod funkcije po promjenlji-
voj x a sa f,, parcijalni izvod funkcije po promjenljivoj y. Sa A smo oznacili
domen funkcije f u (x,y) ravni.

Trazimo ekstremnu vrijednost funkcionala tako $to izjednacavamo prvu
varijaciju sa nulom, kao $to smo to radili u slucaju jedne nezavisno pro-
mjenljive

Mm://A(5F(x,y,f,fxrfy)dxd]/20
odnosno [2]
// [aFg + (5}/+af 5f + afx(sfx f&fy} dxdy = 0.

Koristeci cinjenicu da je varijacija nezavisno promjenljive jednaka nuli i
Lemu |1|izraz se moZe napisati u obliku

//[ (5f+aajfaa(5f+§;aa(5f}ddy 0.
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Koriste¢i teoremu divergencije [6] u par redova dolazimo do Ojler-
Lagranzove jednacine za slucaj funkcionele koja zavisi od dvije nezavisno

promjenljive
oF o [OdF o (oF
af ox <V> oy <8_fy) - *12

U praksi ¢esto imamo viSe vaznih parametara koje posmatramo i na
osnovu kojih trazimo ekstrem funkcionele pa nam je ovo uopstenje vrlo va-
zno. Na samom pocetku rada vidjeli smo u primjeru Fermaovog problema
funkcional koji je zavisio od dvije promjenljive. Detaljno izvodenje kao i
druga uopstenja mogu se vidjeti u [2]].



Glava 3

Numericko rjeSenje
Ojler-LagranZove jednacine

Kao Sto smo ranije spomenuli, Ojler-Lagranzova jednacina je u opStem
slucaju parcijalna diferencijalna jednacina za koju nije lako nac¢i analiticko
rjeSenje. Zbog toga se pribjegava koriS¢enju razli¢itih numeric¢kih postu-
paka za rjeSavanje jednacina. Jedan od vrlo koris¢enih postupaka je metod
opadajuceg gradijenta. To je jedan iterativni postupak pomoc¢u kog dola-
zimo do ta¢nog ili pribliznog rjesenja jednacine. Ovaj metod pripada jednoj
Siroj grupi za traZzenje minimuma funkcije (eng. Descent methods). Ono
po Cemu se izdvaja u posebnu grupu jeste izbor pravca po kojem trazimo
minimum [7]].

3.1 Metod opadajuceg gradijenta

U ovom poglavlju ¢emo opisati na koji nac¢in funkcioniSe matod opada-
juceg gradijenta u opstem slucaju. Pote¢emo od gore pomenute Sire grupe
metoda opadanja. Prije svega podsjetimo se definicije gradijenta funkcija.

Definicija 5. Neka je U C R" otvoren i f : U — R parcijalno diferencijabilna
funkcija. Gradijent funkcije je preslikavanje V f : U — R”,
D1 f(x)
Dy f(x
gradf = vf— | D)
Dy f(x)
Dakle, zadatak nam je da minimiziramo funkciju f(x): R" — R

mxinf(x),

35
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odnosno da pronademo vrijednost x za koje je vrijednost funkcije f(x) naj-
manja.

To ¢emo uraditi tako Sto ¢emo formirati niz {x;},t = 1,2, ... na sljedeci
nacin:

Xp41 = Xt + At - Ax (3.1)

gdje je At > 0. Sa At smo oznacili duzinu ili veli¢inu koraka, a sa Ax
pravac kretanja. Duzinu koraka teorijski mozemo birati razli¢itu u svakoj
iteraciji ali u praksi se najcesce izabere jedna vrijednost i koristi tokom
cijelog postupka. Jednakost mozemo krace zapisati kao x := x + tAx.
Ovakav metod zovemo opadajuc¢i metod, odnosno vazi

f(xe1) < f(xt)

osim ako je x; optimalna vrijednost. Dakle, formiramo niz {x;} i zelimo
da pronademo x} za koje je f(x;) minimalno, odnosno tada je AtAx = 0.
Birajuéi At i Ax na razli¢ite natine dobijamo razli¢ite metode. Cesto se
duzina koraka At bira razli¢ito u svakoj iteraciji u zavisnosti od udaljenosti
od tacnog rjesenja.

Ako za pravac kretanja odaberemo gradijent funkcije V£, tj. izaberemo
smijer suprotan od smijera gradijenta Ax = —V f dolazimo do metoda opa-
dajuceg gradijenta:

Xt41 = Xt — AtVf(xk). (32)

Treba paziti pri izboru duZine koraka At jer ako izaberemo previSe malen
broj onda se moze desiti da imamo jako puno iteracija, a ako ipak uzmemo
veliki broj moze se desiti da ,,presko¢imo “ ekstremnu vrijednost. Zbog
toga je najbolje birati duzinu koraka u zavisnosti koliko smo udaljeni od
ekstrema. Kako pocetnu tacku xy biramo potpuno proizvoljno broj iteracija
¢e zavisiti i od tog izbora.

Ponavljamo iteracije dok ne dodemo do x;,; = x; Sto ¢e znaciti da je
Vf(xt) = 0 $to je potreban uslov za ekstrem funkcije f. U slucaju da nam
ne treba tacno rjesSenje ili je do njega tesko do¢i podesi¢emo kriterijum za
zaustavljanje na dovoljno malu vrijednost gradijenta po nekoj normi npr.
[IVfll2 < ezae>0ikada taj uslov bude zadovoljen zaustavljamo se.

Postavlja se jedno potpuno prirodno pitanje. Zasto je izbor gradijenta
funkcije dobar izvor za pravac kojim se kre¢emo u nasim iteracijama? Sli-
jedi definicija izvoda u pravcu i teorema koja nam daje odgovor na posta-
vljeno pitanje.

Definicija 6. [|6] Neka je U C IR" otvorenskup, f:U —R, xe U, v e sn-l—
{x € R": ||x|| = 1}. Izvod u pravcu v funkcije f u tacki x je
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flx+tv) = f(x)

t

Dof () : Fx+ to) = lim

"t
ukoliko postoji granicna vrijednost.

U specijalnom slucaju v = ¢; izvod u pravcu je ba$ parcijalni izvod D;f (x).
Bez dokaza navodimo teoremu za izvod kompozicije funkcija.

Teorema 2. Nekasu UCR"i VCR", f:U—R", g:V — RP tako da
f(U) C V. Ako je funkcija f diferencijabilna u x € U i funkcija g diferencija-
bilna u f(x) € V onda je kompozicija g o f = g(f(x)) : U — RP diferencija-
bilna u tacki x € Uivazi D(go f(x)) =D(g(f(x))) - D(f(x))).

Skalarni proizvod vektora oznacava¢emo sa (x,y). Takode, vazi:

D(g(f)) = (Vg(f)" - Df(x) = (Vg(f(x)), f(x)).

U slucaju izvoda u pravcu imamo kompoziciju funkcija f(v) i v(f) = x + tv
pa kako je v'(t) = v slijedi da je

Dyof(x) = D(f o v(0)) = (Vf(x +0),0) = (Vf(x),0).
Navodimo bez dokaza poznatu Ko$i-Svarcovu nejednakost.

Teorema 3. [8]] U unitarnom vektorskom prostoru V za svako x,y € V vaZi

(e y) < lx[]- [yl
Pri tome, jednakost vazi samo ako su vektori linearno zavisni.
Koriste¢i Kosi-Svarcovu nejednakost pokazujemo sljede¢u teoremu.

Teorema 4. Neka je U C R" otvoren skup i f : U — R diferencijabilna funk-
cija. Ako je V f(x) # 0 tada je izvod u pravcu funkcije f u tacki x maksimalan

V/(x)

Za pravac vy := W tj. gradijent funkcije je pravac najbrzeg rasta funk-

cije f u tacki x.
Dokaz. Koriste¢i Ko$i-Svarcovu nejednakost slijedi

(Vf(x),0) <[Vl - [ol] = [[V ()]
¢ime je jasno da izvod u pravcu ima najvecu vrijednost ||V f(x)||. Zanima
nas za koji pravac odnosno za koji vektor se to postize. Ako je Vf(x) #0

Vf(x)

tada za vy = —*——— dostizemo tu maksimalnu vrijednost.

IV f(x)]]
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Vi) \ V@I
|vf(x)||>— —IVF ).

(V50,50) = (VF (), NGl

]

Dakle, vidimo da je gradijent funkcije pravac najbrzeg rasta funkcije f
u tacki x. U nasSem slucaju trazimo minimalnu vrijednost pa pretrazujemo
u smijeru suprotnom smijeru gradijenta.

Nakon $to smo opisali i objasnili metod opadajuceg gradijenta u uop-
Stenom slucaju pokazimo na jednostavnom primjeru kako funkcionise.

Primjer: Ako imamo funkciju f(x) : R — R onda nam se cijela situa-
cija malo uprosc¢ava. Naravno, u slucaju funkcije jedne realne promjenljive
gradijent funkcije u tacki xg je vrijednost prvog izvoda funkcije u toj tacki
f'(x0) odnosno gradijent nije vektor nego broj.

Algoritam:

e izabrati proizvoljnu pocetnu tacku xp € R

e Ponavljati:
izabrati duzinu koraka ¢, (moZe a ne mora biti isti broj tokom cijelog
postupka)
Xpe1 =X — At f/(xp)
sve dok ne dodemo do f'(x¢) =0ili | f(x¢)| < € za neko unaprijed dato
e>0.

Neka je data funkcija f(x) = x> — 2x. Naéi minimum funkcije koriste¢i
metod opadajucéeg gradijenta iduéi od pocetne tacke xo = 0.
Prvi izvod funkcije je f/(x) = 2x — 2. Neka je u svakoj iteraciji duzina ko-
raka jednaka At = 0.3.
x1=0-03(2-0-2)=0.6
X =06—03(2-04—2)=0.84

x5 = 0.936
xy =0.974
x5 = 0.989
x¢ = 0.996
x7 = 0.998
xg = 0.999 ...

Ono $to primje¢ujemo jeste da na pocetku imamo ,vece korake“ a kada
se priblizimo ekstremu imamo ,manje korake“. Vrijednost gradijenta se
smanjuje i onda se ne pomjerimo mnogo od prethodne tacke. Cesto je za
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dolazak do ta¢nog rjeSenja potrebno mnogo iteracija, opet u zavisnosti od
izbora pocetne tacke i izbora duzine koraka.

Jasno, u ovom primjeru lako vidimo da se minimum funkcija dostize
u tacki x = 1. Primjenom metoda opadajuceg gradijenta smo za pocCetnu
tacku x = 0 i korak 0.3 za 8 iteracija stigli do tacke 0.999 sto znaci da je
nasa greSka u tom momentu jednaka 0.001.

Bitno je naglasiti da se numericke optimizacije danas rade na racunaru
i da nam par iteracija viSe ne oduzimo mnogo viSe vremena ako nam daje
znatno bolji rezultat za odredene svrhe. U ovom primjeru, iako nemamo
mnogo iteracija, koriS¢en je program Octave i tacno rjeSenje dobijamo u 14.
iteraciji pomocu, u ovom slucaju, jednostavnije funkcije:
function res=gradijent(x,t)
while (2*x-2) 1=0
x=x-t*(2%2)
end
res= Xx;
endfunction.

U oznacavanju iteracija koristili smo slovo ¢t odnosno pisali smo x;, Sto
nije slu¢ajno. Obicno je slovo t rezervisano za vrijeme. Pogledajmo kako
mozemo da tumacimo metod opadajuceg gradijenta. Jednakost mo-
Zemo zapisati u obliku

Xi+1 — Xt = AtV f, odnosno

Xt41 — Xt
At vf

¢ime vidimo da je promjena vrijednosti x po ,,vremenu“ jednaka gradijentu
funkcije f. Dijeljenje jednakosti sa At ne pravi problem jer smo na pocetku
naglasili da je At > 0. To ograniCenje ima smisla jer ne Zelimo da nam
korak bude duzine 0. Kada dodemo do toga da je promjena x po t odnosno
x; jednaka O to znaci i da je Vf = 0 ¢ime je ispunjen potreban uslov za
ekstrem funkcionele.

Nakon §to smo se upoznali sa osnovama metoda opadajuceg gradijenta
u uopstenom slucaju Zelimo da vidimo kako da ga primijenimo i na va-
rijacioni racun, odnosno na rjeSavanje Ojler-Lagranzove jednacine. Nas
zadatak je bio da minimiziramo funkcionelu Nepoznata promjenljiva
je funkcija f(x) i to je jedina promjenljiva pa se gradijent svodi na izvod
funkcionala po promjenljivoj funkciji f. U prethodnom poglavlju smo vi-
djeli Sta se deSava kada vrSimo perturbacije za funkciju e¢. Dobili smo kao
rezultat Ojler- Lagrnzovu jednacinu. Bitna razlika u odnosu na prethodnu
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pricu jeste ta da nam rjeSenje nije brojcana vrijednost nego funkcija. Dakle,
pocinjemo od proizvoljne funkcije i kre¢uéi se po pravcu Ojler- Lagranzove
jednacine dolazimo do naredne funkcije sve dok ne dodemo do optimalnog
rjeSenja.

Metodom opadajuceg gradijenta

fuoalo) = o) = 8t (57 = o5 ) FOfo )

minimiziramo funkcionelu I(f) = fabF [x, f(x),f'(x)]dx za datu poletnu
funkciju fp(x) gdje je At duzina koraka kao i ranije. Na isti nacin kao i
u opStem slucaju tumacimo prethodnu jednakost. Kada promjena funkcija
po vremenu postane 0 tada je Ojler-LagranZzova jednacina jednaka O Sto
znaci da je za posmatranu funkciju ispunjen potreban uslov za postojanje
ekstrema. Zbog toga Cesto ovaj metod nazivamo i ,,time marching “.



Glava 4

Primjene varijacionog racuna

Ranije smo govorili o tome da varijacioni racun kao metod nastao iz
prakti¢nih razloga, iz potrebe za optimizacijom raznih problema gdje dife-
rencijalni racun ne moze pomo¢i. U ovoj glavi ¢emo kratko navesti neke
od primjena varijacionog racuna: model ekonomskog rasta [9] i digitalnu
obradu slike [2], [10]. Zbog moguc¢nosti primjene u mnogim problemima
iz razlicitih oblasti metod varijacija postaje univerzalno orude za optimiza-
ciju.

4.1 Model ekonomskog rasta

Ozbiljnije interesovanje iz analize teorije ekonomskog rasta pocinje sre-
dinom dvadesetog vijeka. Jedan od prvih je Domar-Harodov model ali je
imao dosta mana. Unaprijedivanjem ovog modela nastao je neoklasi¢ni
model rasta. U ovom modelu ekonomskog rasta, rast autputaﬂ je predsta-
vljen kao suma kapitali rada. Citava ekonomija se posmatra kao jedan
sektor, koji proizvodi samo jedan proizvod Y dat sljedecom proizvodnom
funkcijom:

Y(t) = F[L(t),K(¢)]; (4.1)
gdje je:
t— vrijeme , L(t)— koli¢ina rada i K(t)— koli¢ina kapitala .
Koriste¢i oznake X(#)— potro$nja i I(#)— investicije, ravnoteza na trziStu

1 Autput u ekonomiji predstavlja ukupnu vrijednost svih dobara i usluga proizvedenih
kao ekonomski subjekt.

2Kapital predstavlja vrijednost koja se ulaZe u proizvodnju ili neku drugu ekonomsku
djelatnost sa osnovnom namjerom da se uveca, odnosno da donese dobit.

41
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gotovih proizvoda je data sa:
Y(t) = X(t) 4+ I(t) (4.2)

Ako pretpostavimo da je opadanje zaliha kapitala nastalo usljed habanja ili
zastarijevanja opreme u svakom trenutku jednako i predstavlja konstantan
udio y postojeceg kapitala, tada su investicije I(¢) jednake:

I(t) = K'(t) + uK(t) (4.3)

gdje je diit) = K'(t).
Sa L smo oznacili koli¢inu rada, pa je L(0) ulozena kolic¢ina rada u trenutku
t =0, a uloZena koli¢ina rada raste eksponencijalno sa konstantom # u toku
vremena, odnosno L(t) = L(0)e™.

Do sada smo uveli 5 promjenljivih (Y(t),L(t),K(t),X(t),I(t)) i 4 jedna-
¢ine. Dodajemo jo$ jednu jednacinu (proporcionalno Stedno ponasanje)
koja pokazuje kako se ponasa potrosnja:

X() = (1-s)(Y(t) - uK(H)) (4.4)

pri ¢emu je s € (0,1) kostanta koja opisuje stopu Stednje, odnosno 1 — s je
stopa potrosnje. Ono $to je vazno naglasiti jeste da je funkcija F homogena
tj vazi:

FlaL(t),aK(t)] = «F[L(t),K(t)].

Dakle Y (t) odnosno F[L(t),K(t)] ¢emo zapisati koriste¢i oznake % =
k() i F[1, T] = f(k(t)) u obliku
K(t
Y(t) = F[L(t),K(t)] = L(t)F[l,%] = L(t)f(k(t)). (4.5)
odnosno: Y1)
f(k(t) = 0]
Ako u jednatini [4.2] zamijenimo Y(t) i I(t) koriste¢i jednakosti [4.1] i
dobijamo:
F[L(#),K(8)] = X(t) + (K'(£) + pK(t)).
Dobijenu jednakost podijelimo sa L(f) i uvedemo oznaku % = x(t) i
dobijamo:

fU() = x(8) + Ty + k(E): (4.6)
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K'(t)

Primjetimo sada da 170 # k' (t). Vazi:
v (KO _KOLO -KOL®) _K@©) _ KOL KO L
(1= (L(t)) = (1) =T LOLO L) L

. L) (Loe™)"  nLge™
pri tome znamo da je 0 = Lot T Lot

= n. Dakle, onda je:

wﬂ=iﬁg—ﬁa)
odnosno k(1)
o =~ K'(t) + nk(t).

Ako uvrstimo dobijeno u[4.6) dobijamo
fk()) = x(t) + K (£) + nk(t) + pk(t)

Sto ¢emo zapisati u sljede¢em pogodnijem obliku

K'(t) = f(k(t)) — vk(t) — x(t) 4.7

gdje smo oznacili v = u + n. Dobijenu jednacinu zovemo fundamentalna
jednacina neoklasi¢tnog modela rasta.

Definicija 7. Vremenska putanja (k(t),x(t)), t € (0,00] naziva se izvodljiva
putanja rasta ukoliko zadovoljava jednadinu k'(t) = f(k(t)) — vk(t) — x(t)
ik(t),x(t) >0.

Jasno je da postoji mnogo krivih koje zadovoljavaju 4.7|sto je posljedica
toga da posmatrana jednakost ima dvije nepoznate k(t) i x(¢). Zbog toga se
trudimo da pojednostavimo jo$ malo pomenutu jednacinu. Jednacinu (4.4

Y(t)

¢emo sa obe strane podijeliti sa L(t) i iskoristiti f(k(t)) = Ok

x(t) = (1 —s)f(k(t) — pk(t)).

Kombinacijom posljednje jednakosti sa fundamentalnom jednac¢inom eko-
nomskog rasta dobijamo:

K () = sf(k(t)) — vk(t) (4.8)
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gdje smo sa v* oznaciii n + spu.

Dakle, pretpostavili smo da privreda proizvodi jedan proizvod Y, kori-
steci koli¢inu rada L i koli¢inu kapitala K, dok je X ukupna koli¢ina potro-
Senih sredstava, tj. posmatramo model

Y(t) = FIL(#),K(t)]
KI(t) + pK(t) = Y (t) — X(t)

Postavljamo pitanje: Kolika potrosnja je potrebna u datom vremenskom
trenutku kako bi se maksimizirala funkcija cilja pri ¢emu bi bile zadovoljne
gore navedene jednacine i granic¢ni uslovi?

Jasno je, ako u sadasnjosti troSimo vise u budu¢nosti ¢emo imati manje
uStedenih zaliha, a ako u sadasnjosti ne troSimo mnogo onda ¢emo u bu-
du¢nosti imati viSe zaliha. Pitamo se koja potrosnja je optimalna. Funkcija
cilja data je sa:

T
1= /0 x(b)dt (4.9)

gdje je T planirani vremenski period. Koriste¢i jednacinu problem po-
staje

T
I= [ (FG(0) = vi(t) — k(1)) d

Sto se rjeSava varijacionim racunom.

Posmatrajmo grafik [4.1} Prikazane su dvije krive « i f. Kriva a predsta-
vlja ,Stedljiv* tip ekonomija a B ,manje Stedljiv“ tip ekonomije. Zahtijeva
se uporedivanje oblasti ispod krive a do prave t = T i oblasti ispod krive 8
do prave t = T. Ono Sto trazimo varijacionim racunom je kriva ispod koje je
najveca povrsSina do prave f = T. Vidimo da trazena kriva zavisi od odabira
trenutka T odnosno vremenskog intervala u kom posmatramo ekonomiju.
Vec¢ sa grafika vidimo da za krace vremenske intervale Stedljiv tip nije opti-
malan. Medu ekonomistima je uobicajeno da se uzima interval T = co. U
tom slucaju moramo voditi racuna i o dobroj definisanosti integrala, tj. da
li on konvergira ili divergira.

Funckija cilja se mijenja u zavisnosti od potrebe i Zelje za ta¢noscu i
time se problem rjesavanja olaksava ili otezava. Funkcija cilja prihvatljivija
za ovaj problem ali otezava racun je

J= / ))ePtdt
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Slika 4.1: Ilustracija problema optimalne potro$nje [9]

gdje je u funkcija korisnosti povezana sa reprezentativnom individuom dru-
Stva a p faktor vremenskog popusta. U ovom radu smo posmatrali jedno-
stavnije slucajeve ekonomije raste, dok se cesto uzimaju u obzir faktori kao
Sto su klimatske promjene, tehnoloski napredak i sli¢no.
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4.2 Obrada slike

Varijacioni rac¢un ima Siroku primjenu u digitalnoj obradi slike. U ovom
dijelu ¢emo prikazati samo osnovne pojmove u oblasti obrade slike i mo-
gucénosti za primjenu varijacionog racuna i upucujemo dalje na [2] i [10].

Dvodimenzionalna digitalna slika je ureden par (X,u) gdje je u funk-
cija slike za koju vazi u : £ — R, pri ¢emu X zovemo domen slike, a u(x,y)
je intenzitet ili sivi nivo slike u tacki (x,y) € X. Digitalna obrada slike se
bavi crpljenjem informacija sacuvanih u slici i obradom istih. Jedna od
najznacajnijih faza obrade slike je segmentacija koja se bavi podjelom slike
na viSe djelova u zavisnosti od ciljeva segmentacije, najceSce je zadatak
da locira odredene objekte na slici. Digitalna obrada slike je vrlo korisna,
npr. u medicini, pomo¢u magnetne rezonance, moze se konstruisati trodi-
menzionalna geometrija (npr. pacijentove aorte) i pri tome je neophodno
izvrsiti osnovne zadatke obrade slike: uklanjanje Suma (eng. denoisng)
[11], [12], izostravanje odnosno poboljSavanje kvaliteta zamucene slike
(eng. deblurring) [13]], oporavak izgubljenih podataka (eng. inpainting-
image interpolation) [14], segmentacija pomoc¢u modela aktivne konture
(eng. segmentation) [15].

Ako su slike crno-bijele onda u(x,y) predstavlja skalarnu funkciju, dok
je u slucaju slika u boji ovo vektorska funkcija. Ako sa uy(x,y) oznac¢imo
posmatranu sliku koja moze biti zamucena ili sa Sumom i zZelimo da je re-
konstruisemo u nepoznatu obnovljenu sliku u(x, y). Dvije slike su povezane
na sljedec¢i nacin:

up(x,y) = Ku(x,y) + w(x,y) (4.10)

gdje je w(x,y) dodatni slu¢ajni Sum i K operator koji predstavlja zamuce-
nje. Pomocu varijacione metoda trazimo nepoznatu funkciju u(x,y) koja
minimizira funkcionelu:

// (Ku — ug) —i—CI)(\Vu\)} dxdy (4.11)

gdje 7 tezinski koeficijent, (Ku — 1()? smanjuje razliku izmedu obnovljene
i posmatrane slike a ®(|Vu|) ﬂkaznena tezinska funkcija koja popravlja
rezultat. Uopsteni oblik Ojler- Lagranzove jednacine za datu funkcionelu je

(@’uv |>|V |) 292K - (Kut — 11g) = 0. [2]
of afr

ox;” " oxy,

3operator gradijenta V f = [
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4.2.1 Otklanjanje Suma primjenom totalne varijacije

Postoji viSe razlic¢itih vrsta Suma. Pogledajmo primjer slike sa Sumom
(slika[4.2) pri ¢emu na lijevoj slici Gausov $um (eng. ,,Gaussian noise “) a
na desnoj tzv. so i biber Sum (eng. , Salt & Pepper noise “). Opterecivanje
slike Sumom uradili smo u Matlab-u. Zatim primjer originalne slike (slika

4.3).

Slika 4.2: Slika opterecene Sumom

Slika 4.3: Originalna slika

Sum na slici moZe nastati kao posljedica neadekvatne osvjetljenosti
objekta ili greske u prenosu podataka. Kao posljedica nacina distribucije
suncevih zraka javlja se ,prirodni Sum“. Naravno, stalo nam je da otklo-
nimo S$um sa slike i da time poboljsamo kvalitet slike.

U funkcioneli koju minimiziramo da bismo popravili kvalitet slike
vidimo gradijent funkcije na koji moze da djeluje neka funkcija ®. Gra-
dijent igra veoma vaznu ulogu u zagladivanju slike. Norma gradijenta
funkcije predstavlja mjeru ,,skoka“ vrijednosti funkcije, odnosno varijaciju u
okolini posmatranog piksela. Minimizacijom funkcionele smanjujemo
vrijednost norme gradijenta i na taj nacin postizemo efekat zagladivanja
slike u svim pravcima oko piksela (x,y). Razlikujemo dvije vrste zagladi-
vanja a to su izotropno i anizotropno zagladivanje. Razlika je ta Sto kod
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Slika 4.4: Izotropno izgladivanje (lijevo) i anizotropno izgladivanje (desno)

izotropnog zagladivanje ivice objekata ne predstavljaju prepreku a anizo-
tropno zagladivanje ostaje samo sa jedne strane objekta Sto znaci da ivice
ostaju ocuvane.

Slika |4.4|je preuzeta sa online predavanja ,,lmage and Video processing:
From Mars to Hollywood with a Stop at the Hospital“ koje odrzava profesor
Guillermo Sapiro (Duke University). Njegova predavanja su mi znacajno
pomogla za razumijevanje obrade slike.

Neka je u : Q) — R data slika, gdje je u dovoljno puta neprekidno dife-
rencijabilna. Posmatrajmo sljede¢i minimizacioni problem:

min//@(HVuH)dxdy (4.12)
QO

gdje je funkcija ® poizvoljna funkcija koja djeluje na normu gradijenta.
Ojler-Lagranzova jednacina za ovaj problem je

Vu

—0. (4.13)
|74

div | @ (|| vul)

U zavisnoti od izbora funkcija ® dobijamo razli¢ite situacije. Ako na primjer
za funkciju ® izaberemo ®(x) = x dobijamo funkcionelu

I(u) ://HVL{dedy (4.14)
(@)

koju zovemo totalna varijacija. Kako je ®'(x) = 1 Ojler-LagranZova jedna-
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¢ina totalne varijacije je

div ﬂ =0.

¥4

Totalna varijacija je odlican primjer anizotropnog zagladivanja. Ako za
funkciju ® izaberemo kvadratnu funkciju ®(x) = x? dobijamo primjer izo-
tropnog zagladivanja:

= // HVuHdedy. (4.15)
Q

Uvr$tavanjem @' (x) =2x u dobijamo Ojler-Lagranzovu jednadinu

div | 2- HVuH Hqu

odnosno zanemarujudi konstantu imamo

div(Vu) =0.

4.2.2 Aktivna kontura

Varijacioni pristup obradi slika uveden je preko problema segmenta-
cije slike. Cilj segmentacije jeste da izdvoji odnosno uokviri posmatrani
objekat na dvodimenzionalnoj slici. Od kraja dvadesetog vijeka dosta su
razvijeni postupci za segmentaciju slika zasnovani na varijacionom racunu.
Najpoznatiji ove vrste su aktivni konturni modeli. Ovi metodi pomaZzu pri
segmentaciji za bolje uocavanje ivica segmenta.

Aktivna kontura je kriva koja se krece od date pocetne pozicije ka ciljnoj
poziciji sa ciljem da ,zaokruzi“ objekat segmentacije. Definisana je na do-
menu slike, mijenja svoj oblik, veli¢inu i topologiju krecuci se od pocetka
ka ciljnoj poziciji. Kretanje aktivne konture od pocetne ka ciljnoj poziciji
nazivamo evolucija konture. Evoluciju konture prati funkcionela energije.
Minimum funkcionele energije je kada se kontura nalaza na krajnjem polo-
zaju (koji i zelimo da pronademo) [16].

Prije formiranja funkcionele energije razmotri¢cemo klasu funkcionela
oblika

b
I(u):/‘Z L(u,u',u")dx (4.16)
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A

Slika 4.5: Evolucija aktivne konture

gdje je u bar dva puta neprekidno diferencijabilna funkcija na intervalu
(a,b), a funkcija L je funkcija tri promjenljive. Cilj nam je da odredimo
odgovarajucu Ojler-Lagranzovu jednacinu za ovu klasu funkcionela. Pret-
postavimo da je u ekstrem funkcionele I(u). Neka je u; = u + e gdje je ¢
proizvoljna funkcija najmanje dva puta neprekidno diferencijabilna i vazi
@(a) = ¢'(a) =01 @(b) = ¢'(b) = 0. Kao $to smo to radili ranije, ekstrem
trazimo tako $to izjednacavamo prvu varijaciju sa nulom

bdL

d
0=4I= El[u + 9] —/a T dax. (4.17)

e=0

b/3L oL , oL
o= (W*W’*Wﬁ")d”
baL

Primjenom odgovarajuce parcijalne integracije na drugi i tre¢i sabirak do-
+ ¢

bijamo
[y db, dOLy, o
o \ou? @xow? axou? o' ¥ , ou”
Primjenom jo$ jedne parcijalne integracije na treci ¢lan integrala i izvlace-
njem cinioca ¢ dobijamo

/b a_L_ia_L+d_28_L dx—i-a—L 4+
2 \ou dxou' = dx?ou” ¢ au’q) au/lq’

Koriste¢i uslove koje smo dali za funkciju ¢ slijedi da je

b /9L d oL d? oL
1= | (@‘ﬂﬁ*@ﬁ)q’d"—”

Dalje vazi

b

a

bog oL |P

T axouw?

a

oL,

a a
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Konacno, uz pomo¢ leme [3| dobijamo Ojler-Lagranzovu jednacinu:

oL d oL  d* oL
ou dxow T dxou " (4.18)
za funkcionelu I(u).

Postoje razli¢iti modeli za funkcionelu energije ¢iji minimum zelimo da
pronademo. Ovdje ¢emo navesti klasicni model aktivne konture. Aktivnu
konturu, zatvorenu parametrizovanu krivu koju posmatramo obiljezi¢emo
sa p(t) = [x(t),y(t)]", t € [a,b] i p(a) = p(b). Funkcionela energije je

Ep) = [ un(p(t) + Eeu(p(e)) et 419

gdje smo sa E;;(p(t)) oznacili unutra$nju energiju a sa E..(p(f)) spolja-
$nju energiju. Oblik i duZinu krive kontroliSe unutrasnja energija, a spo-
ljasnja energija ,,vuce“ krivu ka ciljnoj poziciji. Unutrasnju energiju defini-

Semo kao

)= (<2 o). oo
gdjesuaif teéinski koeficijenti koji odreduju znacaj ¢lanova uz koje stoje,
IZZ—;Z = E: Zz } H H Euklidska norma. Uloga prvog ¢lana H g H je da

smanji duzinu luka dok drugi ¢lan
ture.
Spoljasnju energiju obi¢no definiSemo kao

H ) H nastoji da smanji krivinu kon-

Eext(p) = —Hvu(x,y)H2~ (4.21)

Spoljasnja energija ima minimum na mjestima sa velikim gradijentom $to
zapravo predstavlja skok intenziteta boje odnosno ivicu objekta koji Zelimo
da oivicimo. Funkcionela energije dobija sljedeci izgled

= [ [3 (22 o2 o]

Sto je zapravo funkcionela oblika

Cilj je minimizovati funkcionelu energije pri cemu se koristi Ojler- La-
granzova jednacina a u zavisnosti od slozenosti u pomo¢ pristizu razne
numericke metode za rjeSavanje, u opsStem slucaju, sistema diferencijalnih
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jednacina. Mi smo izveli Ojler-Lagranzovu jednacinu za ovu klasu funkcio-
nela Dakle, krivu p koja minimizira funkcionelu energije pronaci¢emo
iz diferencijalne jednacine:

ap” — Bp'Y — VEex =0. (4.23)

Kako je p(t) parametrizovana kriva prethodna jednacina predstavlja sistem
diferencijalnih jednacina:

oE
M _ palVipy  Jlext
ax"(t) — Bx' " (t) o 0
oE
ay" (1) — By'V (1) — = 0.
v ) =Py - =)

koji ne znamo rijesiti analitickim putem, ve¢ se trazi priblizno rjeSenje nu-
meri¢kim postupcima.



Glava 5
Zakljucak

U radu su prikazane osnove varijacionog racuna sa rijeSenim primjerima
koji su imali veliki znacaj za sam razvoj metoda varijacije. Prije svega, to
je problem brahistrohrone koji je podstakao na razmisljanje tadasnji krug
matematicara. Ako pricamo o varijacionom racunu ne mozemo da ne po-
menemo fundamentalnu jednakost, potreban uslov za trazenje ekstrema
poznatiji kao Ojler- LagranZova jednakost. Upravo su Ojler i Lagranz dva
velika imena koja su pomogla u razvijanju i jedni su od tvoraca varijaci-
onog racuna. Ojler je u saradnji sa LagranZom metod nazvao varijacioni
racun 1755. godine. Da naglasimo da je Lagranz u momentu kada se javio
Ojleru bio devetnaestogodisnjak. Na jo$S jednom mjestu u ovom radu smo
koristili Lagranzova dostignuca, a to je kada smo Zeljeli da rjeSavamo opti-
mizacione probleme pod nekim uslovima. U sluc¢aju kada imamo problem
sa nekim unaprijed postavljenim ogranicenjima, koriste¢i Lagranzove mno-
zitelje moZemo uz pomo¢ Ojler-Lagranzove jednacine do¢i do stacionarne
funkcije.

Jedan problem koji se javlja je nemogucnost rjesavanja Ojler-Lagranzove
jednatine analiti¢kim putem. Cesto ne moZemo doéi do ta¢nog analitickog
rjeSenja pa tada moramo da koristimo numericke metode rjeSavanja. Me-
toda koja je opisana u radu, u glavi 3, je metoda opadajuceg gradijenta.
To je iterativni postupak koji nas dovodi do pribliznog rjeSenja. Drugi pro-
blem koji nastaje jeste teska provjera da li pronadena stacionarna funkcija
maksimizira ili minimizira integralni funkcional. Problem je u tome Sto nije
lako odrediti drugu varijaciju funkcije, a i kada odredimo nije jednostavno
odrediti znak te varijacije.

Na kraju, izloZeni su neki rezultati iz primjene varijacionog racuna.
Mnoge vazne oblasti koriste ove metode za optimizaciju. Na primjer, medi-
cinskim snimanjem dobijamo slike koje imaju Sum ili su mutne. Varijacio-
nim metodama moZemo da poboljSamo kvalitet slike. Takode, ako Zelimo
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da izdvojimo jedan segment te slike, opet moZemo da koristimo varijacioni
racun. Razvijeni su mnogi modeli za obradu slike koji zahtijevaju primjenu
varijacionog racuna za pronalazenje minimuma. Na kraju, moZemo zaklju-
¢iti da je varijacioni racun cesto potreban, primjenljiv i veoma aktuelan
metod u rjeSavanju raznih problema primjenjene matematike.
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