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Uvod

U matematici, kvaternioni predstavljaju prosirenje kompleksnih brojeva. Njih je prvi opisao irski
matematicar Vilijam Roan Hamilton 1843. dok su vazni prethodnici ukljuceni u ovaj rad Ojlerovi
identiteti o cetiri kvadrata 1748. i Rodrigezova parametrizacija rotacije pomocu cetiri tacke 1840.
Gaus je takode otkrio kvaternione 1819. ali je ovaj rad objavljen tek 1900.

Algebra kvaterniona uvedena od strane Hamiltona, nastala je kao ishod pokusaja da se trodimen-
zioni euklidski vektorski prostor izgradi kao sistem brojeva koji bi bio analogon odnosa kompleksnih
brojeva i dvodimenzionog prostora. Naime, kako kompleksne brojeve mozemo posmatrati kao tacke
u ravni tako je on trazio nacin kako da to isto uradi i sa tackama u prostoru. On je prvo pokusao
da predstavi tacku sa koordinatama (a, b, ¢) u pravouglom Dekartovom koordinatnom sistemu brojem
u = a+bi+cj i definisao je mnozenje takvih brojeva sto bi bilo proSirenje mnozenja kompleksnih bro-
jeva. Ovo je znagilo 2 = —11 j2 = —1 (da bi se obezbedila restrikcija mnozenja u skupu kompleksnih
brojeva za tacke (a,b,0) i (a,0,c)). Godinama pre toga znao je da sabira i mnozi trojke brojeva ali
je uvek dolazio i stao kod problema deljenja. Nije znao kako da odredi koli¢nik dve tacke u prostoru.
Dalje, ako definisemo konjugat w od u, analogno kao skupu u C, sa ©w = a — bi — ¢j, dobijamo da vazi

utl = au = a® + b* + & + (ij + ji)be,

i time ij + j¢ = 0, Sto pod pretpostavkom da je mnozenje komutativno daje ij = j¢ = 0. Hamilton je
imao za cilj da definiSe mnozenje sa osobinom da

(a1 + ibq —|—j01)(a2 + ibo +j02) =A+41iB+ jC,

gde je A% + B? + C? = (a + b7 + ¢2)(a3 + b3 + ¢3), ali ovo nije sluéaj kada je ij = ji = 0. Bilo
je stoga neophodno izostaviti komutativnost i pisati 75 = —ji = k, ¢ime proizvod dobija oblik
(a1 + iby + je1)(az + by + jeo) = A+ iB + jC + kD. Na prvi pogled, Hamilton se nadao da ée
k moci da identifikuje sa elementom « + i + jvy kome odgovara tacka («,3,7) u trodimenzionom
prostoru. Ipak je na kraju dosao da zakljucka da je to nemoguce i da je ¢etvrta dimenzija neophodna
da bi se k predstavio tackom. Zapravo, Hamilton je postigao za Cetiri dimenzije ono §to se nadao da
¢e postiéi za tri dimenzije. Ovo nam je dalo da danas mozemo da razvijemo formalni ra¢un algebre
kvaterniona.

Resenje problema kona¢no dolazi ponedeljka 16. oktobra 1843. godine u Dablinu na njegovom
putu do "Irske kraljevske akademije” kada Hamilton dolazi do koncepta koji prethodi kvaternionima.
Hamilton je bio zadovoljan ovim otkriéem pa je fundamentalne formule za kvaternione

i =52 =k*=ijk = —1,

odmah urezao u kamen mosta kojim je prolazio. Hamilton je uredene ¢etvorke brojeva sa ovim pravi-
lima mnozenja nazvao kvaternionima i ostatak svog zivota on posvecuje njima. Cak je i osnovao skolu
”kvaternionista” koja je objavljivala nekoliko knjiga.



Geometrijski, primer kvaterniona nalazimo pri proucavanju rotacije tela oko nepomicne ose. Kada
podelimo dva realna broja p i s gde je s # 0, dobijamo kao rezultat opet realan broj ¢ = ps~—' za
koji vazi p = ¢s. Po toj analogiji koli¢nik dva vektora a i b koji u opsStem slu¢aju nisu kolinearni bi
trebala da bude neka veli¢ina koju mozemo oznaciti sa ) koja treba da zadovoljava jednakost a = @Qb.
Ovaj proizvod geometrijski predstavlja dilataciju (s obzirom da vektori a i b nisu istog intenziteta) i
obrtanje vektora b za ugao 6 = £(a,b) do poklapanja sa a (posto vektori a i b nisu kolinearni). Kako
bi, dakle, definisali deljenje dva vektora, moramo prethodno definisati pomenutu veli¢inu (). Hamilton
ovu veli¢inu predstavlja u obliku zbira broja A i vektora v i kao takva ona nije ni vektor ni broj. Ali
kako izmedu vektora u prostoru i uredenih trojki realnih brojeva postoji izomorfizam, to je veli¢ina @)
odredena sa cetiri broja zbog ¢ega ju je Hamilton nazvao kvaternion. Geometrijski, kvaternion se ne
moze predstaviti jer bi za tako nesto bilo potrebno imati Cetiri ose, jedna za broj i tri za vektor.

sl 1.

Kvaternioni poc¢inju ubrzano da se koriste od kraja dvadesetog veka, primarno zbog njihove pri-
mene u opisivanju prostornih rotacija. Kvaternioni su se takode pokazali korisni i u teoriji brojeva
zbog njihove veze sa kvadratnim formama.

Cilj ovog rada je da se sistematski i jasno izloze kvaternioni i njihove primene u geometriji. U
radu ima ukupno jedanaest slika obradenih u programskom paketu ”GCLC 9.0/WinGCLC 2009” koje
imaju za cilj lakSe razumevanje i jasniju predstavu o sadrzaju koji prati sliku. Ceo sadrzaj je podeljen
na cetiri poglavlja u kojima se tretiraju osnovni pojmovi koji su neophodni za detaljnije izlaganje o
kvaternionima i njihovoj upotrebi u reSavanju razli¢itih problema.

Prvo poglavlje je posvecéeno algebarskim svojstvima kvaterniona, u kome ¢emo prvo definisati
osnovna svojstva i operacije kvaterniona. U sustini, ono predstavlja jednu logicku organizaciju nekih
pojmova, relevantnih za preostali sadrzaj, kao Sto su divizione algebre, metrike i neke posebne klase
kvaterniona (Hurvicovi, Lipsicovi itd.).

U drugom poglavlju se razmatraju razlicite forme rotacija i njihove medusobne veze sa kvaterni-
onama. Pokazacemo kako se jedini¢ni kvaternion upotrebljava u predstavljanju i opisivanju rotacije
vektora u trodimenzionom vektorskom prostoru.



U trec¢em poglavlju se daje definicija i detaljno razmatraju Ojlerovi uglovi, njihovo geometrijsko
izvodenje i predstavljanja rotacija vektorskog prostora pomoc¢u njih. Posebna paznja u ¢etvrtom pogla-
vlju se posvecéuje konverziji razli¢itih oblika rotacija i medusobnom uporedivanju njihovih performansi.

Posebno se zahvaljujem svom mentoru prof. dr Mirjani Doric na svesrdnom zalaganju i trudu koji
je zajedno sa mnom ulozila da ovaj rad bude jedna zokruzena i kompletna celina. Clanovima komisije,
docentima dr Miroslavi Anti¢ i dr Srdanu Vukmirovi¢u se zahvaljujem na korisnim i iskrenim savetima
koji su ucinili da sam rad bude jo§ kvalitetniji i sveobuhvatniji.



1 Algebarska svojstva kvaterniona

1.1 Osnovne operacije kvaterniona i njihove osobine

Neka je H = {al + bi + ¢j + dk : a,b,c,d € R} u kome vazi i* = j2 = k? = ijk = —1. Kako
elemente skupa H odredujemo pomocu Cetiri realna broja nazivamo ih zato i kvaternionima. Za svaka
dva elementa ¢ = a1l + b1t + c1j + dik i g2 = asl + bai + coj + dok skupa H definiSemo binarnu
operaciju + na slede¢i nacin:

q1 + q2 = (@11 + b1i + c1j + dik) + (agl + bai + caj + dak)

= (a1 + a2)1 + (bl + bg)i + (61 + Cg)j + (dl + dg)k‘. (1'1)

Nagzivamo je sabiranjem u skupu H. Prema definiciji sabiranja u skupu H imamo da je uredeni
par (H,4+) jedan grupoid. Operacija + je asocijativna jer se asocijativnost operacije + svodi na
asocijativnost sabiranja u skupu R. Naime, iz definicije operacije + sledi
(@1 +g2) + g3 = ((a1 + a2)1 + (b1 + b2)i + (c1 + ¢2)j + (di + d2)k) + (azl + bsi + c3j + dsk)
= ((a1 + CLQ) + a3)1 + ((bl + bg) + bg)i + ((01 + 62) + Cg)j + ((d1 + dz) + dg)k
= (a1 + (CLQ + (13))1 + (b1 + (bg + bg))l + (61 + (CQ + Cg))j + (dl + (dz + dg))k (1.2)
= (a11 +b124+c17 + dlk) + (((12 + a3)1 + (bz + bg)i + (62 + Cg)j + (dz + dg)k)
= a1+ (22 + @3),
odakle dobijamo da je uredeni par (H,+) i jedna polugrupa. Na osnovu definicije sabiranja kvaterniona
sledi da je njen neutral element 01 + 0¢ 4+ 05 + 0k a kvaternion —q¢ = —a — bi — ¢j — dk nazivamo

inverzom kvaterniona ¢ = al + bi 4+ ¢j + dk. Kako se komutativnost operacije sabiranja kvaterniona
svodi na komutativnost sabiranja u skupu R time smo dokazali slede¢u lemu:

Lema 1. Algebarska struktura (H,4+) gde je operacija + sabiranje u skupu H jeste jedna Abelova
grupa.

Sada mozemo definisati i jednu spoljnu R—operaciju * u skupu H tako da za svako a € R i svako
q € H vazi
axq=(aa)l + (ab)i+ (ac)j + (ad)k. (1.3)

Tako definisanu spoljnu R—operaciju nazivamo mnozenje skalarima.

Na osnovu ovoga vazi i sledec¢a teorema:

Teorema 1. Skup H = {al + bi + ¢j + dk : a,b,c,d € R} jeste jedan vektorski prostor nad poljem R
u odnosu na operacije sabiranja + 1 mnoZenja x kvaterniona skalarima odredene sa:

q1 + qo = (a11 + bli + Clj + dlk) + (CLQl + bgi + Czj + dgk)
= (a1 + a2)1 + (b1 +b2)i + (c1 + c2)j + (d1 + d2)F, (1.4)
axq=(aa)l + (ab)i+ (ac)j + (ad)k.
Dokaz. Na osnovu leme 1. pokazali smo da je (H,+) jedna Abelova grupa dok se ostale aksiome vek-

torskog prostora dokazuju meposredno koristeci definicije sabiranja i mnoZenja kvaterniona skalarima.

O



Dakle, na osnovu prethodne teoreme, struktura (H,+,*) postaje jedan vektorski prostor nad po-
ljem R koji éemo obeleziti sa (H, +, ). Prema definiciji skupa H sledi da se svaki element al+bi+cj+dk
iz skupa H moze na jedinstven nacin zapisati kao linearna kombinacija elemenata 1,14, j, k. To upravo
znaci da je skup [1,14, 7, k] i jedna baza vektorskog prostora H.

Mnozenje elemenata baze uvodimo relacijama i> = j2 = k% = ijk = —1, pri éemu pretpostavimo
da je mnozenje asocijatvno a da je 1 neutral mnozenja. Inace, relacije i = j2 = k? = ijk = —1 gde
su 1,j i k bazni elementi vektorskog prostora H, odreduju sve mogucée proizvode 7,7 i k. Na primer,
ako podemo od relacije

-1 =ijk
mnozenjem sa desne strane obe strane jednakosti istovremeno sa k dobijamo:
—k = (ijk)k,
—k = ij(kk),
—k=1ij(-1), (1.5)
—k = —ij,
k = 1j.

Sve ostale moguénosti proizvoda mogu biti odredene slicnim metodama, Sto dovodi do:
ig =k, Jji = —k,
ik =1, kj = —1, (1.6)
ki=jg, ik = -],

odakle dobijamo da se mnozenje parova elemenata iz podskupa {i,j,k} ponasa isto kao vektorski

proizvod jedini¢nih vektora u trodimenzionom euklidskom prostoru.

Sada mnozenje elemenata baze mozemo predstaviti Kejlijevom tablicom ¢ije vrste predstavljaju
levo mnozenje a kolone desno mnozenje

i|ljlk
i -1] k|-
jll k-1 1
kil j|-i]-1

Kako smo pretpostavili da je bazni element 1 neutral za mnozenje uobic¢ajeno je da se umesto
zapisa al + bi+ cj + dk koristi zapis a+bi+cj+dk. U skupu H definisimo jos jednu binarnu operaciju,
koju ¢emo oznacavati sa -, na slede¢i nacin:

q1-q2 = (a1 + b1i + c1j + d1kq) - (ag + bei + c2j + dok)
= ay - (ag + boi + coj + dok) + b1i - (az + boi + coj + dok)
+ 17 - (a9 + bai + coj + dok) + dik - (ag + bai + coj + dok)
= aias + a1boi + aicaj + ardok + biias + byibai + byicaj + dbyisk
+ c1jag + c15bot + c1jcoj + c1jdok + dikas + dikboi + dikeoj + dikdok.



Sada na osnovu prethodne tablice mnozenja baznih vektora ¢, j i k i aksioma vektorskog prostora
(H, +, ) dobijamo sledece:

q1 - @2 = (arag — biby — c1c2 — dida) + (a1b2 + brag + c1da — dic2)i

1.7
+ (a1ca — bida + crag + d1ba)j + (arda + bica — c1ba + diag)k. (L.7)

Zovemo je i mnoZenjem kvaterniona i time uredeni par (H,-) jeste i jedan grupoid. Na osnovu de-
finicije mnozenja kvaterniona neposredno sledi da je mnozenje kvaterniona asocijativno ako i samo
ako je mnozenje baznih elemenata asocijativno. Slicno tome, mnozenje kvaterniona je komutativno
ako i samo ako je mnoZenje baznih elemenata komutativno. Na osnovu Kejlijeve tablice mnozenja
baznih elemenata vidimo da mnozenje baznih elemenata nije komutativno, jer tablica nije simetri¢na
u odnosu na glavnu dijagonalu. Stoga ni samo mnozenje kvaterniona nije komutativna operacija.

Slicno skupu kompleksnih brojeva i u skupu H mozemo definisati operaciju konjugovanja kvaterni-
ona. Neka je ¢ = a+ bi+ ¢j+ dk proizvoljan kvaternion iz skupa H. Tada njegov konjugat, definisemo
sa ¢ = a — bi — cj — dk. Preslikavanje ¢ — @ jeste jedno involutivno preslikavanje, odnosno vazi g = q.
Vazi i sledece:

Lema 2. Neka su qu = a1 +bii+c17 +dik i go = as + bat + c2j + dok dva proizvoljna kvaterniona iz
skupa H. Tada vazi:
G+@=0+q i N 2= qQ-

Dokaz. Na osnovu definicije sabiranja kvaterniona imamo

q1 +q2 = (a1 + b1i + 15 + dik) + (ag + bai + coj + dak)
= (a1 +a2) + (b1 + b2)i+ (c1 + c2)j + (di + d2)k
= (a1 + ag) — (b1 + b2)i — (c1 + ¢2)j — (d1 + do)k
= (a1 — byi — 1§ — dik) + (ag — bai — coj — dak)

1+ Q2.

Q

Slicno se dokazuje i druga relacija

71 - G2 = (a1 + b1t + 15 + di1kq) - (ag + bai + coj + dok)
= (ajag — byby — c1co — dids) + (a1by + biag + c1dy — dyc2)i
+ (a1c2 — bida + crag + diba)j + (arda + bica — c1ba + diag)k
= (a1az — byby — c1co — dids) — (a1by + bras + c1dy — dyco)i
— (a1eg — bidy + c1as + di1ba)j — (arday + bica — c1by + dyasg)k.

S druge strane, imamo
@ - q1 = (ag — bai — caj — dok) - (a1 — byi — c1j — dik)
= (aga1 — baby — cac1 — dady) — (azby + baar — cady + dacy)i
— (agcl + body + coaq — dgbl)j — (a2d1 — bycy + coby + dgal)k‘,



pa neposrednim uporedivanjem prethodne dve relacije imamo jednakost desnih strana pa i leve strane
moraju biti jednake ¢ime smo tvrdenje u celosti dokazali.l]

Neka je ¢ = a+ bi+ cj + dk proizvoljan kvaternion i neka je § = a — bi — ¢j — dk njemu konjugovani
kvaternion. Mnozenjem ova dva kvaterniona

q-G=(a+bi+cj+dk)-(a—bi—cj—dk)=a*+b*+c+d

dobijamo da je taj broj realan i nenegativan. Stoga mozemo govoriti i o duZini kvaterniona kao
kvadratnog korena proizvoda kvaterniona sa njegovim konjugatom. Duzina kvaterniona se naziva i
norma ili moduo kvaterniona i obelezava se

gl = V/q@ = Va? + b2 + ¢ + d2.

Na osnovu definicije duzine kvaterniona sledi da vazi:

G =\77=ag=Va+ b+ +d%=|q,

kao 1

lqql = \/ (q@)(q@) = v/ (q2)(q9) = V/qg\/qq = lallal = |aI* = lql[q].

Koristec¢i konjugaciju i normu kvaterniona mozemo definisati inverz kvaterniona. Proizvod nenula
kvaterniona i njegovog inverza treba da bude jednak 1 pa je inverz kvaterniona ¢ kvaternion
-1 q

¢ =—.
lq/?

Time smo i dokazali naredno tvrdenje:

Lema 3. Algebarska struktura (H \ {0},-) gde je H skup svih kvaterniona, a - binarna operacija
mnoZenja kvaterniona u tom skupu, jeste jedna grupa. Pri tom, kako operacija - nije komutativna u
skupu H ova grupa nije Abelova.

Specijalno, kako je proizvod bilo koja dva bazna vektora plus ili minus drugi bazni vektor, skup
{1,-1,4,—1i,7,—j, k, —k} predstavlja jednu grupu u odnosu na njihovo mnozenje. Ova grupa se naziva
grupa kvaterniona i oznacava sa (Jg.

o I A A A S G017 1-k] k
i i1 k|-k S5
Al i |11k il




Grupa kvaterniona jeste jedna ne Abelova grupa reda 8, izomorfna nekom podskupu skupa kva-
terniona koji ima osam elemenata u odnosu na mnozenje kvaterniona i zapisujemo kao

Q=<-1,i,5,k|(-1)* =1, =2 =k? = ijk = -1 >,

gde je 1 neutralni element a (—1) komutira sa ostalim elementima grupe. Tu elementi 4,5 i k imaju
red 4 u @ i svaka dva od njih generisu celu grupu (). Druga uopstena reprezentacija @ je:

1

Q=<uzylz® =y y lay=a"">,

za koju se moze uzeti, na primer, da jei =x,j =y i k = xy.

sl 2. Kejlijev graf Qg.
Isprekidana linija predstavija mnoZenje zdesna sa t,
a puna linija mnoZenje zdesna sa j.

Iz definicije sabiranja i mnozenja kvaterniona mozemo dokazati distributivnost mnozenja prema
sabiranju, to jest da vazi

- (@+@)=g-@+aq-q
(1+@) - 3=q-93+q¢-q.

Time na osnovu leme 1. i leme 3. sledi na vazi i sledeéa teoremas:

Teorema 2. Algebarska struktura (H, +, ) gde je + binarna operacija sabiranja kvaterniona i - binarna
operacija mnoZenja kvaterniona jeste jedan prsten. Tacnije, na osnovu leme 3. vazi da je prsten
kvaterniona (H,+,-) jedno telo (polje bez komutativnosti).

Posledica 1. Za proizvoljne realne brojeve ay,by,c1,dy i as,bs, ca,ds postoje realni brojevi A, B,C' i
D takvi da vazi

(@2 4+ b2+ +d2) (a3 +b3+c+d3) = (A2 + B>+ C? + D?).



Dokaz. Neka su ai,by,c1,dy @ a9, by, co,do proizvolyni realni brojevi. Tada oni odreduju i dva kvater-
niona q1 = a1 + byi + c1j + dik @ g0 = ag + boi + coj + dok. Na osnovu Giqz = @ q1 (lema 4.) i
definicije inverza kvaterniona imamo:

l1q2*(q1q2) ™ = |Q1\2|GI2\292_191_1~

Sada na osnovu (q1q2) "' = (;{2_1911_1 imamo

|Q1\2|QQ\2 = \Q1Q2\2'

Kako smo kvaternione q i qo definisali kao qu = a1 + byt + c1j + dik,q2 = as + bai + coj + dok iz
poslednje relacije dobijamo @ tvrdenje

(@2 +?+E+d3) a2+ b2+ A +d2) = (A2 + B2+ C?+ D?).

gde je kvaternion qi1qs odreden realnim brojevima A, B,C i D. Tako su oni i odredeni realnim brojevima
ai,bi,c1,dy 1 as,ba, ca,do cime je turdenje u celosti dokazano.l]

1.2 Divizione linearne algebre

Pod linearnom algebrom nad poljem K ili K—algebrom, podrazumevamo svaku od algebarskih
struktura (V, 4+, -, *) sa po dve binarne operacije + i - i jednom spoljnom K —operacijom * u skupu V,
koja zadovoljava uslove:

1. (V,+,") je prsten,
2. (V,+,*) je vektorski prostor nad poljem K,
3. (au) - (Bv) = (af)(u - v),

za svako a, 8 € Kiwu,v € V. Same te operacije +, - i * nazivamo njenim sabiranjem, mnoZenjem i
mnozZenjem skalarima. Za K—algebru kazemo da je komutativna ako je takvo i njeno mnozenje.

Za K—algebre u kojima jedino nula nema inverz, to jest za algebre u kojima je deljenje mogude
kazemo i da su divizione ili algebre sa deljenjem. Za asocijativnu algebru, definicija moze biti uproséena
na slede¢i nacin: asocijativna algebra nad poljem je diviziona algebra ako i samo ako sadrzi jedinicu
mnozenja 1 # 0 i svaki ne-nula element a ima inverz, to jest postoji element z tako da vazi ax = za = 1.

Prema tome, kako smo pokazali da je (H, +,-) jedan prsten kvaterniona pri ¢emu operacija - pred-
stavlja mnozenje kvaterniona i da je (H, +, *) jedan vektorski prostor nad poljem R gde * predstavlja
mnozenje skalarima, to algebarska struktura (H, +, -, ) predstavlja jednu linearnu algebru. Kako smo
jos pokazali da je njeno mnozenje asocijativno, ali ne i komutativno, u kome jedino nula nema inverz,
to ¢e ona predstavljati jednu asocijativnu divizionu algebru.

Najpoznatiji primeri asocijativnih divizionih algebri su kona¢nodimenzione algebre nad poljem R,

u smislu kona¢nodimenzionog vektorskog prostora nad poljem R. Frobenijusova teorema tvrdi da do na
izomorfizam postoje tri takve algebre nad poljem R: algebra realnih brojeva (R, R, +, -, x)(dimenzije
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1), algebra kompleksnih brojeva (C,R,+,-, *)(dimenzije 2) i algebra kvaterniona (H,R,+,-, ) (di-
mezija 4). Medu svim ovim algebrama jedino H nije komutativna. Ako je algebra nad poljem R
tada ¢emo tu algebru kraée nazivati R—algebra. Jedan nacin da se konstruiSe konac¢nodimenziona
asocijativna diviziona algebra nad proizvoljnim poljem odreden je algebrom kvaterniona. Zapravo,
ako neka R—algebra K ima bar jednu bazu e = [1,4,j, k] sa naznacenim svojstvima, ona mora biti
izomorfna algebri H. Uz to ona ima podalgebru R = {al|a € R} izomorfnu algebri R, kao i podalge-
bru C' = {al + bi : a,b € R} izomorfnu R—algebri C. Za beskona¢nodimezione asocijativne divizione
algebre, najznacajniji sluc¢ajevi su oni gde prostor ima neku ocekivanu topologiju (normirane divizione
algebre i Banahove algebre).

Ako za divizionu algebru nije pretpostavljena da je asocijativna, obi¢no se umesto asocijativnos-
ti namece neki drugi uslov. Nad poljem realnih brojeva do na izomorfizam jedine dve komutativne
konacnodimenzione divizione algebre su algebre realnih i kompleksnih brojeva. Obe su naravno asoci-
jativne. Za primer neasocijativnih algebri, razmotrimo kompleksne brojeve sa mnozenjem definisanim
konjugovanjem uobicajenog mnozenja:

axb=ab.

Ovo je komutativna, neasocijativna diviziona algebra dimenzije 2 nad poljem realnih brojeva i nema
jedinicu.

Postoje beskona¢no mnogo drugih neizomorfnih komutativnih, neasocijativnih, kona¢nodimenzionih
divizionih R—algebri, ali sve imaju dimenziju 2. Zapravo, svaka kona¢nodimenziona komutativna di-
viziona R—algebra je dimenzije 1 ili 2. Ovo je poznato kao Hopfova teorema i objavljena je 1940.

Izbacujudi uslov komutativnosti, rezultat Hopfa se uopstava: svaka konacnodimenziona diviziona
R—algebra mora biti dimenzije 1, 2, 4 ili 8. Ovo su nezavisno jedan od drugog dokazali Majkl Kervejr
i Dzon Milnor, 1958. koristeéi algebarsku topologiju. Adolf Hurvic pokazao je 1898. da identitet ¢q
jednak sumi kvadrata vazi jedino za dimenzije 1,2,4 i 8.

Skup H svih kvaterniona jeste vektorski prostor nad poljem realnih brojeva ¢ija je dimenzija 4.
(Poredenja radi, realni brojevi imaju dimenziju 1, kompleksni brojevi dimenziju 2, a oktonioni dimen-
ziju 8.) Kvaternioni imaju mnozenje koje je asocijativno i distributivno prema sabiranju kvaterniona
ali nije komutativno. Kao takav, skup H je nekomutativna asocijativna algebra nad poljem realnih
brojeva dok nije asocijativna nad poljem kompleksnih brojeva.

Posto je moguce deliti kvaternione, oni ¢ine jednu divizionu algebru ili algebru sa deljenjem. Ovo je
struktura slicna polju osim $to mnozenje nije komutativno. Diviziona R—algebra H zajedno sa svojom
normom predstavlja jednu normiranu divizionu algebru. I normirane algebre su, takode, veoma retke.
Hurvicova teorema kaze da su jedine takve njih cetiri: R,C,H i O.
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Dok postoje beskona¢no mnogo neizomorfnih realnih algebri dimenzije 2,4 i 8, moze se reci sledece:
svaka realna konacnodimenziona diviziona algebra nad poljem realnih brojeva mora biti

e izomorfna R ili C ako je asocijativna i komutativna
e izomorfna algebri kvaterniona ako je nekomutativna ali asocijativna

e izomorfna algebri oktoniona ako je neasocijativna i nekomutativna

1.3 Unitarna i ortogonalna grupa
Skup GL(V') svih automorfizama datog vektorskog prostora V nad poljem K je i jedna grupa u

odnosu na njihovo slaganje. Nazivamo je linearna grupa nad tim prostorom V.

Posebno ako je V' kona¢ne dimenzije, na primer n, svaka od njegovih baza indukuje i jedan izo-
morfizam te grupe na grupu GL(n, K) svih inverzibilnih matrica reda n nad poljem K koju nazivamo
linearnom grupom stepena n nad poljem K. Zapravo

GL(n,K) = {A € M, (K) : detA # 0},

dok
SL(n,K) = {A € M, (K) : detA = 1},

nazivamo jednom specijalnom linearnom grupom reda n nad poljem K. Razmotrimo slucaj K = C kao
islucaj K = R. Neka je zato sada V' bilo koji hermitski prostor dimenzije n. Tada za linearni operator
L na tom prostoru kazemo da je unitaran , ako ¢uva odgovarajucu normu, to jest ako za svako u € V'
vazi

| L(u)] = [ul.
Tada L ¢uva i ortonormirane baze vektorskog prostora V' i skup svih takvih operatora GU(V') jeste
jedna podgrupa grupe GL(V), koju nazivamo unitarnom grupom uocenog prostora V.

Analogno, svaka ortonormirana baza prostora V indukuje i jedan izomorfizam grupe GU(V') na
grupu svih unitarnih matrica reda n koju zovemo unitarnom grupom stepena n i oznacavamo sa

GU(n) ={A € M,(C): A*A = E}.
Njenu podgrupu svih matrica ¢ija je determinanta 1 oznacavamo sa

SU(n) = {A € GU(n) : detA =1},
i nazivamo specijalnom unitarnom grupom stepena n.

Neka je sada V euklidski vektorski prostor dimenzije n nad poljem R, sa skalarnim proizvodom
(u,v) — wowv. Tada on ima bar jednu ortonormiranu bazu, to jest bazu u kojoj su svi vektori jedini¢ni
i ortogonalni.
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Ako je A matrica prelaska sa ortonormirane baze e na neku bazu f prostora V, tada je i ta baza
f = eA ortonormirana, ako i samo ako je ATA = E. Za matrice sa tim svojstvom kazemo i da su
ortogonalne.

Skup GO(n, R) svi realnih ortogonalnih matrica reda n je i jedna podgrupa linerane grupe GL(n, R).
Zovemo je ortogonalnom grupom stepena n i oznacavamo je i sa GO(n). Uz to, iz AT A = E sledi da
determinanta ortogonalne matrice mora biti 1 ili —1. Time je skup

SO(n) ={A € GO(n) : detA =1}
i jedna podgrupa te grupe GO(n). Zovemo je specijalnom ortogonalnom grupom stepena mn.

Otuda i dve ortonormirane baze e i f pripadaju istoj orijentaciji prostora V, ako samo i ako je
matrica A koja ih povezuje u grupi SO(n). Naime, kako je ta matrica A ortogonalna, relacija detA > 0
je moguca jedino ako je i detA = 1.

S druge strane, za linearni operator L na euklidskom vektorskom prostoru V kazemo da je ortogo-
nalan, ako ¢uva skalarni proizvod , to jest ako za proizvoljne vektore u i v vazi

LuoLv=wuowv (u,v e V).

Naravno, tada je |Lu| = |u|, kao i ulv < Lul Lv. To posebno znaci da je linearni operator L orto-
gonalan ako i samo ako su takve i njegove matrice u odnosu na ortonormirane baze.

Time je skup GO(V) svih ortogonalnih operatora L na euklidskom vektorskom prostoru V i pod-
grupa GL(V). Zovemo je i ortogonalnom grupom samog prostora V. Ona je izomorfna ortogonalnoj
grupi GO(n) stepena n = dimV. Specijalno, podgrupu grupe GO(V) izomorfnu specijalnoj grupi
SO(n) stepena n = dimV zovemo specijalnom ortogonalnom grupom uocenog vektorskog prostora V i
oznacavamo sa SO(V).

Posebno, ako je tu n = 2, operator L je ortogonalan ako i samo ako je to i njegova matrica A u
odnosu na bilo koju ortonormiranu bazu e = [e1, es] prostora V. S druge strane, svaka ortogonalna
matrica reda 2 je jedna od oblika

_|cos —sinf _ |cosf  sind
9~ lsin® cosd |’ O~ lsind —cosf|"
Pri tome je detRy = 1, kao i detSy = —1. Na taj nacin, ako je operator L i direktan, to jest

detL = 1, uocena matrica A je oblika A = Ry za bar jedno 6 iz R. Stavise, ako je i R,, njegova matrica
u odnosu na bilo koju ortonormiranu bazu koja je u istoj orijentaciji sa bazom e, tada mora biti
R, = Ry, a time i w = §(mod 27). Uz to se lako proveri da je cos(u, Lu) = cos  za svaki vektor u iz
V. Zato ortogonalne operatore L sa tim svojstvom zovemo i vektorskim rotacijama uocenog prostora

V.
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1.4 Cetvorodimenzioni vektorski prostor

Da bismo formalno zasnovali algebru kvaterniona uvedimo prvo pojam bilinearne forme na nekom
vektorskom prostoru. U tom smislu, neka je V' vektorski prostor nad poljem K. Za preslikavanje
F:V xV — K kazemo da je jedna bilinearna forma na prostoru V' x V., ako je linearno i po prvoj i
po drugoj komponenti, to jest ako zadovoljava uslove:

1Y F(u+u',v) = F(u,v) + F(u',v), F(au,v) = aF(u,v),

20 Flu,v+v') = F(u,v) + F(u,v), F(u,av) = aF(u,v), (1.8)
gde su u,v,u/,v" € Via e K. Dalje, za bilinearnu formu F kazemo da je simetricna ako vazi
F(u,v) = F(v,u) (1.9)
za svako u,v € V. Jos ako za svaki vektor u € V vazi
F(u,u) >0 (1.10)

gde jednakost vazi ako i samo ako je u = 0, tada za takvu bilinearnu formu kazemo da je i jedna
pozitivno definitna kvadratna forma vektorskog prostora V' nad poljem K.

Neka je (V4(R), +, *) vektorski prostor dimenzije 4 nad poljem R na kome je definisana pozitivno
definitna simetri¢na bilinearna forma

(au + Bv)w = auw + Pow, w(au + pv) = cwu + Pwo.

Sa [e, i, 7, k] ozna¢imo jednu njegovu ortonormiranu bazu i definis$imo mnozenje elemenata baze slede-
com tablicom:

eflel i |k

i 1] | k]|

Jlljl-k|-e]|i
kijk|j|-i]-e

Dalje, na osnovu osobina pomenute bilinearne forme i osobina mnozenja vektora baze date tablicom
mozemo definisati i mnozenje bilo koja dva elementa vektorskog prostora V4(R).

Sa ovakvom definicijom mnozenja i veé¢ postojeée definicije sabiranja elemenata, skup V4(R) po-
staje i jedan prsten. Na osnovu asocijativnosti mnozenja bazne relacije se mogu zapisati i kao
i? = j2 = k> = —ijk = —e gde je e jedini¢ni element.

Za bilo koje ¢ € V4(R) definiSemo preslikavanje p, := Vi(R) — V4(R) sa & — z - ¢ koje nazivamo
desno mnozenje. Kako q,x € V4(R) sledi da je ¢ = Ae+ i+ Bj +~vk iz = x1 + 290 +x3] + x4k njihova
reprezentacija u bazi [e, 1, j,k|. Pre svega, na osnovu definisanog mnozenja u vektorskom prostoru
sledi

r-q= (11N — xoer — 238 — w47y) + (T10 + T2\ + 237 — T4)1

1.11
+ (218 — 2oy + 23\ + 2400) ] + (17 + 228 — w300 + T4\ ( )
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Ako vektore ¢ i x zapiSemo kao vektore kolone u odnosu na datu bazu [e, i, 7, k] tada se prethodna
relacija u matricnom obliku moze zapisati kao

A Aa By
afl - A -y f
[1‘1 T9 T3 x4] ° 3 = [131 T2 X3 x4] -8 A —a
y -y -8 « A

Na osnovu toga vidimo da je p, jedno linearno preslikavanje i da je potpuno odredeno matricom

A a By

_ |t A B
=18 4 A -a
-y =6 a A
u odnosu na ortonormiranu bazu [e, i, j, k]. Tada vazi
A=y B —a —y f —a A B —a A =y
detA=X|~v X —a|l—a|-8 X —a|+B|-8 v —af—-7|-8 v A
-8 o A -y oA -y =B A -y =8 «
= A\ — aﬁ’y + aBy + BN+ A+ v2N)
—a(-a — B —a® = ABy + ABY)
+8(— a'y)\+a7>\+ﬁ3+725+a25+ﬁ)\2)
—7(=70? = yA? =N =% — afy + afy)
A2

(A +a?+ 8%+
2\ +a? + B2 +97)

+52(A2+a2+52+7 )

+72 (N +a® + B2+

= (N +a’+ B2 +97)%
S druge strane, ATA = (A2 + o2 + 82 + v} E, odakle (detA)? = (A2 + o? + 82 + %)% Ako je tu
lg| = 1 tada imamo AAT = E i (detA)? = 1, odakle detA = +1. Medutim, na osnovu pokazanog da je
detA > 0 sledi da je detA =1 a time A € SO(4) kao i p; € SO(V4(R)). Mi takode mozemo definisati
levo mnoZenje A, preslikavanjem z — ¢~ -z i ako je |¢| = 1 nalazimo da je A, € SO(V4(R)) &ija je
matricna reprezentacija

A —a =0 —y
a A -y p
B8 v A —o

Yy =B a A
Desno (ili levo) mnozenje jedini¢nim vektorom naziva¢emo desna (ili leva) rotacija. Desne rotacije
pq 1 slicno leve A\, formiraju podgrupu grupe SO(V4(R)). Obe su izomorfne multiplikativnoj grupi
jedini¢nih kvaterniona, ali su razlicite podgrupe grupe SO(V4(R)). Proverom njihovih matrica za-
kljuéujemo da su jedini zajednicki ¢lanovi ovih grupa preslikavanja x — —z (desno ili levo mnozenje
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sa —e).

Algebru kvaterniona koju smo mi konstruisali nad elementima Vj(R) jasno zavisi od izbora ortonor-
miranih baza [e, 1, j, k] 1 za razli¢ite izbore prvog elementa e dobijaju se razli¢iti jedini¢éni elementi u
algebri. Proverimo kako algebra zavisi od izbora baza. Primetimo da imamo dva razli¢ita sistema sli¢no
orijentisanih ortonormiranih baza. Zbog jednostavnosti za dve baze iste orijentacije reé¢i ¢emo da su
kompatibilne to jest direktne. Zapravo, dve baze su kompatibilne ako i samo ako postoji transformacija
o € SO(V4(R)) koja preslikava jednu na drugu.

Lema 4. Dve kompatibilne baze sa istim prvim elementom e definisu istu algebru kvaterniona nad

Vi(R).
Dokaz. Neka su le,i,j, k| i [e,u,v,w] dve kompatibilne baze. Dovoljno je pokazati da u algebri konstru-
isanom nad prvom bazom vazi u? = v? = w? = vvw = —e. Sada, [i, j, k] i [u,v,w] su dve kompatibilne

baze trodimenzionog prostora < e >+, pa je u = ai+Bj+~vk,v =i+ +~vk iw = "i+B"j++"k,
gde je

a By
T=1|d [ +|eS03).
a// /8// ,y//
Mi imamo odmah u? = —(a® + 82 +7?)e = —e i slicno v* = w? = —e. Drugi deo dokaza sledi iz
ortogonalnosti vrsta matrice T' ¢ime dobijamo u(vw) = —(detT)e = —e. O

Tako za kompatibilne baze, algebra kvaterniona je jedinstveno odredena prvim baznim elementom
pa je mozemo nazvati i ”e—algebra”.

Lema 5. Ako su [e,i,7, k] i [f,u,v,w] dve kompatibilne baze prostora V4(R), onda desna (ili leva)
rotacija u f—algebri je desna (ili leva) rotacija u e—algebri.

Dokaz. Prvo, u f—algebri proizvod vektora a i b oznacavaéemo sa axb dok éemo inverz a u f—algebri
oznacavati sad. Nekaje f~1 inverz f ue—algebri. Tada je x — xf~1 desna rotacijaile,uf ', vf =1 wf=!]
je kompatibilna baza sa [f,w,v,w] i dakle sa [e, i, ], k|. Ovo preslikavanje je dakle izomorfizam f—algebre
u e—algebru i a x b = c je ekvivalentno sa (af~1)(bf~') = cf~! odakle a xb = af~'b. Sa pi, \:
oznacimo desne i leve rotacije (mnoZenja jedinicim vektorom a) u f—algebri. Imamo x+a = z(f 'a)
pa p, = pr-1q 112 =1 je jedinicni vektor ovo je desna rotacija e—algebri. Da bismo ispitivali levu
rotaciju u f—algebri mi moramo da izracunamo a*x. Sada@xa = f, pa (@f ') (af~ ') =e,a= fa='f.

Otuda (@xz)f~ 1 = @f H(xf ) =(faHaf ) iasx = (fa )z = (af 1) ta daje \: = Agp-1.0

Uporedimo sada algebarski nekompatibilne baze. Pokazali smo da imamo dva skupa kompatibilnih
baza pa mozemo uzeti bilo koje dve baze, jednu iz svakog skupa. Razmotrimo zato par ortonormiranih
baza le,i,j, k| i [e,i,], —k]. Koristeéi uobic¢ajenu notaciju u prvoj bazi, sa * ozna¢imo mnozenje u
drugoj bazi. Tada imamo:

ivj=—jri=—k  jr(-k)=kxj=i  (-k)xi=ixk=],
odakle

ikj=7ji, jxi=1ij, jxk=kj  kxj=jk  kxi=ik,  i*k=ki.
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Tako mnozenje svih nekomutativnih parova baznih elemenata e, i, j, k je obrnut pri prelasku iz
jedne baze u drugu i za bilo koja dva vektora a i b imamo a * b = ba. Ako a~! oznacava inverz od a
1 1 1 ' = ¢ paje a ! inverz od a i u drugoj
algebri. Tako preslikavanje pi: z + z *a je isto §to i A\y-1: = +— az, i preslikavanje \:: x +— a~ ! xz je
isto §to i p,-1: x + za~t. Tako smo dokazali:

u prvoj algebri, mi imamo a*xa™ =a a=eia " *xa=aa"

Lema 6. Dve nekompatibilne baze definisu iste parove grupa “levih” i 7 desnih”rotacija, ali sa zame-
njenim imenima “leva” 1 7 desna”.

Cinjenica da grupe levih i desnih rotacija ne zavise od izbora baze ukazuje na njihov geometrijski
znacaj. Moguce je identifikovati ovaj par podgrupa od SO(V,(R)) na nacin koji je nezavisan u odnosu
na bilo koju specijalnu bazu ili ¢ak bilo koju algebru kvaterniona.

Ako uporedimo izraz dobijen matricom (u odnosu na bazu [e, i, j, k]) rotacije p, gde je ¢ = Ae +
ai + B + vk, sa A2 4+ o + 32 ++% = 1, vidimo da je ovo kanonska forma ako i samo ako je 8 =y = 0.
Mi mozemo onda pisati ¢ jedinstveno u obliku ¢ = cosf-e+sinf-i gde je 8 € R/27Z i njena matri¢na
reprezentacija je diag(R_g, Rp) (4 x 4 matrica sa dijagonalnim blokovima 2 x 2). Jasno, mi smemo
izabrati bilo koje 6 € R/277Z i definisati ¢ tako da pq, A; imaju ove matri¢ne reprezentacije. Kako data
transformacija o € SO(V4(R)) moze biti predstavljena (u zavisnosti od izbora kanonske baze) nekom
od matrica diag(R+y, Rig), diag(R+e, Riy), mi sada mozemo dati opis leve i desne rotacije.

Lema 7. Leve i desne rotacije su elementi SO(V4(R)) sa kanonskim formama diag(Rg, Ry) gde je
b= +.

Lema 8. Svaka transformacija v SO(V4(R)) moze biti izraZena kao proizvod leve i desne rotacije

Dokaz. Neka o € SO(Vi(R)) ima matricnu formu diag(Ra, Rg). Tada u odnosu na kanonsku bazu

1
imamo levu rotaciju g, sa matricom diag(Rg, Rp), gde je 6 = 5(0& + B), i desnu rotaciju pg, sa

1
matricom diag(R_4, Ry) gde je ¢ = §(ﬁ — o). Matricno predstavljanje Mg, pg, je onda diag(Rq, Rg) i
time 0 = A\g, pgo-J

U odnosu na mnozenje definisano algebrom kvaterniona na ortonormiranoj bazi [e, i, j, k] prostora
V4(R), grupu jedini¢nih vektora prostora V4 (R), nazva¢emo grupom jedini¢nih kvaterniona i oznacavati
je sa U . Grupa U je izomorfna grupi desnih rotacija gde je izomorfizam dat preslikavanjem g — p,.
Desne rotacije imaju reprezentaciju 4 x 4 realnom matricom:

A a By
—a A = B
B v A —al’
-y =B a A

pg Ty =

gde je ¢ = Xe + ai + B + vk i A2 + a? 4+ 2 + 4% = 1. Tako matrica T, moze biti podeljena u éetiri
2 x 2 podmatrice, sve oblika
a b
5
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i takve matrice su algebra izomorfna kompleksnim brojevima C odredene preslikavanjem

[a b}
— a+ eb
-b a

gde € oznacava kompleksni koren iz —1. Stavljajuéi sve ovo zajedno, imamo monomorfizam U —

GL(2,C) dat sa
u v
A =
17 % [—6 ﬂ]
gde je u = A+ ea,v = 3 + €y i u,v oznacavaju kompleksne konjugate od u i v. Stoga, imamo

detA,; = wti +v0 = \? + o* + 2+ 72 = 1,

-1 u —v A%
A7 = [ u} _ A,
odakle AjA, = E. Matrice sa ovom osobinom zvali smo unitarne dok one sa jedinicnom determi-
nantom specijalno unitarne. Takode, specijalne unitarne matrice reda 2 formiraju multiplikativnu
podgrupu grupe GL(2,C) koju smo obelezili sa SU(2). Tako smo dokazali slede¢u lemu:

Lema 9. Grupa svih jedini¢nih kvaterniona u odnosu na operaciju mnozZenja kvaterniona (U, -) izo-
morfna je grupi specijalnih unitarnih matrica reda 2, to jest U = SU(2). Pri tom je taj izomorfizam

dat sa
u v
a7 Ag = [—6 E]

gde je q jedinicni kvaternion a uw = X\ + e i v = 3 + ey su kompleksni brojevi za koje vazi N2 + o +
B2 +42=1.

Proizvod grupa UxU je grupa uredenih parova (g1, ¢2) jedini¢nih kvaterniona u odnosu na mnozenje
koje je definisano na sledeéi nacin: (q1,¢2)-(q},¢5) = (@14}, ¢2¢5). Preslikavanje U x U prostora V4(R) je
dato sa (q1,¢2)(z) = ¢y *xqe, © € V4(R). Na osnovu leme 8 mi takode imamo da je transformacija x +
q; ' g2 prostora Vi(R) element grupe SO(V4(R) pa mozemo definisati preslikavanje Ux U — SO(V4(R))
dato sa (q1,¢2)(x) = ¢; "wqa. Ovako definisano preslikavanje predstavlja homomorfizam koji je prema
lemi 8 sirjektivan. Jezgro homomorfizma sadrzi sve parove (qi,q2) takve da je gy Yrgy = x za sve
x € V4(R). Dovoljno je proveriti za bazne elemente e, i, j, k i videti da su ¢lanovi jezgra odredeni sa
q1 = q2 = te. Jezgro je tako dvoelementna grupa {(e, e), (—e, —e)} = Zs. Time smo dokazali narednu
lemu:

Lema 10. (U x U) oy = SO(Va(R)) = SO(4).

/{(e,e) (—e,—

Razmotrimo sada prostor V3(R) =< 4,4,k > koji je ortogonalni komplement jednodimenzionog
prostora < e > u Cetvorodimenzionom prostoru V4(R). Tada bilo koja transformacija u SO(V4(R))
koja fiksira e indukuje na prostoru V3(R) (restrikcijom) transformaciju SO(V3(R)). Obrnuto, bilo
koja transformacija u SO(V3(R)) moze biti prosirena u transformaciju u SO(V4(R)) komponovanjem
sa identitetom na ortogonalnom komplementu < e > od V3(R). Tako je SO(V3(R)) restrikcija na

18



V3(R) transformacije iz SO(V4(R)) koja fiksira e. Uslov da transformacija = — ¢ Lrgy fiksira e je
jednostavno q; = ¢o. Tako imamo preslikavanje U na V3(R) dato sa ¢(z) = ¢ 'zq koje predstavlja
sirjektivni homomorfizam U — SO(V3(R)). Jezgro tog sirjektivnog homomorfizma sadrzi elemente
q € U takve da vazi ¢ 'zq = x za sve x € V3(R). Pri tom je dovoljno pokazati za bazne elemente
x =1, j,k da su jedina resenja ¢ = e, —e. Time smo i pokazali da je jezgro dvoelementna grupa {e, —e}
koja je izomorfna grupi Zs. Zapravo:

Lema 11. U, = SO(V3(R)) 2 SO(3).

Prema lemi 9 U = SU(2) i u ovom izomorfizmu elementima e, —e € U odgovaraju E, —F € SU(2).
Tako dobijamo da je U, _ , = SU(2) koji je projektivna grupa PSU(2), ¢ime smo dokazali
sledeéu lemu:

/{E,~E}

Lema 12. SO(3) = PSU(2).

Takode, PSO(4) je projektivna grupa grupe SO(4),,, _, pa tako imamo sirjektivni homomorfizam

U x U — PSO(4). Njegovo jezgro sadrzi parove (qi,qz2) takve da ql_lfz:qg = z,—x za sve x € V4(R).
Ovo jezgro je Klajnova 4— elementna grupa i zapisujemo je sa

{(67 6)7 (67 _6)7 (_67 6)7 (_67 _e)} = {67 _e} X {67 _6}7

a time i

([U X U)/( ) = U/{e,fe} X U/{€,7€}7

{e,—e}x{e,—e}
¢ime smo dokazali sledece

Lema 13. PSO(4) =2 SO(3) x SO(3).

Ovaj poslednji rezultat nam daje interesantnu informaciju o strukturi SO(4), koja je za¢udujuca
za dimenziju 4. Zapravo, PSO(n) je prosta grupa za n = 3 i za sve n > 5. Poznavanje konac¢nih
podgrupa grupa SO(3), lema 13 nam omogucava da na slican nacin izvrsimo kompletnu klasifikaciju
kona¢nih podgrupa PSO(4) i SO(4).

Hamiltonov prvobitni cilj je bio da razvije alat za manipulisanje rotacijama u trodimenzionom
Euklidovom prostoru. Takve aplikacije su najpogodnije fiksiranjem vektorom e € Vj(R) i posma-
trajuéi ortogonalni komplement < e >+= V3(R). Dalje, bazu V4(R) mozemo dopuniti uzimanjem
vektora i, j, k za bazu V3(R) koja ¢ini desni ortonormirani sistem. Tada bilo koje dve baze [e, 1, 7, k] i
le,i’, j', k'] odredene na ovaj nac¢in prema dokazanoj (lemi 3) odredivace istu algebru kvaterniona.

Razmotrimo sada vektore iz prostora V3(R) ¢ija je baza [i,j, k] i uloga e je samo da sluzi kao
jedini¢ni element algebre kvaterniona. Kako je e jedini¢ni element tada se element ae ponasa u algebri
isto kao i skalar a pa je uobic¢ajena praksa da se simbol e ne koristi pa tako kvaternion ¢ = ae+bi+cj+dk
zapisujemo i kao ¢ = a + bi + ¢j + dk pri éemu vaze relacije i? = j? = k? = ijk = —1. Tada za kvater-
nion g kazemo da je suma skalarnog dela a i vektorskog dela bi + cj + dk. Kako mnozenje kvaterniona
ne zavisi od izbora desno ortonormirane baze mi mozemo kvaternion pisati u obliku a + u,u € V3(R)
i vrsiti manipulacije u algebri kvaterniona bez obzira na odredenu bazu.
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Pri tom je sa
flal +bi+cj+ dk) = ae + bi + ¢j + dk

definisan i jedan izomorfizam f algebre kvaterniona (H,+,-,*) na strukturu (V4(R),+,-,*) ¢ije su
operacije odredene sa:

(a1 + b1i+ c1j + dik) + (ag + bai + coj + dok) = (a1 + az) + (b1 + ba)i
¢+ ¢2)j + (di + do)k,
(a1 + b1i + c1j + dik) - (ag + bai + coj + dok) = (ay1ag — bibe — c1co — dydy
+ (a1by + brag + c1dy — dyco
+ (a1co — bids + crag + dyby
+ (a1dy + bicg — c1by + dyag

_|_

(1.12)

7

J
k.

~— ~— ~—

Specijalno, za V4(R) = R* imamo izomorfizam algebre kvaterniona (H, +, -, *) na strukturu (R*, +, -, *)
Cije su operacije + i -, odredene sa

(al,bl,cl,dl) + (GQ,bQ,CQ,dQ) :(a1 4+ ao,b1 + by, c1 + co,dy + dg),
(a1,b1,c1,d1) - (az, ba, c2,d2) =(arag — biba — c1c2 — didy,
a1b2 + b1a2 + Cldg - dlcg, (1.13)
aicy — bidy + crag + dyba,
airdy + bica — c1ba + dias).

Na osnovu ovog izomorfizma skupove H i R* mozemo poistovetiti i time kvaternione predstaviti i kao
skup uredenih cetvorki:
H = {(a,b,¢,d) | a,b,c,d € R},

Ciji su bazni elementi:

1=(1,0,0,0),

i =(0,1,0,0), (114
Jj=1(0,0,1,0), '
k= (0,0,0,1).

Ipak, Hamilton je bio svestan apstraknosti da kvaternione posmatramo jednostavno kao cetvorke
realnih brojeva sa pogodno definisanim operacijama sabiranja i mnozenja. Analogno, vektorskom
prostoru V4 (R), mi kvaternion ¢ = a + bi + ¢j + dk koji smo poistovetili sa uredenom cetvorokom
(a,b,c,d), mozemo predstaviti kao sumu skalaranog dela a i vektorskog dela (b, c,d). Ova ¢injenica da
kvaternion mozemo shvatiti i kao zbir skalara i vektora preokrenula je istoriju jer na osnovu toga sledi
da aritmeticke operacije izmedu kvaterniona mozemo svesti na aritmeticke operacije samih vektora.
Tako se doslo do pogodnog opisivanja proizvoda kvaterniona pomocu skalarnog i vektorskog proizvoda.
U skladu sa tim mi éemo kvaternion zapisivati kao ¢ = (a,v), gde je v = (b, ¢,d). Realni broj a iden-
tifikova¢emo sa kvaternionom (a,0) a vektore v € R? sa kvaternionom (0,v). I obratno, broj oblika
a4+ 0i+0j + 0k gde je a realan broj, naziva se realni broj a broj oblika 04 bi 4+ ¢j + dk, gde su b,ci d
realni brojevi, naziva se ¢ist imaginaran broj. Mada je svaki kvaternion vektor u é¢etvorodimenzionom
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vektorskom prostoru, uobicajeno je da se vektor definise kao ¢ist imaginarni kvaternion, to jest kao
element vektorskog prostora R3.

Hamilton naziva ¢iste imaginarne kvaternione i pravim kvaternionima a realne brojeve (misleéi na
kvaternione sa nula vektorskim delom) i skalarnim kvaternionima.

Na osnovu svega recenog, kvaternioni mogu biti zapisani na nekoliko razli¢itih, ekvivalentnih (izo-
morfnih) na¢ina. Korisno je imati ih sve na jednom mestu i znati ih sve jer je svaki od tih oblika
jednako koristan kao i oni ostali. Dakle, imamo:

q= (a,v),
= (a> (b> Cy d))a
—(a,b,c,d), (1.15)

= a+bi + cj + dk,

gde je a skalarni deo i v = (b,c,d) € R3? vektorski deo kvaterniona. Sliéno, sabiranje kvaterniona
mozemo zapisati na razlicite nacine. Kao i kod zapisivanja podimo od oblika ¢1 = (a1,v1), g2 =

(CLQ,VQ)i

q+q = (a,v) + (a1,v1)

=(a+ay,v+vy)

(a+ ai, (b C, d) (bl,cl,dl)) (1.16)
=(a+a,(b+bi,c+cr,d+dy))

= (

a+a1,b+bl,c+cl,d—|—d1)

Razmotrimo sada razli¢ite nac¢ine mnozenja kvaterniona i veze koje medu njima vaze. Iz definicije
mnozenja kvaterniona prvo imamo

q1 - q2 = (a1a2 — biby — ci1ca — dida) + (a1ba + brag + c1da — dica)i
+ (a1cg — bide + c1ag + d1b2)j + (a1dy + bica — c1by + dyag)k
= ajag — (b1by + c1c2 + dida) + a1(bai + coj + dok) + as(bri + c1j + dik)
4 (erds — dyea)i — (bids — diba)j + (bica — crbo)k.

(1.17)

S druge strane, ako kvaternione zapisemo u obliku sume realnog (skalarnog) i imaginarnog (vektorskog)
dela dobijamo sledece:

q1-q2 = (a1 +vy1) - (ag + va)

(1.18)
= (ar1a2 + a1va + agvy + vi - va).

Postavlja se pitanje kakva je veli¢ina vy - vo? Da li je to vektorski ili skalarni proizvod vektorskih
delova ili pak nesto tre¢e? Na osnovu definicije skalarnog i vektorskog proizvoda vektora u R? iz 1.17
imamo

q1°q2 = aiaz —Vviovy+ajvy+axvy + vy X vy,
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odakle dobijamo da je vi - vy = —vj0vy+ V] X Vo, gde operacije o i X oznacavaju skalarni i vektorski
proizvod vektorskih delova kvaterniona redom.

Odavde direktno mozemo proveriti da mnozenje kvaterniona nije komutativna operacija. Zapravo,
dva kvaterniona ¢; i g2 komutiraju, to jest q1g2 = ¢2q1 ako i samo ako su njihovi vektorski delovi
linearno zavisni jer ¢e tada njihovi vektorski proizvodi biti nula.

Slicno, kao kod kompleksnih brojeva konjugat se moze iskoristiti da se izrazi realni i imaginarni deo
q e ) . q—q
a vektorski (imaginarni) deo jev = ——.

kvaterniona. Skalarni (realni) deo kvaterniona ¢ je a = 1+4q 5

Izmedu kompleksnih brojeva i kvaterniona postoje odredene sli¢nosti i analogije. Podsetimo se da
su nam za definisanje kompleksnih brojeva bili potrebni bazni elementi 114 i da smo onda C predstavili
kao vektorski prostor nad poljem realnih brojeva ¢iji elementi imaju oblik z + iy. Ako bismo zZeleli da
uvedemo mnozenje kompleksnih brojeva bila nam je potrebna jos aksioma 2 = —1.

Za definisanje kvaterniona, potrebni su nam bazni elementi: 1,4, j, k i posmatrajé¢i H kao vektorski
prostor nad poljem realnih brojeva, njegovi elementi imaju oblik al 4+ bi + ¢j + dk. Medutim, sada
nam je za mnozenje kvaterniona potrebno jos Sest aksioma:

i? = —1,
j*=-1,
k? = —1,
ij =k,
jk = ia
ki =j.

Na osnovu toga, kvaternioni mogu biti predstavljeni kao parovi kompleksnih brojeva sto je posledica
Kejli- Diksonove konstrukcije kompleksnih brojeva. Ova konstrukcija je generalizacija konstrukcije
kompleksnih brojeva kao parova realnih brojeva. Naime, neka je Co dvodimenzioni vektorski prostor
nad poljem kompleksnih brojeva. Izaberimo bazu koja sadrzi dva elementa [1, j], odakle vektor u C,
moze biti zapisan pomoc¢u baznih elemenata 11 j kao

(a+ bi)1 + (c + di)j.

Pri tom ako je tu j2 = —11i4j = —ji i ako sa k oznac¢imo proizvod ij tada koristeéi ista pravila
za mnozenje koja vaze i za obi¢ne kvaternione vektoru (a + bi)l + (¢ + di)j odgovara kvaternion
a—+bi+cj+dk. S druge strane, ako elemente iz Cy zapiSemo kao uredene parove kompleksnih brojeva
i kvaternione kao uredene cetvorke tada je odgovarajuca korespodencija data sa:

(a +bi,c+di) < (a,b,c,d).

S druge strane, kao Sto se kompleksni brojevi mogu predstaviti matricama, tako se i kvaternioni
mogu predstaviti pomoc¢u matrica. Postoje dva nacina kako predstaviti kvaternione kao matrice i isto
toliko nacina kako operacije izmedu kvaterniona da predstavimo pomocu operacija izmedu matrica.
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Jedan je koristeéi 2 x 2 kompleksnu matricu, a drugi koristeéi 4 x 4 realnu matricu. Koristeéi 2 x 2
kompleksne matrice, kvaternion a + bi 4+ ¢j + dk moze biti predstavljen kao

> w] [a+bi c+di]  [1 0] i 0 0 1], o i
[—w E}_[—c—kdi a—bi]_a[o 1}“’[0 —i]+c[—1 o}rd[z‘ o]'

Ova reprezentacija kvaterniona ima sledec¢a svojstva:
e Kompleksnim brojevima (¢ = d = 0) odgovara dijagonalna matrica

e Norma kvaterniona (kvadratni koren proizvoda sa njegovim konjugatom) je kvadratni koren
determinante odgovarajucée kvadratne matrice

e Konjugatu kvaterniona odgovara konjugat transponovane matrice

e Ogranicena na jedinicne kvaternione, ova reprezentacija obezbeduje izomorfizam izmedu je-
dini¢éne sfere S? i specijalne unitarne grupe SU(2) reda dva.

Oznac¢imo prethodne matrice sa 1,1, j, k redom. Lako se proverava da za njih vazi:

i’ =j=k>= -1,

ij = —ji=k,
S (1.19)
Jk=-kj=1,
ki = —ik = j.

Takode, sve ove matrice imaju determinantu 1 pa je ovo reprezentacija kvaterniona u specijalnoj
unitarnoj grupi SU(2)reda 2. Koristeéi 4 x 4 realne matrice, isti kvaternion moze biti zapisan na sledeéi
nacin:

a b ¢ d 1000 0 10 0 0 0 1 0 0 0 0 1
b a —-d ¢ 0100 1.0 0 0 0 0 0 1 0 0 —1 0
e d a b %00 10l™lo 00 1|71 0 00ol™| 0 1 0 o
—d - b a 000 1 0 01 0 0 -1 0 0 10 0 0

U ovoj reprezentaciji, konjugatu kvaterniona odgovara transponovana matrica. Cetvrti stepen norme
kvaterniona je upravo determinanta odgovarajuc¢e matrice.
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1.5 Kvadratni koren broja —1 u skupu kvaterniona

Pomenuli smo da za razliku od realnih i kompleksnih brojeva, mnozenje kvaterniona nije komuta-
tivno. Tako je na primer ¢j = k dok je ji = —k. Sama nekomutativnost mnozenja kvaterniona ima
neke neocekivane posledice. Jedna od njih jeste da polinomijalne jednacine nad kvaternionima mogu
imati razli¢itih reSenja viSe nego Sto je stepen polinoma. Zapravo:

Lema 14. Jednacina 2> + 1 = 0 u skupu H ima beskonacno mnogo resenja i sva ona se nalaze na
poursing jediniéne sfere u trodimenzionom prostoru.

Dokaz. Da bismo ovo dokazali, neka je ¢ = a+ bi+ cj+ dk proizvoljan kvaternion c¢iji je kvadrat —1.
Ovo znaci da je

a? - —dP=-1
2ab =0
(1.20)
2ac =0
2ad = 0.

Da bi bile zadovoljene poslednje tri jednacine, ili je a = 0 ili b,c © d su 0. Drugi slucaj je nemogud, jer
je a realan broj pa ne moze da zadovoljava prou jednacinu a®> = —1. Dakle, a =0 i b> +c® + d? = 1.
Drugim recima, kvaternion je resenje kvadratnog korena —1 akko je cist kvaternion c¢ija je norma 1.
Po definiciji, skup svih takvih vektora se nalaze na jediniénoj sferi .[]

1.6 Metrika na prostoru kvaterniona H

Rekli smo da se kvadratni koren proizvoda kvaterniona sa njegovim konjugatom naziva njegova
norma i obelezavali smo je sa |q| = v/q@ = Va® + b2 + ¢2 + d?. Ovo je uvek nenegativan realan broj i
on je isti kao i euklidska norma ako H posmatramo kao vektorski prostor RY. Mnozenjem kvaterniona
realnim brojem njegova norma se menja apsolutnom vrednoséu tog broja. Tako, ako je « realan
broj, tada vazi |ag| = |a|g|. Zapravo, ovo je specijalan slucaj multiplikativnosti norme |pg| = |pl|q|
za bilo koja dva kvaterniona p i q. Multiplikativnost je posledica formule za konjugaciju proizvoda
dok alternativno multiplikativnost sledi direktno iz svojstava determinanti odgovarajuc¢ih kvadratnih
matrica

a2+62+62+d2:det[a+26 Cﬂﬂ

—c+1id a—1ib
gde 7 oznacava uobiCajenu imaginarnu jedinicu.

Na taj nac¢in definisana norma omogucéuje nam da definisemo rastojanje d(p, q) izmedu kvaterniona
p i q kao normu njihove razlike:

d(p,q) = |p —ql-

Ovako definisana funkcija, naziva se metrika indukovana normom i zajedno sa skupom H predstavlja
jedan metricki prostor. Sabiranje i mnozenje kvaterniona su neprekidni u smislu metrike.
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1.7 Hurvicovi kvaternioni

U matematici, Hurvicovi kvaternioni ili Hurvicov ceo broj je kvaternion ¢ije su komponente ili svi
celi brojevi ili sve polovine neparnih celih brojeva (ne smeju i jedni i drugi). Tako skup svih Hurvicovih
kvaterniona je

1
H={a+bi+cj+dkecH]|abcdecZil a,b,c,d€Z+§}.

Moze se pokazati da je H zatvoren u odnosu na mnozenje i sabiranje kvaterniona i u odnosu na njih
predstavlja jedan potprsten prstena svih kvaterniona HI.

Lipsicov kvaternion ili Lipsicov ceo broj je kvaternion ¢ije su komponente celi brojevi. Skup svih
Lipsicovih kvaterniona
L={a+bi+cj+dkeH]|abcdecZ}

predstavlja potprsten prstena Hurvicovih kvaterniona H. LipsSicova podgrupa kvaterniona L je indeksa
2 grupe H. Norma Hurvicovih kvaterniona, data sa a® + b? + ¢® + d? je uvek ceo broj. Po teoremi
Lagranza svaki nenegativan ceo broj moze biti zapisan kao suma najvise cetiri kvadrata. Tako, svaki
nenegativan ceo broj je norma nekog Lipsicovog ili Hurvicovog kvaterniona. Hurvicov ceo broj je prost
akko je njegova norma prost broj.

25



2 Algebarske forme rotacija

Neka je E orijentisani euklidski vektorski prostor dimenzije dva ili tri, sa fiksiranim reperom Oe gde
je e = [e1, e2], odnosno e = [ey, eg, e3] ortonormirana baza njegove direktrise V. Tada za preslikavanje
o: E — E kazemo da je izometrija euklidskog prostora [E, ako ¢uva njegovo rastojanje, to jest ako za
proizvoljne tacke A, B € E i njihove slike 0 A, 0 B vazi

d(cA,oB) = (A, B),

gde je (A, B) = \A_B| Moze se pokazati da za svaku izometriju o i svaku tacku S prostora E postoje
tacno jedna translacija 7 i tatno jedna izometrija w takve da je 0 = Tow i wS = 5. Time se i
izuCavanje neke izometrije o svodi na izucavanje jedne posebne izometrije w koja ima bar jednu fiksnu
tacku. Takode govorimo i o matrici i determinanti izometrije o: & — E misleé¢i pri tom na odgova-
rajuc¢e pojmove linearnog operatora L vektorskog prostora E. Tu je i operator L ortogonalan a time i
za njegovu matricu A u odnosu na bilo koju ortonormiranu bazu vazi AT A = E. Tako za izometriju
o cuklidskog prostora E kazemo da je direktna, ako ¢uva orijentacije, to jest ako je deto = detL = 1.
U suprotnom, ako je tu detoc = —1, za tu izometriju kazemo da je indirekina.

Pod rotacijama euklidske ravni E oko jedne njene tacke, na primer S, podrazumevamo svaku di-
rektnu izometriju p: E — E koja fiksira samo tu tacku S. Tacku S nazivamo i sredistem ili centrom
tih rotacija.

Neka je sada u euklidskom prostoru E data jedna prava o i posmatrajmo direktnu izometriju
p: E — E koja fiksira pravu o tacka po tacku. Za proizvoljnu tacku M van prave o postoji i tacno
jedna ravan « u prostoru koja sadrzi tacku M i ortogonalna je na toj pravoj o u nekoj tacki S. Kako
izometrije cuvaju ortogonalnost to je ravan pa ortogonalna na pravoj po = o u tacki pS = S pa tu
mora biti pa = a. Otuda je S i jedina fiksna tacka restrikcije pg od p na ravni a. Time je pg i jedna
rotacija te ravni. Na taj nacin zadata direktna izometrija p: E — E koja fiksira sve tacke jedne prave
prostora naziva se rotacija euklidskog prostora IE.

Specijalno, sa Rotp(n) oznacavamo skup svih rotacija oko tacke O euklidskog prostora E dimen-
zije n sa fiksiranim reperom Oe. Pri tom je skup Rotp(n) i jedna grupa u odnosu na kompoziciju
preslikavanja. Tako grupu svih rotacija prave, ravni i prostora E oko tacke O oznacavamo, redom, sa
Roto(1), Roto(2) i Roto(3).

2.1 Kompleksna forma rotacija euklidske ravni

Neka je o bilo koja rotacija oko pocetka O uocenog repera orijentisane ravni E. Tada ona ima istu
matricu u odnosu na sve direktne ortonormirane baze prostora V i ta matrica je oblika

(0%

Anp = [5 _ﬂ,ahﬁ?:l,

to jest jedna od matrica iz specijalne ortogonalne grupe SO(2). Pri tom, za svake dve takve matrice
vazi AagAvs = Aay—gs.as+py 1 Aag = Ays & o=y A\ S =0, pa je tako sa

o Agg = a+1f8

26



definisan i jedan izomorfizam grupe Rotp(2) svih rotacija ravni E oko tacke O na grupu svih kom-
pleksnih brojeva z = «a + i3 intenziteta |z| = 1, to jest na specijalnu unitarnu grupu

SU(1) ={z€C:2zz=1}
stepena 1, gde je Z konjugat kompleksnog broja z € C. Time smo dokazali i sledeé¢u lemu:
Lema 15. Rotp(2) = SO(2) = SU(1).

S druge strane, ako su (x,y) i (2/,y") kolone koordinata tacaka M i M’ = o(M) u odnosu na uoceni
reper i A,g odgovarajuca matrica rotacije o, odmah sledi da se njene formule

x’:am—/@% y/:ﬁx—i-ozy
mogu zapisati i u kompleksnoj formi o’ + iy’ = (o + i) (z + iy), to jest
Z' = az, la] =1,

gde su a = a+if i z = x + iy kompleksni brojevi pridruzeni matrici A, i paru koordinata (x,y)
proizvoljne tacke M ravni E. Uz to, ako je € orijentisani ugao te rotacije, bice &« = cosf i § = sin6,
pa tada i za sam kompleksan broj

2/ = (cosf +isinf)z
kazemo da je rotacija kompleksnog broja z za orijentisani ugao 6. Koriste¢i Ojlerovu teoremu da je
e = cos @ + isin#, rotaciju kompleksnog broja z mozemo predstaviti i u obliku 2’ = 2.

Vazi i viSe, svaka izometrija o euklidske ravni E moze se odrediti u odnosu na uoceni reper,
formulom oblika 2z’ = az + ¢, ako je direktna, odnosno 2z’ = az + ¢, ako je indirektna, gde su a = a+if3
i ¢ =41 fiksirani kompleksni brojevi i vazi aa = 1.

2.2 Ojlerova razlaganja rotacija prostora E?

Neka su Oe i Og bilo koji reperi orijentisanog euklidskog prostora E3 dimenzije tri, sa zajednickim
pocetkom O i direktnim ortonormiranim bazama e = [u,v,w| i g = [a, b, ¢] njegove direktrise V.

Matrica prelaska A sa baze e na bazu g je ortogonalna i detA = 1. Time je ona i matrica rotacije
p prostora [E koja reperu Oe pridruzuje reper Og. Dokaza¢emo da je ta rotacija kompozicija nekih
rotacija oko samih osa repera QOe.

Naravno da je sluc¢aj kada su vektori w i ¢ kolinearni trivijalan, pa se na njemu ne¢emo zadrzavati.
Razmotrimo, dakle, slucaj kada vektori w i ¢ nisu kolinearni. Tada je presek ravni Ouv i Oab neka
prava Op gde je p neki jedini¢ni vektor. Kako je u,plw, tada postoji i rotacija p; oko prave Ow
za orijentisani ugao = LuOp, koja bazi e = [u,v,w| pridruzuje neku bazu f = [p,q, w] sa prvim
vektorom p i istim tre¢im vektorom w. Prema tome, njena matrica u odnosu na bazu e je

cos —sinf O
sinf@ cosf O
0 0 1
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i to je upravo matrica prelaska P sa baze e na tu bazu f = eP. Takode, c,wlp, pa i rotacija ps oko
prave Op za orijentisani ugao w = LwOc toj bazi f pridruzuje neku bazu h = [p,r,c] sa istim prvim
vektorom p. Njena matrica () u odnosu na f je

1 0 0
0 cosw —sinw
0 sinw cosw

i time h = fQ. I na kraju, zbog a,p_Lc, rotacija ps oko prave Oc za orijentisani ugao ¢ = £pQOa toj
bazi h pridruzuje neku bazu gy = [a,d, c| sa istim tre¢im vektorom c. Uz to je njena matrica R u
odnosu na bazu h
cosyp —singp 0
sinp cosp 0
0 0 1

ijos je go = hR, atimei gy =ePQR.

sl 3.

S druge strane, kako sve rotacije ¢uvaju orijentaciju prostora, tu su baze g = [a,b, ] i go = [a,d, ]
direktne, ortonormirane i sa zajednickim prvim i tre¢im vektorom, sto je moguée jedino ako su te baze
jednake.

Otuda je g = ePQR, pa kako je i g = eA, biée A = PQR. Time smo pokazali da je svaka matrica
A iz SO(3) proizvod tri matrice P, @, R pomenutog oblika. To takode znaci i da se svaka rotacija p
prostora E3, ¢ija osa sadrzi tacku O, moze predstaviti i kao kompozicija

P = Pz00 PzwO Pzp

ne vise od tri rotacije oko dve koordinatne ose uocenog repera Oe.
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Tako odredenu trojku orijentisanih uglova 6,w i ¢ zovemo Ojlerovim uglovima koji odgovaraju
paru direktnih ortonormiranih repera Oe i Og prostora E? a prethodnu relaciju Ojlerovim razlaganjem
uocene rotacije p u odnosu na prvu i tre¢u osu repera Oe.

2.3 Ojlerova matrica

Odredimo sada posebnu formu matrice A rotacije p u odnosu na uoceni reper Oe prostora E sa
unapred datom orijentisanom osom o koja sadrzi tacku O i orijentisanim uglom 6.

Ako je e = [u,v,w] i ¢ = au + v + yw jedini¢éni vektor prave o koji odreduje njenu orijentaciju,
matrica te rotacije u odnosu na bilo koju direktnu ortonormiranu bazu g = [a, b, ¢/, sa tre¢im vektorom
cje

cosf) —sinf 0
R = |[sinf cosf O

0 0 1
Uz to je
0 —1 0
R—RT'=2|1 0 0|sinf=2Fsind.
0 0 0

Odredujudi kvadrat matrice F' sledi da je tada i
R=E+ Fsinf + F*(1 — cos#).

Dalje, matrica prelaska P sa baze e na tu bazu g je ortogonalna i njena treca kolona je upravo a, 3, 7.
Pri tom je P~'AP = R, kao i PT = P~!, pa iz prethodne relacije dobijamo

A=F+ Dsinf + D*(1 — cos¥),

gde je D = PFPT. Takode, ¢ = a x b, pa ako su p,q,7 i x,y, 2 prva i druga kolona matrice P, bice
a=qz—1y,B =rx—pz,v = py — qr. Na osnovu toga sledi da je tu i

0 —y p a? aB ay
D=~y 0 -—af, D*+E=|Ba B? By
6 a 0 ya B A

Uz napomenu da je matrica D odredena samim jedini¢nim vektorom ¢ = au + Sv + yw prave o, ¢ime
jesa A= FE + Dsin + D?(1 — cos ) odredena i matrica A uocene rotacije p u odnosu na reper Oe.

Takode, kako slicne matrice imaju isti trag, biée TrA = 1 + 2cosf. Pri tom je R — RT = 2F sinf
pa je tako i A — AT = 2Dsin#. Na taj nacin, ako je prava rotacija p prostora E odredena svojom
matricom A u odnosu na uoéeni reper, matrica A — AT je oblika kao i matrica D za neki vektor
d = agu + Bov + yow. Ako je d # 0, to je jedan od vektora same ose o te rotacije p. Prema prethod-
nom, tada je 2sinf = d : ci2cosf = TrA — 1, gde je ¢ ort vektora d koji odreduje i odgovarajuéu
orijentaciju ose o.
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1
Naravno, ako uoceni vektor ¢ prave o nije jedini¢ni, tada «, 3,7 treba pomnoziti sa —. Takode,

]
0
odredujudi tu i sinf i cos 6 preko tan 2 prethodne dve relacije se za tan — = % svode na
A2+ a?— B2 -2 208 — 2\ 2M\B + 2ary
A= 5 208 + 2y A2 —a? 4 B2 — 42 287 — 2\« (2.1)
200y — 20f3 2\ + 26y N —a?—-B2442

gde je § = A2 4+ o + %2 + 2. Jasno je da se ta matrica ne menja ako se svaki od brojeva \,a, 3,7
pomnozi istim koeficijentom p # 0. Zovemo je Ojlerovom matricom koja je pridruzena realnom broju
A i ne-nula vektoru (a, 3,7) iz R3.

Prema prethodnom, to je upravo matrica rotacije p = p, ¢ prostora £ u odnosu na reper Oe, ¢cija
. . ) . 0 ‘| .
je osa o odredena i orijentisana vektorom ¢ = au + fv + yw i tada je tan 3= podrazumevajuci

A
da tu A = 0 ima znacenje od 0 = .

2.4 Kvaternioni i prostorna rotacija

Sada zelimo da nademo formulu rotacije u trodimenzionom prostoru koriste¢i mnozenje kvaterni-
ona, sliénu formuli za rotaciju u dvodimenzionom prostoru 2’ = ez, Medutim, formula za rotaciju
u trodimenzionom prostoru ne moze biti jednostavno mnozenje sa kvaternionom. Naime, mnozenjem
vektora sa nenula kvaternionom moze kao rezultat da da nenula realni deo i kao takav nije vektor
dok rotiranjem vektora on uvek ostaje vektor. Da bismo objasnili ovaj fenomen, razmotrimo slucaj

.. . ;e .. . .. .. P T
rotacije koriste¢i mnozenje sa ¢. Da li je to rotacija pomocu i za ugao 5?

Li(q) =iq R;(q) = qi iqi = (Li o R7)(q)

L [ om i
— ¢ ravan 5 ) nerpa rotacije
1 1
k \ k
. ‘ T ‘ u ‘
J — k ravan = i
2
J J

—_

J
sl 4.
Uobicajno je da se jedini¢ni kvaternioni oznacavaju sa u a skup svih kvaterniona u ¢iji je moduo
. . . . _ U ..o1 .
|u| = 1 oznaéavamo sa S3. Za kvaternion u € S iz identiteta u ! = W, vaziu~! =u, kaoiu"t € S3.
U
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Pored toga, ako uj,us € S% tada na osnovu |ujus| = |ui| - Juz| = 1-1 = 1 sledi da ujus € S3. Sve

kvaterniona. Jedinica ove grupe je kvaternion 1.

Posebno grupi S? pripada i svaki kvaternion oblika

Ccos ¢ + sin i,

koji éemo oznaciti simbolom e’?. Kako vazi
cos ¢ — sin pi = cos(—p) + sin(—p)i,

to sledi

el = e,

Analogno se pokazuje da vazi
eiP1piPe _ gi(p1+e2)

Otuda je skup svih kvaterniona oblika e’ jedna grupa koju obelezavamo sa S'. Ona je izo-

eJ¥ = cos p + sinj i e = cos p + sin pk grupe S® vaze iste osobine pa ¢e i oni pripadati grupi S?.

Treba napomenuti da su zapisi e¥, e/?, k% uslovni i koriste se samo zbog kradeg zapisa. Treba ih
koristiti oprezno jer se ne moze pisati e'?e/? = ¥ 1% zato Sto zapis € 1/¥ nema smisla.
Lema 16. Svaki kvaternion u € S3 moZemo predstaviti u obliku
u = ekeet ekt

gde

<0<

NN

v T T
< < —, 0< < =, — —.
v _¢_2, 5

b | 3

Pri tom, ako je 1 # 0, g, tada je ta dekompozicija jedinstvena.

Dokaz. Neka je
u=a+b+cj+dk,

proizvoljan kvaternion iz skupa S3. Odatle sledi da je a® + b* 4 c® + d*> = 1 to znaci da postoji takav

™ .. ..
ugao o, 0 < a < 3 za koji vazi

2 2

a? +d* = cos® a, b? + % =sina.

Ako je a # g tada

a \2 d 2
() + () v
Cos v Cos v
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1 zbog toga postoji takav ugao [, —g <p< g, za koji vazi

a = cosacosf3, d= cosasinf.

Ove formule vaze i za o = g, ali u tom sluéaju ugao 5 moze biti bilo Sta (a ako je o # g tada je ugao
B odreden jednoznacno).
m

1z istog razloga postoji ugao vy, — >

<v< g (jedinstveno odreden za o # 0), takav da vazi
b =sinacosvy, ¢ =sinasin~.
Tako dolazimo do oblika
U = cos a cos 3 + sin o cos 7yt + sin asinyj + cos asin Sk.
S druge strane, prema pravilu mnoZenja kvaterniona imamo:

e*e¥ = (cos ¢ + sin k) (cos 1 + sin i)

2.2
= cos ¢ cos 1) + cos @ sin Yi 4 sin @ sin 7 + sin p cos Yk (22)

el ekt — (cos p cos ) + cos psin Yi + sin @ sin 1 + sin  cos Yk)(cos 0 + sin k)
= (cos p cos ) cos ) — sin p cos 1) sin §)

(cos psin cos O + sin p sin ) sin 0)i

(

(sin ¢ cos ¥ cos @ + cos p cos P sin 0)k (2.3)
= cos ) cos(p + 0)

+ sin v cos(p — 0)i

+ sineysin(p — 6)j

+ cos Y sin(p + 0)k.

+
+ (sin @ sin ¢ cos @ — cos g sin 1 sin 6)j
+

Uporedujuéi ove formule, mozemo odmah primetiti da se razlaganje e*?eVek? dobija za
Y=a, p+0=0 po—-0=1.
Jedinstvenost ovog razlaganja sledi neposredno iz jedinstvenosti uglova v, 3,~.[]

Napomenimo samo da je kvaternion €' imaginaran ako i samo ako je o = 3 Tada se on poklapa

sa kvaternionskom jedinicom ¢ zbog ¢ega je njegov kvadrat —1. Zapravo, vazi:

Lema 17. Kvaternion u € S® je imaginaran ako i samo ako u?® = —1.
Dokaz. Zaista, ako je kvaternion u imaginaran tada vazi U = —u odakle sledi u? = (—u)? =
(—u)(—u) = —uu = —|u|?> = —1. Obratno, ako u?> = —1, tada v = ulu| = wut = v*u = —u sto

upravo znact da je u imaginaran.]
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Skup svih imaginarnih kvaterniona iz skupa S obelezavamo sa S?. Napomenimo samo da ovaj
skup S? nije grupa u odnosu na operaciju mnozenja, zato §to ne sadrzi neutral mnozenja.

Pretpostavimo sada, da nam je u prostoru R? izabran jedan fiksirani pravougli sistem koordinata
x,y, 2. Preslikavanje kojim se proizvoljnom vektoru sa koordinatama z, v,z prostora R? pridruzuje
kvaternion ¢ = xi + yj + zk, predstavlja jedno bijektivno preslikavanje izmedu vektora prostora R3
i vektorskog prostora imaginarnih kvaterniona Hy = {xi + yj + zk : x,y,2z € R}. Ovo preslikavanje
je jos saglasno sa operacijama sabiranja i mnozenja realnim brojem. Otuda imamo da je ovako defi-
nisano preslikavanje jedan izomorfizam na osnovu ¢ega mozemo vektore u prostoru R? identifikovati
sa 1maginarnim kvaternionima. Takode, prostori E3 i R3 su izomorfni kao prostori istih dimenzija,
Sto sa prethodnim daje E3 ~ R3 = Hy. To je razlog zasto odgovarajuce vektore ovih prostora poi-
stovecujemo bez bojazni da moze doc¢i do zabune. Strogo govoredi, to su matematicki razlic¢iti objekti
ali zbog uspostavljenog izomorfizma, mi ¢emo imaginarne kvaternione ¢ prostora Hy identifikovati sa
vektorom q u prostoru R3 i vektorom ¢ u prostoru E3.

Tada mozemo govoriti i o skalarnom proizvodu, ortognalnosti, vektorskom proizvodu imaginarnih
kvaterniona misleéi pri tome na odgovarajuée pojmove pridruzenog euklidskog prostora R3. Zapravo,
pod skalarnim prozivodom ¢ oqo dva imaginarna kvaterniona ¢ = x19+y1j+21k i g2 = z2i+y2j + 20k,
podrazumevajuéi pod tim skalarni proizvod odgovarajué¢ih vektora. Taé¢nije,

q1°G2 =q; °Qy = T1T2 + Y1Y2 + 2122,
odakle sledi da je skalarni proizvod imaginarnih kvaterniona realan broj.
Lema 18. Za svaka dva tmaginarna kvaterniona q1 @ g2 vazi
q10q2 = —Re(q142),
gde q1q2 predstavlja proizvod kvaterniona q1 i q2, a Re(qi1q2) predstavija realni deo kvaterniona qiqs.
Dokaz. Na osnovu pravila o mnoZenju kvaterniona q1 © g2 dobijamo
q1q2 = (w10 + Y17 + 21k) (220 + y2j + 22k) = —(z122 + Y192 + 2122) + Im(q1q2) = Re(q192) + Im(q142)-

S druge strane, prema definiciji skalarnog proizvoda imamo q1 0 q2 = @, © @y = T122 + Y1Y2 + 2122 Sto
zajedno sa prethodnim daje tvrdenje u celini.l]

Posebno, imaginarni kvaternioni ¢; i go su ortogonalni ako i samo ako je ¢q; o g = 0. Na osnovu
leme to upravo znaci da su imaginarni kvaternioni ortogonalni ako i samo ako je njihov proizvod qi¢o
takode imaginarni kvaternion.

Takode, mozemo govoriti i o wvektorskom proizvodu ¢ X qo dva imaginarna kvaterniona gq; i go
misleéi pri tom na vektorski proizvod odgovarajuéih vektora. Zapravo

q1 X q2 = q; X qy.

Sada mozemo pokazati da vazi:
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Teorema 3. Za proizvoljne imaginarne kvaternione qi,qs vazi:

Q132 + ¢q

Q1oq@p=——7—"",
2 (2.4)

Q132 + q2q1

q1 X q2 = f

Uopste, u vektorskom prostoru svih kvaterniona (H,+,-) mozemo definisati skalarni proizvod
kvaterniona kao sumu prozvoda odgovarajué¢ih komponenti ta dva kvaterniona, to jest

q1 0 q2 = ajas + bibs + crco + dids.

A9 + a1

Neposredno se proverava da takode vazi ¢y o g0 = . Specijalno, za g1 = g2 = ¢ dobijamo

q o q = qq a time i za normu kvaterniona vazi |¢| = /g °q.

Za bilo koju tacku prostora M njen vektor polozaja (misleéi na imaginarni kvaternion ) naziva¢emo
kvaternionskim koordinatama te tacke. Prema tome, ako tacka ima koordinate x,y, z to se kvaterni-
onske koordinate izrazavaju formulom

q=xi+yj+ zk.

Za bilo koji kvaternion u € S i bilo koju tacku M prostora sa kvaternionskim koordinatama g
razmotrimo kvaternion

q = uqg,
kojim je (sekcija 1.4, lema 11) zadata jedna rotacija u trodimenzionom vektorskom prostoru. Ovde
¢emo detaljnije razmotriti kvaternion ¢’ = uqu i ispitati osobine koje ovo preslikvanje zadovoljava.

Kako je
7 =uqi=Tuqgu=—uqi=—q,

to je kvaternion ¢’ imaginaran. Na drugi nacin, mogli smo da pokazemo da je kvaternion ¢’ ¢ist
imaginarni ako za njega vazi ¢’ + ¢’ = 0. Naime, tada

¢ +qd =uqi+ (uqi) =u qu+uqu=ulqg+qu=0,

jer je g ¢ist imaginarni kvaternion. Time i kvaternion ¢’ kao takav predstavlja kvaternionske koordinate
neke tacke M’. Stavljajuéi tu
M' =R, (M),

na taj nacin, zadajemo jedno preslikavanje R, prostora u samog sebe.
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Rotacija mora da sacuva skalarni proizvod :

/ / qu + qg?l

q1°4z = B
_ uqiti(ugol) + ugat(ugit)
2
_ UQLUUGYU + uquug U
B 2
_ Uq1qolU + ugaq,u (2.5)
2

_ Q22 + 9291

2
= u(q1 o ¢2)T, skalarani proizvod je realan broj
= (q10 g2)um
=4q1°qG2.

Posebno, za q; = g2 dobijamo da je ¢} o ¢} = q1 o 1 $to znaéi da je duzina vektora invarijantna u
odnosu na ovu transformaciju.

Za bilo koje dve tacke M;(q1) i Ma(ge) rastojanje |MjMs| izmedu te dve tacke definiSemo kao
rastojanje izmedu njihovih vektora polozaja. Prema definiciji metrike na prostoru kvaterniona H to
upravo znaci da je rastojanje izmedu tacaka prostora jednak modulu kvaterniona ¢ — g1 to jest

| My Ma| = [g2 — q1]-
Odavde na osnovu definicije kvaterniona ¢’ sledi

|25 — | = |ugat — uq1u| = |ulg2 — q1)T|

N (2.6)
= |ullg2 — 1|[@] = |g2 — q1],

a time i za svaki kvaternion u € S? transformacija R, jeste ortogonalna transformacija (izometrija)
prostora.

Iz
(uru2)q(uiug) = ug (u2qta)uy

imamo da za svaka dva kvaterniona wu;,us € S® vazi
Ruyus = Ruy © Ruy-
Ovo upravo znaci da preslikavanje definisano sa
u— Ry

predstavlja homomorfizam grupe S u grupu ortogonalnih transformacija prostora.

35



Kao sto znamo linearne transformacije koje ostavljaju invarijantne euklidske norme jesu rotacije,
osne refleksije ili osno-rotacione refleksije (komporzicija rotacije i refleksije). Medutim, osne refleksije
i osno-rotacione refleksije zamenjuju koordinate levog triedra u koordinate desnog triedra ili obrnuto,
sto dovodi do promene znaka vektorskog proizvoda. Vektorski proizvod dva rotirana vektora je isti
kao i rotacija vektorskog proizvoda ta dva vektora. Zapravo, vazi sledece:

_ 4% — %6
2

_ UqIuugaU — uQauUqI U
N 2 (2.7)

q192 — q2q91 _
= U————U

2

= u(q1 X q2)1,

q1 X ¢

a time i preslikavanje ¢’ = uqu jeste jedna rotacija. Kako geometrijski predstaviti vektor q_; koji je
dobijen rotacijom vektora ¢ za ugao « oko jedini¢nog vektora o ose o, pri ¢emu su ¢ i ¢’ vektori u
prostoru koji odgovaraju imaginarnim kvaternionima ¢ i ¢'?

sl 5.

Neka je oC = (g0 0)0 projekcija vektora ¢’ na pravac vektora 0. Tada je CT=0T-0C = q— (go0)d
— -/ - - .
i neka je CP = 6 x ¢. Sada vektor CT postaje cos aCT + sin «C' P a time i rotirani vektor ¢’ postaje:

— —
/!

¢ =0C+CT

70 3)G + cos aCT + sin aCP

70 0)0 + cosa(q — (¢ 0)d) + sina(o X §)
osaf + sina(d X §) + (1 — cos a)(q o 0)d

I
o —~

(2.8)
dok je u obliku kvaterniona

0q — qo oq + qoo

+ (1 — cosa)

q¢ = cosaq +sina
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Predstavimo sada preslikavanje R,, koordinatno ako je u = e*®. Prema pravilu mnozenja kvater-
niona imamo:

e*u = (cos o + sin ak) (zi + yj + zk)

2.9
= —zsina + (xcosa — ysina)i + (zsina + ycos a)j + z cos ak. 2.9)
i dalje, L
eFueka = (z cos 2a — ysin 2a)i + (2 sin 2a + y cos 2a)j + zk.
Na osnovu toga transformacija R ko u koordinatama x,y, z odredena je formulama
2’ = xcos 2a — ysin 2a,
y' = rsin2a + y cos 2a, (2.10)

2 =z,
i kao takva predstavlja rotaciju oko ose Oz za ugao 2.

Analogno se pokazuje da je transformacija R.j« data u koordinatama z,y, z formulama

/ .
T’ = x cos2a — zsin 2aq,

y' =y, (2.11)
7' = xsin 20 + z cos 20,

i kao takva predstavlja rotaciju oko ose Oy za ugao 2a. Analogno i transformacija R.i« u smislu
koordinata x,y, z zadata je formulama

=,
y' = ycos2a — zsin 2, (2.12)

/ .
z' = ysin 2 + 2 cos 2a,

i kao takva predstavlja rotaciju oko ose Oz za ugao 2,

Medutim, na osnovu gore dokazane Lemel6, bilo koji kvaternion u € S% mozemo predstaviti u
obliku ‘
u = eelVeh
Otuda, svaka transformacija R, u € S, jeste kompozicija tri rotacije:
Ru = Reke © Reiv © Roro

i kao takva je rotacija oko koordinatnog pocetka O.

Tako smo definisali preslikavanje
u+— Ry

koje u stvari jeste jedan homomorfizam grupe S u grupu rotacija Roto(3).
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Neka je u proizvoljan kvaternion, koji pripada skupu S? to jest neka je u imaginaran kvaternion
iz S3. Za bilo koju tacku M (q) gde kvaternion ¢ predstavlja njene koordinate, razmotrimo kvaternion

q = uqu.
Koriséenjem § = —q i w = —u dobijamo
____ /

¢ =7Tqu = —uqu = —q

§to znaci da je kvaternion ¢’ imaginaran i zato predstavlja kvaternionske koordinate neke tacke M’.
Poredeéi tacku M i tacku M’ dobijamo neku transformaciju S,, prostora u samog sebe:

M’ = S, (M).

Neka je P, ravan koja prolazi kroz tacku O upravna na jedini¢ni vektor u. Kvaternionske koordinate
tacaka ove ravni su tako ortogonalne kvaternionu u. Pokazimo da transformacija .S, predstavlja si-
metriju prostora u odnosu na ravan P,.

Dovoljno je pokazati da ako je kvaternion ¢ ortogonalan kvaternionu v da je tada
q =q.
a ako je kvaternion ¢ kolinearan kvaternionu v (ima oblik ku, gde je k realan broj) tada je
q = —q.

Ali ako je kvaternion ¢ ortogonalan kvaternionu u tada je kvaternion qu imaginaran i zadovoljava
qu = —qu. Otuda,
¢ =uqu=—uqu=—-uuqg=|ul"q =q.

Analogno, ako je ¢ = ku tada
/I _ 3 _ 2 _ _
q = ulku)u = ku’ = (ku)u” = —ku = —q
gde smo koristili da je u?> = —1 za bilo koji kvaternion u € S2.
Komporzicija Sy, o Sy, dve simetrije S, i S, definisana je formulom

/
q = uUju2quauy.

Ali kako su kvaternioni u; i ug imaginarni, to vazi uguy = uou; = (ujug) a time i

q' = (u1u2)q(uius),

¢ime smo pokazali da je kompozicija Sy, o Sy, simetrija S, 1 Sy, rotacija Ry, u,-

Kao sto znamo, kompozicijom dve simetrije moze biti predstavljena svaka rotacija prostora. Otuda,
svaka rotacija prostora oko tacke O jeste rotacija R, koja odgovara nekom kvaternionu v € S3. Drugim
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reCima, imamo sledece: svaka rotacija prostora oko tacke O zapisuje se u kvaternionskim koordinatama
q formulom

q = uqa,
gde je |g| = 1. U teoriji grupa to znaci da je homomorfizam u ~ R, zapravo epimorfizam grupe S3

na grupu Roto(3).

Epimorfizam u — R, sigurno nije izomorfizam zato sto kvaternioni 1 i —1 odreduju identi¢nu
transformaciju. Drugim re¢ima, grupa drugog reda

SO ={1,-1}
sadrzana je u njegovom jezgru. Vazi i vise, grupa S jeste cela njegovo jezgro , to jest vazi:
Stav 1. Ako kvaternion u € S3 ima osobinu da za svaki imaginarni kvaternion q vaZi jednakost
uqu = ¢,
tada je u = +1.

Dokaz. Neka je
u=a+b+cj+dk.
Tada
wu=(—b+at+dj —ck)(a—bi —cj —dk
( 32 2( _J ) (2.13)
= (—=ba + ab— d° — ¢*) + Im(uiw).

Otuda, jednakost witi = i vazi samo ako je d> + c* = 0 to jest kada je c = 0,d = 0. Analogno, ako
je q = j, dobijamo da je b= 0,d = 0 i time da je kvaternion u realan broj a. Sada na osnovu u € S*
to jest |u| =1 sledi da je tu v = +1.00

U skladu sa teoremama o homomorfizmima, time smo dokazalu slede¢u teoremu:
Teorema 4. Grupa Roto(3) izomorfna je faktor grupi S3/S°.

Podsetimo da su elementi faktor grupe S3/S° upravo parovi (u,—u) gde je u € S3. Mnozenje
elemenata, uredenih parova, ovog skupa dato je slede¢om formulom

(Ulu _ul)(u27 _UZ) = (u1u27 _U1u2)-

Sliéno imamo i zan = 11in = 2: grupa Roto(1) izomorfna je faktor grupi S°/S°, a grupa Roto(2)
faktor grupi S*/S°.

Zaista, faktor grupa S°/S? sastoji se iz samo jednog elementa (jedinica), faktor grupa S*/S° izo-
morfna grupi S! (izomorfizam je dat preslikavanjem (e, e='@) s %),

Da bismo dobili jasniju sliku o elementima grupe Roto(3), posmatrajmo preslikavanje
S3 — PR3,
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kojim se proizvoljnom kvaternionu
w=a+bi+cj+dk e S

dodeljuje tacka (a : b : ¢ : d) projektivnog prostora PR3,

Neka je (ay : by : ¢1 : dy) proizvoljna tacka prostora PR3 za koju je

aq by c1 dy
a=—, b=—, ¢c=—, d=—,
T T T T

gde je r = y/a} + b} + ¢} + d7. Tada dobijamo da je
(a1:br:c1:dy)=(a:b:c:d),

a time i
ai +bi+cf+di = 1.

Tako smo pokazali da tacka (ay : by : ¢1 : dy) dobijena iz kvaterniona u = a + bi + ¢j + dk, pripada
grupi S2. Otuda, konstruisano preslikavanje

ur (a:b:c:d)

jeste preslikavanje grupe S® na ceo prostor PR3.

Kvaternionima u; i ug iz S% odgovara ista tacka prostora PR? ako i samo postoji realan broj k
takav da je ug = kuj. Ali posto |uj| = |ug| = 1 tada broj k£ mora biti +1.

To pokazuje da preslikavanje
S3 — PR3
indukuje bijektivno preslikavanje faktor grupe S/S° na prostor PR3,
Tako smo pokazali da je grupa S3/S°, a otuda i grupa rotacija Roto(3) u bijekciji sa projektivnim

prostorom PR3. Ovim nismo nista govorili o algebarskoj strukturi grupe Rotp(3) ve¢ smo samo dali
jasan opis elemenata ovog skupa.

Primetimo da izomorfizam grupa S3/S° i Rotp(3) zavisi od izbora u prostoru nekog pravouglog
koordinatnog sistema sa koordinatama z,y i z. Od tog izbora takode zavisi i pomenuti izomorfizam
izmedu grupa Rotp(3) i SO(3). Kompozicijom ova dva izomorfizma dobijamo izomorfizam medu gru-
pama S3/5% i SO(3), koji ne zavisi od izbora koordinata i kao takav jeste prirodno odreden.

To upravo znaéi da se grupa specijalnih matrica reda 3, SO(3) moze identifikovati sa grupom S3/S°
(a otuda i sa projektivnim prostorom PR?).

Dalje, kako svaka rotacija prostora oko tacke O ima oblik R, to saglasno lemi o razlaganju, imamo
da se svaka rotacija prostora R oko tacke O moze predstaviti kompozicijom

R — R/ ° R// o R///,
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gde su R’ i R" rotacije oko ose Oz, a R” rotacija oko ose Ox. Za ortogonalne matrice to znaci da
specijalne ortogonalne matrice dozvoljavaju razlaganje oblika

cosp —singp 0 1 0 0 cosf) —sinf 0
singp cosp Of-10 cosy —siny| - [sinf cosf 0},
0 0 1 0 sinvy  cos 0 0 1

gde —m < o <m0 <Y < 7m,—7m <6 < 7w Ovo poslednje je na visSem nivou odredeno Ojlerovo
razlaganje.

S druge strane, primetimo, da umesto osa Oz i Ox mozemo uzeti bilo koje dve upravne prave
koje prolaze kroz tacku O. Zapravo, imamo da izborom dve medusobno upravne prave aj i ao, koje
prolaze kroz tacku O, mi svaku rotaciju R sa centrom O (element grupe Rotp(3)) mozemo predstaviti
kompozicijom

R — 73/73//7?,///7
gde su R' i R rotacije oko prave a; (element grupe Rot,, (3)), a R” rotacija oko ose ay (element
grupe Rot,,(3)).

Iz opisa rotacije kao transformacije izrazene formulom
/o _
q = uqu,

dobijamo da se svaka transformacija prostora moze na slican nacin zadati. Naime, svako preslikavanje
prostora zapisujemo u kvaternionskim koordinatama ¢ formulom

¢ = uqu + qo,

gde je go neki imaginaran kvaternion, a v imaginarni kvaternion iz S® to jest takav daje |u| = 1.
Medutim, predstavljanje rotacije prostora nije jedinstveno jer ako se u formuli rotacije ¢ = uqu
kvaternion u zameni kvaternionom —u dobijamo istu transformaciju. Zapravo vazi sledece:

¢ = uqu = (—u)q(—1) = (—u)q(—w). (2.14)

Na osnovu do sada re¢enog mozemo dati i algoritam za efektivno izracunavanje i predstavljanje
rotacija prostora pomoéu kvaterniona. Prvo, rekli smo da proizvoljan kvaternion u € S% mozemo
predstaviti na nekoliko razlic¢itih nacina:

u=w+zi+yj+ zk
=w+ (zi +yj + zk)
=w+v
=w+vVv

=w+ 7,

gde je ¥ vektor koji smo poistovetili sa imaginarnim kvaternionom v = xi+yj+ zk. Kako je kvaternion
u € S3 to je njegova norma |u| = w? + 22 + y? + 22 = 1 dok je norma vektora |7] = /22 + y? + 22.
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. . _, . . [ 2R e .
To upravo znaéi da je |u|? = w? + |#]> = 1 a time i w = cos 5 1 |U| = sin 5 28 neki ugao o € [0, 7).
Tako smo dosli do jos jedne reprezentacije kvaterniona
U =w -+ HM
@ Lt o
= cos — + Usin —.
2 2
Vratimo se sada na preslikavanje v = wovu pri ¢emu kvaternion u predstavljamo u obliku u =
o
co8 o + U sin 5 a imaginarni kvaternion v poistovetimo sa vektorom . Tada imamo:

—
/

/
(Y

_ a L a ..«
= ZU’UU:(COSE—I—USIH—)"U'(COS——USIH—)

2 2 2

Sto predstavlja vektor ¢ rotiran za ugao « oko ose #. Naime, mnozenjem na desnoj strani jednakosti
imamo:

- Lo (2.15)

- o - « «
=4vcos® = + 2(u X ¥)sin — cos — — U - U - wsin® —
2 2 2 2
Medutim, na osnovu pravila za mnozenje kvaterniona u obliku sume realnog i imaginarnog dela
U-T-U=u-v-1u

:( uov—l—uxv) u
=—(uxv)ou+ (—uov)u+ ((uxwv)xu)
= —(xV)otU+ (—two¥)u+ ((4x7) xu)

i osobina mesovitog i dvostrukog vektorskog proizvoda tri vektora

imamo da vazi

Sada iz (2.15) dobijamo:

v = ¥ cos? % + 2(@ x ?) sin % cos% — (¥ o @) — 2ii(i o T)) sin? %
= (cos? % — sin? %) + (4 x U)(2 sin% 0s %) + (@ o ¥U)(2sin %)

— Feosa + (@ X T)sina + @i o 7))(1 — cos @) (2.16)

= (U — t(u o U)) cos a + (¢ X V) sin v + (o ¥)
U1 cosa+ (i X U ) sina + 7,

gde su v, 9| komponente vektora
formulu rotacije za ugao « oko ose

¥ = U + ¥) za koje vazi ) L@ i v} || 4. sto upravo predstavlja
.
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Primer 1. Neka je f rotacija oko ose U =i+ j + k, za ugao o = 120° ili o = g Duzina vektora v

. = . e 7r .. C e . . .. ..
je |5 = V/3 a polovina ugla je — = =. Oznacimo sa u jedinicni kvaternion definisan na sledeéi nacin:

2 3

20°

sl 6.
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Rotacijom [ proizvoljan vektor ai + bj + ck iz trodimenzionog prostora se preslikava u vektor

flai+bj + ck) = u(ai + bj + ck)u. Kako jeu = w dobijamo sledece:

f(ai+bj + ck) :71+i;j+k(ai+bj+ck)7l_i;j_k
:i((ai—i-bj—i-ck:)—i—(—a—i—bk:—cj)—i—(—ak—b-i—ci)+(aj—bi—c))(1—i—j—k)
:i((—a—b—c)—|—(a—b—irc)i—l—(a—l—b—c)j—ir(—a—i—b—i—c)k)(l—z'—j—k:)
:i(((—a—b—c)—|—(a—b—l—c)z'—i—(a—l—b—c)j—l—(—a—i—b—l—c)k)
+((a+b+c)i+(a—b+c)+(a+b—c)k+ (a—b—c)j)

(( +
+((a+b+c)j+(—a+b—c)k+(a+b—c)+ (—a+b+c)i)
+((a+b+c)k+(a—b+c)j+(—a—b+c)i+ (—a+b+c))

i(((—a—b—c)—i—(a—b—kc)+(a+b—c)+(—a+b+c))

+((a=b+c)+(a+b+c)+(—a+b+c)+(—a—b+c))i

+((a+b—c)+(a—b—c)+(a+b+c)+(a—b+c)j
((

+(—a+b+c)+(a+b—c)+(—a+b—c)+ (a+b+c))k)
1

:Z(O+4cz’+4aj+4bk:)

=ci + aj + bk,

Sto je bio ocekivani rezultat. Samo racunanje ume da bude jako dugo i naporno ako se radi
ru¢no, medutim u ra¢unarima pozivanjem odgovarajuce rutine dva puta sam postupak racunanja bio
bi znatno kradi.

Isti rezultat dobijamo i ako rotaciju f oko ose odredene vektorom @ =i + j + k, za ugao a = 120°

e 0]
predstavimo u matrénom obliku. Kako je tan 60° = /3 i || = v/3, to na osnovu tan 5 = % imamo
da je A = 1. Odavde na osnovu matrice (2.1) dobijamo da je matrica rotacije f u odnosu na reper Oe

odredena na sledeéi nacin:

0 0 1 a c
1 0 Of [bf| = a],
0 1 0] |c b

Sto je upravo kolona matrica vektora ci + aj 4+ bk koji je dobijen rotacijom vektora ai + bj + ck oko
ose i + j + k za ugao od 120°.
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3 Ojlerovi uglovi

Razmotrimo sada i opisimo detaljnije razlicita svojstva Ojlerovih uglova koje smo uveli (sekcija
2.2) da bismo opisali rotaciju trodimenzionog prostora E3. Ojlerove uglove prvi je uveo Leonard Ojler
da bi opisao rotaciju krutog tela. Zapravo, bilo koja rotacija prostora koja pocetni referentni sistem
preslikava u neki drugi dati sistem moze se predstaviti kao kompozicija tri elementarne rotacije oko
osa baze. Odatle sledi i da se bilo koja matrica rotacije moze predstaviti kao proizvod tri matrice
rotacije. Vidimo, dakle, da su nam za predstavljanje rotacije u trodimenzionom euklidskom prostoru
potrebna tri parametra koja mogu biti zadata na razli¢ite nac¢ine a jedan od njih su i Ojlerovi uglowvi.
Za same referentne sisteme radi lakseg razumevanja koristicemo termine pocetni i ciljani kadar pri
¢emu na osnovu date situacije znamo koji je kadar pocetni a koji ciljani.

3.1 Definicija

Ojlerovi uglovi su sredstva za predstavljanje prostorne rotacije bilo kog sistema (koordinatnog si-
stema) kao kompozicije rotacija pocetnog referentnog sistema (koordinatnog sistema). Na dalje, malim
slovima ¢emo oznacavati fiksirani sistem (x,y, z) a rotirani sistem velikim slovima (X,Y, 7).

Imamo referentni sistem i jedan ¢iju rotaciju zelimo da opisemo. Prvo definiSemo liniju ¢vorova
(N) kao presek zy i XY koordinatnih ravni (drugim re¢ima, linija ¢vorova je upravna na ose z i Z
zajedno). Tako mi definisemo Ojlerove uglove kao:

e 1) je ugao izmedu z—ose i linije ¢vorova,
e 0 je ugao izmedu z—ose i Z—ose,

e  je ugao izmedu linije ¢vorova i X —ose.

A
o ¥
-
| de\X Y
el Ay
SV ¥
N ¥ !
sl 7.

Ojlerovi uglovi su samo jedan od nacina za odredivanje uzajamne rotacije dva takva koordinatna
sistema. Razli¢iti autori mogu koristiti razli¢ite skupove uglova da bi opisali ove orijentacije ili razlicita
imena za iste uglove, sto je dovelo do razli¢itih konvencija. Zato pre bilo kakvog razgovora o Ojlerovim
uglovima treba uvek da prethodi njihova definicija.
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Normalno, uglovi su definisani na taj nacina da su oni pozitivni kada je rotacija suprotna smeru

kazaljke na satu (koji je smer rotacije uzet zavisi sa koje strane se rotacija posmatra). Za ¢ i ¢
intervali su definisani po modulu 27 odnosno moze biti (—, 7], dok 6 obuhvata interval od 7 radijana
. . . e . ™ T . .1 .. L.
i na primer, moze biti interval [0, 7] ili [—5, 5] Uglovi 9, 6, ¢ su jedinstveno odredeni osim u sluéaju
kada se ravni xy i XY poklapaju a ose z i Z imaju iste ili suprotne smerove. Zaista, ako su ose z i Z
iste ili suprotne, to jest § = 0 ili # = 7, tada je ¥ + ¢ jedinstveno odreden ali ne i pojedinacno. Ova
nejedinstvenost je poznata kao ” gimbal lock” u razlic¢itim primenama.

Postoje Sest mogucénosti izbora pravih Ojlerovih uglova. Koristeéi definiciju one odgovaraju kom-
binacijama ravni (XY, XZ i YZ) koje prolaze kroz koordinatni pocetak i kao takve moguée su dve
opcije merenja uglova. Tako na primer, dobijanjem linje ¢vorova pomoc¢u ravni XY uglovi odredeni
kao X — N ili Y — N mogu se uzeti kao prvi uglovi. Time smo pokazali da izborom jedne od ove tri
ravni dobijamo dve moguénosti za izbor Ojlerovih uglova odakle sledi da imamo ta¢no Sest moguénosti
izbora.

Kre¢emo sa pocetnim skupom pokretnih osa, recimo XY Z, nad referentnim osama zyz. Rotacije
oko pokretnih osa sistema XY Z nazivamo unutrasnjim rotacijama dok rotacije oko osa referentnog,
fiksiranog sistema xyz nazivamo spoljasnjim rotacijama. Kompoziciju tri unutrasnje rotacije oko po-
kretnih osa mozemo iskoristiti za dostizanje bilo kog ciljanog sistema ¢ije se poreklo poklapa sa XY Z.
Takode, i komporzicija tri spoljasnje rotacije (rotacije oko osa referentnog sistema) moze da se koristi
da se postigne ciljani kadar. Vrednosti ovih rotacija su Ojlerovi uglovi .

Unutrasnje rotacije. Pozicija pokretnih osa moze biti dostignuta koriS¢enjem tri rotacije sa uglo-
vima 1, 8, . Tako se sistem XY Z rotira dok je sistem xyz fiksiran. Neka se na pocetku sistem XY 7
poklapa sa sistemom xyz i neka se rotacije vrse oko pokretnih osa sistema XY Z na slede¢i nacin:

e rotacija sistema XY Z oko Z—ose za ugao y. X —osa sada lezi na liniji ¢vorova.

e rotacija sistema XY Z ponovo sada oko rotirane X —ose za ugao 6. Z—osa sada prelazi u svoju
konac¢nu orijentaciju a X —osa ostaje linija ¢vorova

e rotacija sistema XY Z treéi put oko nove Z—ose za ugao ¢.

z Z‘\
\

sl 8.

Spoljasnje rotacije. Neka se na pocetku sistemi XY Z i xzyz poklapaju i neka se rotacije vrse oko
fiksiranih osa sistema zyz na sledeé¢i nacin:
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e Rotacija sistema XY Z oko z—ose za ugao p. X —osa sada gradi ugao ¢ sa rz—osom
e Rotacija sistema XY Z ponovo oko ose x—ose za ugao 6. Z—osa sada gradi ugao 6 sa z—osom

e Rotacija sistema XY Z treéi put oko z—ose za ugao .

sl 9.

Pomenimo da postoje nekoliko konvencija za obelezavanje Ojlerovih uglova. Ako kazemo da su
uglovi dati koriséenjem konvencije Z — X' — Z” to znac¢i da oni odgovaraju trima unutrasnjim rota-
cijama oko pokretnih osa Z, X' i Z”, tim redom. S druge strane, ako su uglovi dati unazad tada oni
odgovaraju spoljasnjim rotacijama, sto znac¢i da je prvi ugao rotacije zapravo poslednji. Ime konven-
cije ne bi trebalo da se razlikuje od prethodnog, c¢ak i ako su uglovi dati u suprotnom redosledu kao
z —x — z gde mala slova oznacavaju spoljasnju kompoziciju.

Pokazimo da predstavljanja rotacija pomoéu Ojlerovih uglova odgovara kompoziciji unutrasnjih,
odnosno spoljasnjih rotacija. Oznac¢imo zato sa e, f, g, h uzastopne sisteme izvedene iz pocCetnog e re-
ferentnog sistema uzastopnim unutrasnjim rotacijama na na¢in na koji je to gore opisano. Sa u, v, w,t
ozna¢imo uzastopne vektore dobijene ovim rotacijama. Oznac¢imo sa (). kolona matricu koja pred-
stavlja vektor x u sistemu e i ako je neophodno mi ¢emo malim slovima u indeksu oznaciti svaku
matricu ako zelimo sa njima da operiSemo.

Kada opisemo unutrasnje rotacije u referentnom sistemu e, mi, naravno, moramo da transformisemo
matrice koriSéene za predstavljanje rotacija. Tada pravilima algebre matrica dobijamo:

1 (t)e = (Z3)e(Xg)e(Zy)e(u)e

2 (Xp)e = (Zy)e(Xo)e(Zy)E = (Zy)(Xo)(Zy)"

3 (Zf)e = (Zy)e(X0) (Z4)g(X0) 7 (Zy)E = (Z4)(X0)(Zp)(Xo)" (Zy)"
4 (t)e = [(Zy)(X0)(Zp)(Xo)" (Zy)"][(Z)(X0)(Zy)T1(Zy) (w)e

5 (R)e = (Z3)e(Xp)e(Zy)e = (Z3)(Xp)(Zy).

Relacija 4 moze da se interpretira kao uzastopne spoljasnje rotacije oko osa sistema e. Kao i pre,
ova vrsta kompozicije nije komutativna.
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Sistemi e, f, g i h se razlikuju od prethodnog samo za jedan ugao pa ¢e tako pri rotacijam jedan
biti pocetni, jedan krajnji i dva u sredini, koja su nazvana srednji sistemi. Dva u sredini okrecu se kao
dva gimbal prstena $to dozvoljava da poslednji sistem dostigne svaku orijentaciju u prostoru. Neka su
sada i, j, k vektori osa x,y, z, I, J, K vektori osa X,Y,Z i N vektor linije ¢vorova. Tada srednji sistem
moze biti definisan koriste¢i vektorski proizvod na slede¢i nacin:

1. polazimo od [i,j, k] gde je k =i x j
2. prvo: [N,k x N, K]

3. drugo: [N, K x N, K]

4. konacno: [I,J, K].

Ovi srednji sistemi su takvi da se razlikuju od prethodnog samo u jednoj elementarnoj rotaciji. Ovo
dokazuje da:

e Svaki ciljani sistem moze biti dostignut iz referentnog sistema samo kompozicijom tri rotacije
e Vrednosti ovih triju rotacija su tacno Ojlerovi uglovi ciljanog sistema

Kada obavimo Ojlerove rotacije u odgovarajucem redosledu, oni uvek ostavljaju konstantnom osu
uzastopnih referentnih sistema oko kojih se vrsi rotacija.

Kompozicija unutrasnjih rotacija, nazvana (Y X Z) moze biti predstavljena kao proizvod matrica
R(Y,01) - R(X,60,) - R(Z,03). Uglove rotacija u sledeéim izrazima oznacimo sa 601,05 i 5. Oni se
odnose na uglove svake od ove tri rotacije redosledom kojim se primenjuju. Proizvod sledece tri
matrice odreduje jednu rotaciju koja odgovara kompoziciji tri elementarne rotacije. U prethodnom
primeru:

cos)y 0 sinb, 1 0 0 cosfl3 —sinfs 0
R(Y,01) = 0 1 0 |,R(X,02)= |0 cosfy —sinby| ,R(Z,03)= [sinf3 cosfs 0
—sinf#; 0 cosb, 0 sinfy cosby 0 0 1

Proizvod R(Y,0;) - R(X,02) - R(Z,603) je dakle rotacija koja odgovara trima Ojlerovim uglovima.
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3.2 Geometrijsko izvodenje

Jedan nacin da dobijemo Ojlerove uglove datog sistema je da zapiSemo tri data vektora kao ma-
trice kolone i pomocu matrica rotacija izraziti uglove. Isti rezultat moze biti postignut geometrijski
izbegavanjem matri¢nog racuna.

sl 10.

Naime, neka X = (X1, X2, X3),Y = (V1,Y2,Y3) 1 Z = (Z1, Za, Z3) predstavljaju jedinicne vektore u
trodimenzionom prostoru. Tada sledi da je

cos 8 = 73 i sin § = 1—Z§.

Kako Z5 dobijamo projektovanjem Z prvo na ravan xy a zatim na y—osu, to je

Zo

V1-22

cosasinff=—Z 1 cosa=—
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sl 11.

Slicno, Y3 dobijamo sada projektovanjem prvo na ravan odredenu osom z i linijom ¢vorova. Kako je
ugao izmedu ravni zy i XY jednak 90° — 3, to na osnovu cos(90° — B) = sin 3 sledi:

sin 8 cosy = Y3,
Y3

COS 7y = ﬁ

Kako je funkcija cos: R — [—1, 1] bijektivna na intervalu [0, 7] i na tom intervalu postoji inverzna
arccos: [—1,1] — [0, 7], to jedna¢ina cos z = a ima skup reSenja {+ arccosa + 2k7 : k € Z}. U nasem
slucaju, kako smo na pocetku rada sa Ojlerovim uglovima definisali domene odgovarajué¢ih uglova to

imamo sledece:
— 7y

Q= Arccos —=——-,
V1-23

(8 = arccos Z3,
Y3

= arccos ——.
K N7

Interesantno je primetiti da inverzna funkcija kosinusa arccos daje dve moguée vrednosti kada je njen
argument u intervalu (—1,1). Medutim, kada su Ojlerovi uglovi definisani kao niz rotacija sva resenja

mogu biti vazeca, ali ¢e postojati samo jedno unutar unapred definisanog intervala ugla.
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4 Razliciti nac¢ini predstavljanja rotacija

Pokazali smo (sekcija 2, matrica 2.1) da je ortogonalna matrica koja odgovara rotaciji jedini¢nim
kvaternionom u = a + bi 4+ ¢j + dk data sa

a?+b% —c? —d? 2(bc — ad) 2(bd + ac)
R= 2(be + ad) a?—b? 4+ —d? 2(cd — ab)
2(bd — ac) 2(cd + ab) a? —b% — 2+ d?

Kako sada ako je data matrica R = (ﬁ‘j)ijﬂ na osnovu nje odrediti elemente kvaterniona v =
a+bi+cj+dk? Do reSenja ovog problema dolazi se linearnom kombinacijom dijagonalnih elemenata:

1

(12 = Z(l —|-T‘11 +?”22 +T33),
1

v = Z(l + 711 — rog — 133),
1

c = Z(l — i1+ T2 — 733),

1
d? = Z(l — 711 — 22 + 733),

tako da racunanjem ova cetiri kvadratna korena reSavamo na$ problem. Postoji i bolji na¢in za
reSavanje naSeg problema. Pogledajmo elemente van dijagonale i dobijamo:

1

ab = Z(TSQ — r93),
H )

ac= —(rig—r
(s = 7s1),
1

ad = Z(?”m —ri2),
: (4.2)

bc = Z(Tu +721),
1

bd = Z(Tlg + 7“31),
1

Cd = Z(ng + 7‘32),

Dobijanjem bilo kog elementa kvaterniona mozemo reSiti ostala tri elementa kvaterniona. Dakle,
dobijanje kvaterniona iz ortogonalne matrice sastoji se iz sledeé¢ih koraka:

e Koristimo prvo cetiri jednacine da nademo najveéi kvadrat. Izracunamo njegov kvadratni koren.

e Koristimo poslednjih Sest jednacina (tacnije, tri bilo koje) za reSavanje ostalih elemenata kva-
terniona.

Kod ovog nacina (4.1) trebalo bi voditi racuna o uzimanju odgovarajuceg znaka kvadratnog korena
ali kako kvaternioni u i —u (sekcija 2, jednacina (2.14)) predstavljaju istu rotaciju to rotacija ostaje
invarijantna nezavisno od izbora znaka. Uzimanje najvec¢eg kvadratnog korena nam garantuje da e
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racunska greska koju cini racunar pri zaokruzivanju brojeva na izvesni broj decimala biti najmanja

moguca.

Prostorne rotacije u trodimenzionom prostoru mogu biti parametrizovane koristeéi i Ojlerove uglove
i jedini¢ne kvaternione. U sustini ovu jednostavnu upotrebu kvaterniona prvo je predstavio Ojler pa
se iz tog razloga kvaternioni nazivaju i Ojlerovim parametrima.

Jedini¢ni kvaternion se moze zapisati i kao vektor kolona

qo0
q1
q2
a3

gde je |q]? = qg +@3+ ¢+ q?2) = 1. Tako mozemo povezati kvaternione sa rotacijama oko osa slede¢im

izrazima

(4.3)

Q
]
wn
—~
@
<
~—

g2 = sin

—~ —~ —~ —
~ ~— ~— ~

N[ ONION2 0|0

Q

]

o2}
—
®
W
S~—

gde je v ugao rotacije (vrednost u radijanima) i cos(f;), cos(8y), cos(8;) su kosinusi uglova koje vektor
zaklapa sa osama rotacije. Kombinujuéi kvaternion predstave Ojlerovih rotacija dobijamo

q=R.(Y)Ry(0)Ry(p) = [cos % + isin %][eos g + jsin g][cos g + ksin g],

odnosno kao vektor kolona

-cosgcosgcos%+sin§sin—sin ﬁ_
- -
51n§cos—cos——cos§$ —smE
4 cosgsinécos%—i—singcos%sinf
cos hd cos% sin $_ sinf sinigcosé
L 2 2 2 2 2 2
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U kompjuterskim igrama i drugim primenama, ¢esto imamo potrebu za tzv. ”glatkim rotiranjima”,
to jest scene trebaju da se rotiraju polako i ne u jednom koraku. Ovo mozemo lakSe posti¢i upotre-
bom kvaterniona za razliku od drugih oblika rotacija. Predstavljanja rotacija pomoc¢u kvaterniona (4
broja) je mnogo kompaktnije od predstavljanja ortogonalnim matricama (9 brojeva) i za razliku od
Ojlerovih uglova nisu osetljivi na stepene slobode. Dalje, pokazali smo da se za datu osu i ugao lako
moze konstruisati odgovarajuci kvaternion. I obratno, za dati kvaternion moze se lako procitati sta
je osa a Sta ugao. Obe ove vrednosti se mnogo teze Citaju iz matrica ili Ojlerovih uglova. Takode,
kada imamo kompoziciju nekoliko rotacija, racunske greske ¢e se neminovno akumulirati. Primenom
kvaterniona racunska greska se smanjuje i sam algoritam je racunski brzi i numericki mnogo stabilniji.
S druge strane, matrica kojom se ovaj efekat smanjuje ne mora vise biti ortogonalna zbog ¢ega ju je
tesko vratiti u odgovarajucu ortogonalnu matricu.

Kvaternioni takode izbegavaju pojavu tzv. ”gimbal lock” efekta , sto moze dovesti do gubitka
stepena slobode rotacije . Efekat ”gimbal lock-a”, ispoljava se, na primer, u situaciji kada se avion
nalazi ili na strmom usponu ili strmom padu i kao takav moze imati katastrofalne posledice. Upotrebom
kvaterniona takav efekat se mimoilazi.
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