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Sazetak. U ovom preglednom radu je dat istorijski prikaz razvoja teorije
verovatnoce kroz vekove, kao i moderna aksiomatska definicija verovat-
noce koja se danas koristi. Takode, date su neke od modifikacija verovat-
noce u opstoj teoriji mere i pseudo-analizi i osvrt na teoriju odluc¢ivanja,
kao granu primenjene verovatnoce.
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1. Igre na srecu i verovatnoca

Verovatnoca, slucajnost i Sanse su pojmovi koji su poznati od davnina. Oko
1200. godine pre nove ere igrala se drevna igra sa Cetiri kosti kopitara, koje
bi bile oblikovane u kocke, na kojima bi se pravila mala udubljenja (Slika 1.).
Odatle je i dosla ideja o tackama na kockicama koje danas koristimo. Poznato
je i da su Rimljani uzivali u igrama sa kockicama (Slika 2.). Car Klaudije je
u svojoj ko¢iji imao sto kako bi mogao da igra igre sa kockicama dok se vozi.
Poznato je da je napisao knjigu u kojoj je razmatrao kako pobediti u kockama
(lat. De arte aleae), koja je izgubljena. Medutim, kako u to vreme veéina ljudi
nije verovala u slucajnost, jer sve §to bi se dogodilo bi se pripisivalo bogovima,
ideja o verovatnodi se nije mogla razvijati ([2]).

Problem u igri na srecu, u istoriji poznat kao ,,Problem nedovrsene igre“,
se pojavljuje 1654. godine u prepisci francuskih matematicara Pjera de Fer-
maa i Bleza Paskala i smatra se prvim koracima u zacetku verovatnoce kao
matematicke teorije ([10]).

Dwva igraca, A i B, igraju jednu za drugom igre i u svakoj igri jedan od igraca
koji pobedi, osvaja jedan poen. Ukupni pobednik je onaj igrac¢ koji prvi osvoji
tri poena. Svaki od igraca je uloZio 32 novcica, medutim, igra je prekinuta
nakon Sto je igra¢ A osvojio dva poena, a igra¢ B jedan poen. Postavlja se
pitange: kako raspodeliti igracima A i B uloZenih 64 novciéa tako da raspodela
bude fer?
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Slika 1: Kockice od kostiju Slika 2: Rimske kockice

Oba matematicara su predlozili reSenje problema sa istim kona¢nim rese-
njem: igra¢ A bi trebalo da dobije 48 nov¢iéa, a igra¢ B 16 novéica.

Ferma je utvrdio da su dovoljne jos dve igre da bi se znao ukupni pobednik.
Naime, on je svoj odgovor predstavio preko Sansi, tj. verovatnoce, jer postoje
cetiri moguca ishoda u dve odigrane igre, pri ¢emu je svaki podjednako verova-
tan. Ishodi su: igra¢ A moze pobediti dva puta, ili prvo da pobedi igra¢ A pa
igra¢ B, ili prvo da pobedi igra¢ B pa igra¢ A, ili da igra¢ B pobedi dva puta.
Kako bi od ¢etiri moguca ishoda samo poslednji rezultirao ukupnom pobedom
igraca B, Ssansa da ukupni pobednik bude igra¢ A je 3 : 1. Stoga, fer raspodela
64 novcica bi bila 48 novéica za igraca A i 16 novéica za igraca B.

Paskal je smatrao Fermaovo reSenje nezgrapnim i predlozio je da se problem
reSi ne u smislu Sansi, veé u smislu koli¢ine koju on naziva ,,o¢ekivanje“. Ako se
pretpostavi da je igra¢ B ve¢ pobedio u sledecoj igri, tada su pozicije oba igraca
izjednacene, svaki bi dobio po dva poena i svaki bi imao pravo na 32 novcica.
Medutim, kako 32 novc¢ica koja pripadaju igracu B zavise od pretpostavke da
je pobedio u sledec¢oj odigranoj igri, ta igra se moze tretirati kao fer igra sa
ulogom od 32 nov¢ic¢a od kojih svaki od igra¢a ima ocekivanje od 16 novcica.
Stoga, igra¢ A dobija jos 16 novéica na veé osvojenih 32, a igra¢ B 16 nov¢ica.

Ferma i Paskal nisu bili prvi koji su dali matematicka resenja za probleme
poput ovog. Vise od jednog veka ranije, italijanski matematicar, lekar i kockar
Dirolamo Kardano istrazivao je Sanse za izvlac¢enje asova iz Spila karata i baca-
nja sedmice sa dve kocke. On je prvi koji je shvatio da postoji jednaka Sansa da
se baci 1, 3 ili 5 kao i da se baci 2, 4 ili 6. Prvi je dosao do ideje za izracunavanje
Sansi za dobitak na igrama na srec¢u tako $to o prebrojavao povoljne ishode i
uporedivao sa ukupnim brojem slucajeva i zeleo je da verovatnodi ishoda dodeli
broj od 0 do 1. Svoja zapazanja je zabelezio u knjizi koja je, nazalost, obja-
vljena tek 1663. godine, kada su elementi teorije Sansi ve¢ bili dobro poznati
matematicarima u Evropi.

Jakob Bernuli, $vajcarski matematicar je 1705. godine formulisao i primenio
zakon velikih brojeva. U svom rasudivanju je naveo da ako se izracuna propor-
cija ishoda eksperimenta nakon velikog broja ponavljanja tog eksperimenta,
onda ¢e ta proporcija biti tacan prikaz prave teorijske verovatnoce tog ishoda.
Rad je objavljen 1713. godine, nakon njegove smrti. Dva veka kasnije, Bernu-
lijevu teoriju su testirala tri coveka. Dok je sedeo u nemackom zatvoru tokom
Drugog svetskog rata, grof Bufon je bacio nov¢ié¢ 4040 puta i dobio grb 2048
puta. Juznoafricki matematicar, Dzon Keri¢, bacio je nov¢ié¢ 10.000 puta, a grb
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se pojavio 5067 puta. Engleski statisticar Karl Pirson, bacio je nov¢i¢ 24.000
puta i grb je pao 12.012 puta.

Jedna od velikih prekretnica u razvoju teorije verovatnoce je otkri¢e normal-
ne raspodele. Francuski matematicar Abraham de Moavr je primetio da kada
se broj bacanja novcic¢a povecava, oblik binomne raspodele se priblizava veoma
glatkoj krivoj, koja je danas poznata kao normalna (Gausova) kriva. Vaznost
normalne krive prvenstveno proizilazi iz ¢injenice da su raspodele mnogih pri-
rodnih pojava priblizno jednake normalnoj raspodeli. Jedna od prvih primena
normalne distribucije bila je analiza greSaka merenja u astronomskim posma-
tranjima, koje su nastajale zbog nesavrsenih instrumenata. Galilej je u 17. veku
primetio da su ove greske simetri¢ne i da su se male greske desavale cesée od ve-
likih gresaka. Nemacki matematicar Karl Fridrih Gaus je 1809. razvio formulu
za normalnu raspodelu i pokazao da se greske dobro uklapaju u ovu raspodelu.

Francuski matematic¢ar Pjer-Simon de Laplas je po¢etkom 19. veka nazvao
verovatnocu ,,dobrim razumom svedenim na proracun“. Ova ideja nije bila to-
liko nau¢na kao $to se mozda ¢ini. Naime, postojali su neki sluc¢ajevi u kojima
je direktna primena matematickih prora¢una verovatnoce dovela do rezulta-
ta za koje se ¢inilo da prkose racionalnosti. Problem poznat kao ”Peterburski
paradoks”, koji je predlozio Nikolas Bernuli, uklju¢ivao je opkladu sa ekspo-
nencijalno rastucom isplatom ([2]).

Igraé A baca ispravan novcié¢ dok prvi put ne padne grb. Ako grb padne u
prvom bacanju, igra¢ A dobija 2 dukata. Ako prvi put grb padne u drugom
bacanju, igrac¢ A dobija 4 dukata, a ako grb prvi put padne u n-tom bacanju,

igra¢ A dobija 2™ dukata. Postavlja se pitanje: koliko dukata bi trebalo
pripremiti kao pocetni ulog, da bi igra mogla da se odvija?

Bernuli je dosao do zakljucka da je za resavanje ovog problema potrebna bes-
konacna koli¢ina dukata [l

2. Formalna aksiomatska definicija verovatnoce

Jedna od poteskoéa u razvoju verovatnoce kao matematicke teorije je ta
Sto je trebalo dati definiciju verovatnoce koja je dovoljno precizna za upotrebu
u matematici, ali dovoljno sveobuhvatna da moze biti primenljiva na Sirok
spektar pojava. Traganje za Siroko prihvatljivom definicijom je trajalo skoro
tri veka. 1933. godine, ruski matematicar Andrej Nikolajevi¢ Kolmogorov je
izlozio aksiomatski pristup definisanju verovatnoce koji predstavlja osnovu za
savremenu teoriju verovatnoce.

Kada je zapoceo doktorske studije 1925. godine, Kolmogorov je objavio svoj
prvi rad o teoriji verovatnoce, a 1929. godine, kada je zavrsio doktorat imao je
veé 18 objavljenih radova medu kojima su i verzije jakog zakona velikih broje-
va. Kolmogorov je dao rigoroznu definiciju uslovnog ocekivanja koje je kasnije

3Kako je verovatnoda da grb prvi put padne u prvom bacanju %, da prvi put padne u

drugom bacanju %, sledi da je verovatnoéa da prvi put padne u n-tom bacanju 2% Tada je

ocekivana vrednost uloga 2% + 4% + -4 2"% + =00
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postalo fundamentalno za definisanje Braunovskog kretanja, stohasticku inte-
graciju i matematiku finansija. Postavio je temelje za izu¢avanje Markovljevih
procesa ([3]).

U nastavku je prevod prve formalne definicije verovatnoce, objavljene u knji-
zi [6] ” Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung”, autora Kolmogorova iz
1933. godine.

Definicija 2.1. (Definincija Kolmogorova)([6l, [7])

Neka je E familija elemenata &,7,(, ..., koji se nazivaju elementarni dogadaji,
i neka je F familija podskupova od E. Elementi skupa F se nazivaju slucajni
dogadayji.

I Fje poljcﬂ skupova.
IT. F sadrzi skup F.

ITII. Svakom skupu A iz F se dodeljuje nenegativan realan broj P(A). Broj
P(A) se naziva verovatnoéa dogadaja A.

IV. P(FE) je jednako 1.
V. Ako A i B nemaju zajednickih elemenata, tada je

P(A+ B) = P(A) + P(B).

Sistem skupova F, zajedno sa definisanim dodeljivanjem brojeva P(A) koje
zadovoljava aksiome I-V, se naziva prostor verovatnoce.

U prethodnoj definiciji, svojstvo funkcije P dato u V. se naziva aditivnost.

3. Verovatnoéa kao neaditivna mera

U klasi¢noj teoriji mere, svojstvo aditivnosti verovatnoce kao mere je zado-
voljeno. Medutim, u teoriji opstih mera se izucavaju neaditivne mere, tj. mere
koje nemaju svojstvo aditivnosti. Neaditivne mere se dele na dve klase: klasu
nula-aditivnih skupovnih funkcija i klasu fazi (monotonih) mera ([11], 12} [14]).

U nastavku su date definicije nekih fazi mera.

Neka je X neprazan skup i P(X) partitivni skup skupa X. Funkcija m :
P(X) — [0,1] se naziva osnovna dodela verovatnocée (eng. basic probability
assignment), ako ispunjava uslove:

(i) m(0) =0,
(ii) ZAe’P(X) m(A) =1.

Definicija 3.1. (Mera verovanja)([12])
Neka je m osnovna dodela verovatnoce na P(X). Mera verovanja (eng. belief)
Bel : P(X) — [0, 1] indukovana sa m definise se sa

Bel(A) = Y m(B), AcP(X).
BCA

4Familija skupova se naziva polje, ako je unija, proizvod i razlika dva skupa familije takode
element familije.
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Za funkciju Bel i skupove A, B € P(X) za koje je AN B = () vazi
Bel(AU B) > Bel(A) + Bel(B).
Prethodna osobina se naziva superaditivnost.

Definicija 3.2. (Mera plauzabilnosti)([12])
Neka je m osnovna dodela verovatnoée na P(X). Mera plauzabilnosti (eng.
plausability) Pl : P(X) — [0,1] indukovana sa m definiSe se sa

Pl(A)= > m(B), AcP(X)
BNA#0D

Za funkciju Pl i skupove A, B € P(X) za koje je AN B = ) vazi
PI(AU B) < PI(A) + PI(B).

Prethodna osobina se naziva subaditivnost.

Fazi mere kod kojih je operacija uobicajenog sabiranja zamenjena nekom
opstijom realnom operacijom, u oznaci @, se nazivaju ®—dekompozabilne mere.
U slucaju kada je & = sup dobijaju se tzv. maksitivne mere. Primeri maksi-
tivnih mera su mera mogucénosti (eng. possibility measure) i mera neophodnosti
(eng. necessity measures) ([111, 12} 14]).

U okviru pseudo-analize ([I11 [12]) izucava se jos jedan primer dekompoza-
bilne mere, tvz. pseudoverovatnoéa (eng. pseudo-probability measure).

Neka je (I,4,®) poluprsten (vise o poluprstenima se moze naéi u [I1] i
[12]) i Q neprazan skup.

Definicija 3.3. (Pseudoverovatnodéa)([13])
Neka je 3 o—algebra podskupova od €). Funkcija P : ¥ — I sa osobinama

(a) P(0)=0iP(Q) =1,

(b) P (U Ai) = @ P(A;), za svaki niz {A;};eny u parovima disjunktnih
i=1 i=1
podskupova od ¥,
se naziva pseudoverovatnoca.

Vise o pseudoverovatnodi i njenim osobinama se moze videti u [, [3] 4 [, ©]
13].

4. Teorija odlu¢ivanja

Teorija odlucivanja (ili teorija izbora) ([B, I} 12]) je grana teorije vero-
vatnoce koja se bavi teorijom donosSenja odluka zasnovanih na dodeljivanju
verovatnoce razli¢itim faktorima i pripisivanju numerickih vrednosti ishodima.
Prvi ju je uveo Herbert A. Simon, dobitnik Nobelove nagrade za ekonomiju
1978. godine.

Osnov teorije odlucivanja je teorija korisnosti koja se bavi relacijama pre-
feriranja, kojima se modelira ponaSanje donosioca odluke. Teorija ocekivane
korisnosti se zasniva na meri verovatnoce i ocekivanim vrednostima.

Razumevanje nacina na koji se donose odluke je vazno za mnoge druge
nauke osim matematike. Teorija odlu¢ivanja ima veliku ulogu u psihologiji,
filozofiji, politici, ekonomiji i marketingu.
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