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Sazetak
U ovom radu predstavljen je algoritam za resavanje kvadratnog, ne-
singularnog fazi linearnog sistema oblika AX =Y, gde je matrica koefi-
cijenata A data realna matrica, Y je poznat, a X nepoznat vektor fazi
brojeva. Algoritam je zasnovan na primeni Jakobijevog postupka i prika-
zano je njegovo izvodenje i teorema o njegovoj konvergenciji. Rezultati
su ilustrovani kroz numericki primer. Rad predstavlja prikaz rada [2].
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1 Uvod

Sistemi linearnih jednacina imaju znacajnu primenu u reSavanju raznih
problema u matematici, fizici, statistici, inzenjerstvu, kao i mnogim drugim
nauénim oblastima. Cesto se prilikom resavanja takvih problema susre¢emo sa
parametrima sistema koji su umesto klasi¢nim, realnim brojevima, predstavlje-
ni fazi brojevima. Stoga se javlja potreba za resavanjem fazi linearnih sistema
(FLS). U zavisnosti od matrice koeficijenata sistema A € R™*™ fazi linearne
sisteme delimo na kvadratne (m = n) i pravougaone (m # n). Kvadratni fazi
linearni sistemi po prirodi reSenja mogu se podeliti na singularne i nesingu-
larne. Opsti metod za reSavanje kvadratnog nesingularnog FLS-a dat je 1998.
godine u radu [7] (Friedman i drugi). Umesto kvadratnog fazi linearnog sistema
formata n x n oblika AX =Y, posmatran je klasican sistem linearnih jednacina
¢ija je matrica koeficijenata formata 2n x 2n. Kasnije su se na temu reSavanja
fazi linearnih sistema javili i brojni drugi radovi ([, [2], [4]).

Struktura rada je organizovana na sledeé¢i nacin. U sekciji 2 prikazana je
teorijska osnova rada. Predstavljene su poznate osobine, definicije i teoreme iz
oblasti fazi brojeva i fazi linearnih sistema. U sekciji 3 opisana je konstrukcija
Jakobijevog postupka za reSavanje fazi linearnih sistema. Implementacija datog
postupka na numerickom primeru prikazana je u sekciji 4.
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2 Metode za resavanje fazi linearnih sistema

U ovom delu rada prikazani su osnovni pojmovi, definicije i teoreme vezane
za fazi brojeve i reSavanje fazi linearnih sistema.

Definicija 2.1. Fazi broj dat u parametarskom obliku je uredeni par funkcija
@ = (u(r),a(r)), r € [0,1], koje zadovoljavaju sledeca svojstva:

1. u(r) je ograni¢ena, neprekidna sa leve strane, neopadajuéa funkcija na inter-
valu [0, 1];

2. u(r) je ogranicena, neprekidna sa leve strane, nerastuéa funkcija na intervalu
[0,1];

3. u(r) <u(r), re|0,1].

Skup svih fazi brojeva oznacavamo sa .

Definicija 2.2. Za proizvoljne fazi brojeve @ = (u(r),u(r)) i 0 = (v(r),v(r)) i
realni broj k, za svako r € [0, 1] definigemo:
1. jednakost: =0« u(r)=v(r)iulr) =0(r);

2. sabiranje: [@+ )y = [u(r) +v(r),u(r) +v(r)];

l, k>0

3. mnoZenje skalarom: [ka), = .
[ka(r), ku(r)], k<0

Definicija 2.3. Neka je dat vektor fazi brojeva Y = (U1, T2, -, Gn) T, ;s €E,
i € {1,2,...,n} i matrica koeficijenata A = [a;;] € R™*™. Linearni sistem u
matricnom obliku

(2.1) AX =Y,

gde je X = (&1, %,...,0n)7, z; € & 7 €{1,2,...,n}, nepoznati vektor fazi
brojeva, naziva se fazi linearni sistem (FLS).

Definicija 2.4. Vektor fazi brojeva U = (i1, g, - - ., Un) T dat sa
a; = (u;(r),w;(r)), j €{1,2,...,n}, r €[0,1], je resenje FLS-a (22.1)) ako vazi:

§ a/lju] § aljuj - y ) E a/lju] § a’lju‘] - y’L?

zasvei € {1,2,...,n}.

Kvadratni nesingularni fazi linearni sistem ([2.1) formata n x n mozemo
posmatrati kao klasican sistem linearnih jednacina formata 2n x 2n cija je
matrica koeficijenata S € R2"x2n:

(2.2) SX =,

pri ¢emu je S matrica pridruzena matrici A oblika

_ | S 5
=ls s
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Primena Jakobijevog postupka za reSavanje fazi linearnih sistema 3

X - (&17&27 e 7£naflvi27 o 7§n)T 1
Y = (ylvﬂy s 1yn7y17y27 cee 7§n)T'
Matrice Sy i Sz su kvadratne matrice reda n, Sy = [a;;-] i 82 = [a;], gde je

n Qij, Qi > 0 . _ Qij, Qi < 0
;5 = . 1 a;; = .
0, inace 0, inace

za sve i, € {1,2,...,n}. Primetimo da je A = S7 + S5.

Teorema 2.5. (Theorem 2.1, [2]) Matrica S iz sistema (2.2) je nesingularna
ako i samo ako su obe matrice Sy + S 1 S1 — So nesingularne.

Ako postoji matrica S™!, gde je matrica S iz sistema (2.2), ona mora imati
istu strukturu kao i matrica .S, tj. moze se zapisati u obliku

1| T T
=5 1|

gde su Ty i To kvadratne matrice reda n.

Teorema 2.6. (Theorem 3.1, [2]) Ako je S™1 nenegativna, jedinstveno resenje
X sistema za_proizvoljno Y je X = S=YY i tada je njemu pridruzeni
vektor fazi brojeva X reSenje FLS ,

Definicija 2.7. Matrica A = [a;;] € R"*" je strogo dijagonalno dominantna
n

matrica (SDD) ako je |aii| > > layl, i € {1,2,...,n}.
J=1, j#i

Teorema 2.8. (Theorem 3.2, [2]) Matrica A u fazi sistemu CiJi Su SVI
dijagonalni elementi pozitivni je strogo dijagonalno dominantna ako i samo ako
je matrica S strogo dijagonalno dominantna.

3 Jakobijev postupak za resavanje fazi linearnih
sistema

Jakobijev postupak je jedan od najpoznatijih postupaka za resavanje siste-
ma linearnih jednacina. Naziv je dobio po nemackom matematicaru iz devetnae-
stog veka Karlu Gustavu Jakob Jakobiju. Jakobijev postupak za resavanje fazi
linearnih sistema prvobitno je predstavljen u radu [2]. Takode, u literaturi su
poznati i drugi postupci (Gaus-Zajdelov, relaksacioni postupci, itd.) koji obez-
beduju brzu konvergenciju ka resenju. Zbog jednostavnosti primene, u ovom
radu za reSavanje fazi linearnih sistema izabaran je Jakobijev postupak.

Neka je S = D + L + U realna matrica formata 2n x 2n sa pozitivnim
dijagonalnim elementima gde je

[Dy 0 [y 0., [U 8
AR S K
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pri ¢emu su L i L; donje trougaone matrice, a U i U; gornje trougaone matrice.
Stoga sistem SX =Y dobija sledeéu strukturu:

ROENIE SR RNk S

odakle je

==

X =D7'Y - DY (L, + U)X — DS X

X =D{'Y = D{' (L1 + U)X — DT 'S X.

Jakobijev postupak se svodi na izracunavanje sledec¢ih iteracija:

XM = Dy — DYNLy + UN)XF — DS, XF

XFT = DIYY — DIN(Ly + U)XF — DS, X*,

Xk = (Xk,ﬁ), k=0,1,2,..,n — 1, gde je n € N ukupan broj iteracija, a
pocetna iteracija X° je unapred zadata. Ako je zadata tacnost € > 0, a ta¢no
reSenje nam nije poznato, broj iteracija se moze odrediti na osnovu uslova:

X - X X XR|
PG <€l = ,
X || X
gde je za X = X (r) € R™ preslikavanje || || : R™ — [0, 00) dato sa

[|X(r)|| = max_ |zk(r)], k€ {1,2,....,n}.
rel0,1]
Zapisan u matriénoj formi, Jakobijev postupak ima oblik X**1 = PX* + O,
gde je:

_ [ -DriLa+ ) —-Di'S, D'y ]l.,. [ X
P=\ "Lpig ' _pLitoy P97 | prv | X X

Teorema 3.1. ([8], p. 120) Neka je matrica A u fazi sistemu SDD matri-
ca. Tada Jakobijev postupak konvergira ka resenju sistema za proizvoljno
X0 e R,

4 Numericki rezultati

Jakobijev postupak konvergira ako je matrica fazi sistema SDD matrica.
Medutim, moze se dogoditi da sistem konvergira i kada matrica sistema nije
SDD, sto nam pokazuje naredni primer.

Primer 4.1. Posmatrajmo sledeé¢i 2 x 2 fazi linearni sistem:

.%1 — .’)7,'2 = (7", 2 — ’l")
T + 3Ty = (4+T,7—2T> ’
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Prvo ¢emo resenje traziti primenom Jakobijevog postupka uzimajuéi za pocetni
r

0 __ T . 0 __ T - V0 2—r
vektor XV = 9, ,tJ.X—|:T:|1X—|:2_T:|.
2—r

Iz sistema nalazimo da je:
r = 2—r 1
Y‘[4+r}’y_[72r]’D1_{o

007, 0 -1
Ul{o 0]152{0 0]'

Koristeéi jednacine

w o

0 0
:| 3 Ll — |: 1 0 :| )
X = DIy — DYy + UN)XY — DY S, XF

Xk = DY — DY (L) 4+ Uy XF — DTSy XF,

dobijamo da je

et [ L S a2
w a8 0 L S e -

, a analogno dobijamo i naredne iteracije:

w2
o+
o
o
]
.
[¢]
>
Il
| S| | I
DN Wi DN

5_r
3 3
5, 2r 5 .1 1, 2r
3+3 3+3 9+3
2, r T4 T4 2r
X2 _ 3+3 X3 _ 9+9 X4 _ 9+9 X5 _
= 0 _ . | = 8 _2r | = 25 8 | =
3 3 3 9 9
5 _ 2r u_r 13 _ 4r
13 5 3 3 9 3 9 9
-
5 T79
2 4, r
27+9
25 _ e |0
9 9
38 _ 1or
27 27
38 17r 38 167 110 51r
27 t o7 27 t 27 st e
23 | 4r 70 , 10r 70 | lir
XG* 27+27 X7* 81 + 81 X87 81 + 81 i
T 79 s [0 T 7T 23 [0 T | 282 Tir
27 9 27 27 81 81
38 _ llr 110 _ 30r 12 _ 3lr
27 27 81 81 81 81
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112 , 50r
81+81

214 10r
X9 — | 2437 81
T 232 _ 70r
81 81
335 _ 9lr

243 ~ 243

Uzimajuéi poslednje sracunatu iteraciju kao priblizno resenje posmatranog fazi
linearnog sistema dobijamo:
Z1 =~ (1.383 4+ 0.617r, 2.864 — 0.864r) i Zo =~ (0.881 + 0.124r, 1.379 — 0.374r).

Tacno resenje sistema je: 1 00 -11°" ,
PR | 3 0 0 | 4+
X=5"Y= 0 -1 1 2 2—r |’
0 0 1 3 7T—2r
tj. 1 = (1.37540.625r, 2.875—0.8757) i o = (0.87540.125r, 1.375—0.3757).
Primetimo da je X — X9 X _X9
M <0011 M < 0.01.
[1X]| [1X1
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