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Sazetak. Zbog sve veteg obima podataka u masinskom ucenju, kao i
dubokom ucenju, potreba za reSavanjem optimizacionih problema u di-
stribuiranom okruzenju kontinuirano raste, jer ovi podaci rezultiraju pro-
blemima sa mnogo promenljivih. Jedna od metoda koja se moze koristiti
i u distribuiranoj optimizaciji je dekompozicija promenljivih, koja je ini-
cijalno koriséena u ranim 1960-im godinama. Kljucna ideja za resavanje
navedenih velikih optimizacionih problema lezi u razdvajanju skupa pro-
menljivih na manje podskupove. Ovi podskupovi se zatim obraduju neza-
visno ili u koordinaciji, §to olaksava reSavanje slozenih problema. Stoga,
metoda je posebno korisna u distribuiranim sistemima, gde se problem
moze podeliti na razli¢ite ¢vorove ili procesore. U okviru ovog preglednog
rada bice dat prikaz osnovnih ideja primene dekompozicije u optimizaciji.
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1. Uvod

Usled rastuc¢ih dimenzija i sloZzenosti modernih skupova podataka, potre-
ba za proucavanjem metoda za reSavanje optimizacionih problema sa velikim
brojem varijabli postaje sve veca. Jedan od nacina da se poboljsa efikasnost
reSavanja takvih problema je da se oni podele na vise manjih problema, ko-
ji se mogu resavati paralelno i nezavisno jedan od drugog smanjuju¢i ukupno
vreme potrebno za optimizaciju. Dakle, ovi problemi se mogu predstaviti kao
optimizacija funkcija koje su predstavljene kao suma velikog broja pojedina¢nih
funkcija, gde svaka od njih moze biti povezana sa odredenim delom podataka ili
zadatkom. Tako, reSavanje originalnog problema, koji bi se resavao na jednom
racunaru, moze da se distribuira na vise racunara koji zajedno dolaze do reSenja
posmatranog optimizacionog problema. Mnogi aktuelni problemi u masinskom
ucenju (kao npr. problemi kona¢nih suma f(z) = Y., fi(x)), statistici, nauci
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o podacima se mogu efikasnije resiti koriséenjem algoritmima distribuirane op-
timizacije [I]. Dakle, potreba za distribuiranim okruzenjem se ogleda u tome
Sto su radni podaci isuvise veliki da bi se obradivali i skladistili na jednom
rac¢unaru, kao i Cinjenica da lokalna optimizacija ¢esto zahteva manje resursa
i vremena nego globalna optimizacija. [IT].

U okviru ovog preglednog rada posmatra se problem optimizacije bez ogra-
nic¢enja sledeceg oblika

(1.1) min f (),

pri cemu ¢e akcenat biti stavljen na dekompoziciju promenljivih kao jednog od
pogodnih nacina za resavanje tog problema [3]. Problem (1.1]) ima jedinstveno
reSenje ako vazi slede¢a pretpostavka.

Pretpostavka 1.1. Funkcija f : R™ — R je konveksna i dva puta neprekidno
diferencijabilna funkcija za koju postoje konstante 0 < pu < L < oo takve da
za svako x € R™ vazi ul < V2f(x) < LL

U zavisnosti od osobina koje poseduje funkcija f(z), u literaturi su pre-
dloZeni razni metodi za reSavanje problema [2, 4, [8,19]. U ovom radu ¢emo
se koncentrisati na iterativni postupak linijskog pretrazivanja koji je nasao
siroku primenu u praksi [6, [8, [10]. Sustina ovog postupka je da se dobije ma-
nja vrednost funkcije cilja u narednoj tacki u odnosu na trenutnu. Iteracija se
definiSe na slede¢i nacin

(12) Tpt1 = Tk + Qi gk

Preciznije, zp41 se racuna tako da se prvo odredi opadajuéi pravac pre-
trazivanja gkﬂ a potom duzina koraka «y tako da se umanji vrednost funkcije
cilja.

Dakle, aproksimacija reSenja originalnog problema se moze dobiti ko-
ris¢enjem sledecCeg algoritma.

ALGORITAM 1.
za pocetnu tacku x € domf
ponovi
S1 Nadi pravac pretrazivanja g.
S2 Nadi duzinu koraka a,
S3 Azuriraj x = x + ag.

sve dok nije zadovoljen izlazni kriterijum.
Sledeca teorema daje uslove za konvergenciju niza {zy} koji je generisan

sa ([2).

4U literaturi su prisutni i razne metode koje ne pretpostavljaju da je pravac pre-
trazivanja opadajuéi. U tom slucaju predlozene su razli¢ite varijante nemonotonog linijskog
pretrazivanja (pogledati npr. [7].
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Teorema 1.2. [J] Neka je funkcija [ zadovoljava pretpostavku , Neka je xq
pocetna tacka i xy dato sa (1.2)), gde je gi vektor dimenzije n i g > 0 skalar.
Neka je:

1. skup S ={x: f(z) < f(xo)} je ogranicen,
2. wvektori gy zadovoljavaju dovoljan uslov pada

T
9x Vf (k) >
AT ALY )
lgkllIV f (k]|

3. za vektore gy, vaZi

gkl = m|IV f(z)]| za sve k (m > 0),

lgell < M za sve k,

11

4. skalar oy je izabran kao prvi element niza 1, 5, 7, ... koji zadovoljava do-

voljan uslov pada

fzk + age) < fzx) + pargd Vf (),
gde je 0 < p < 1.

Tada je
lim |V f(zp)]| = 0.
k—oc0

S obzirom na to da funkcija f zadovoljava pretpostavku Teorema, [1.2
garantuje konvergenciju niza {x,} ka resenju problema . U ovom radu ¢e
se razmatrati primena Algoritma [I] u dekompoziciji.

Dekompozicija u optimizaciji predstavlja relativno staru ideju koja datira
jos u 1960-im godinama [5]. Motivacija za uvodenje ovih metoda lezi u resavanju
problema veoma velikih dimenzija koji se u to vreme nisu mogli resiti standar-
nim poznatim alatima. Danas se ona moze koristiti u distribuiranoj optimi-
zaciji. Pod uslovom da se promenljive u funkciji cilja f(z) mogu podeliti, tj.
x = (x1,23), problem se moze resiti distribuirano. U slede¢oj definiciji se
uvodi pojam separabilnog problema optimizacije.

Definicija 1.3. Problem optimizacije je separabilan ako se moze napisati na

sledeéi nacin

(1.3) min - fi(z1) + fa(22).

r=(x1,T2)

Primetimo da funkcija f1 zavisi samo od 1, a funkcija fo zavisi samo od
x9. Dakle, kako 1 nije ni u kakvoj vezi sa xs, problem (|1.3) se moze resiti tako
§to se podeli na dva odvojena potproblema optimizacije:

min fi1(z1) 1 min fa(z2).

Potproblem 1 Potroblem 2
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Neka funkeije f1 1 f2 zadovoljavaju Pretpostavku[l.I] Potproblem 1 i Potroblem
2 se mogu resiti koriséenjem Algoritma na dva razli¢ita racunara (procesora)
i samim tim skratiti vreme potrebno za reSavanje originalnog problema .
Medutim, vetina realnih problema u praksi nisu separabilni, ali se u nekim
slucajevima mogu, koris¢enjem dekompozicije, napraviti da to budu. U nastav-
ku sledi definicija skoro separabilnog problema optimizacije, koji se, iako to
nije, ipak moze resiti distribuirano koris¢enjem dekompozicije.

Definicija 1.4. Problem optimizacije je skoro separabilan ako se moze napisati
na slededi nacin

(1.4) min f(z) = fi(z1,y) + fa(22,9),

r = (.7517.'172,y)-

Primetimo da za fiksirano %, problem postaje separabilan po z; i
T9, pa se pomenuta dva potproblema mogu resiti totalno nezavisno. Kako y
komplikuje problem, jer se javlja kao promenljiva u obe funkcije, ona se naziva
komplikovana promenljiva. S druge strane, 1 i zo se nazivaju privatnim ili
lokalnim promenljivima koje se odnose na funkcije f i fo, respektivno, dok je
y javna promenljiva koja vezuje ta dva potproblema.

2. Primarna dekompozicija

U nastavku ¢e biti razmotreno resavanje skoro separabilnog problema (|1.4))
koriséenjem primarne dekompozicije. Ideja u primarnoj dekompoziciji je da se
za fiksirano y posmatraju slede¢a dva potproblema

min fi(z1,y) 1 min fo(xs).
T T2

———— N————
Potproblem 1’ Potroblem 2’

Oznac¢imo sa ®1(y) i Po(y) optimalne vrednosti Potproblema 1’ i 2’, respek-
tivncﬂ Ono $to se sada moze primetiti jeste da se Potproblemi 1’ i 2’ mogu
resiti nezavisno (paralelno), koriséenjem Algoritma (1} a ¢ak mogu biti i fizicki
odvojeni, tj. da se reSavaju na razlicitim racunarima.

Lako je primetiti da je problem ekvivalentan problemu

(2.1) min @ (y) + @2(y).

Odnosno, promenljive u su komplikovane promenljive y originalnog pro-
blema, dok je funkcija cilja master problema zapravo suma optimalnih vrednosti
potproblema. Ovaj deo rada zakljuCujemo sa algoritmom za reSavnje proble-
ma pomocu primarne dekompozicije:

ALGORITAM 2.

ponovi

5Pretpostavljamo da je za funkcije f1 i fo Pretpostavka zadovoljena.
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S1 Resi potprobleme (nezavisno).
Nadi 27 koji minimizira fi(z1,y) i gradijent g3 = V& (y).
Nadi x5 koji minimizira fa(z2,y) i gradijent go = VPa(y).

S2 Azuriraj komplikovanu promenljivu.
Y=y —ar(g1 + g2)-

Primetimo da se u Algoritmu [2] koristi Algoritam [I] i za resavanje potpro-
blema i za reSavanje problema jer se u koraku S1 racunaju: 1) 21 i 29 koji
minimiziraju potprobleme, 2) gradijenti V®4(y) i V®5(y) ¢iji se zbir dalje ko-
risti kao pravac u koraku S2 kada se radi linijsko pretrazivanje problema .

3. Dualna dekompozicija

Originalni skoro separabilni problem ([1.4]) se moze zapisati i kao

(3.1) min f(z) = fi(@1,91) + fa(z2,92)
pod uslovom y; = ys9,

gde su y1, y2 lokalne verzije komplikovane promenljive y. Primetimo da se La-
granzova funkcija dualnog problema (3.1

L(z1,y1,%2,92) = fi(z1,31) + fa(2,92) + v (11 — y2)

moze zapisati na sledeé¢i nacin

L(z1,y1,m2,52) = fi(@, ) + vy + fo(ao,ye) —v7ys

zavisi samo od (z1,y1)  zavisi samo od (z2,y2)

Dualni problem ée biti separabilan po (z1,y1) i (22,¥2), tj. reSavanje dualnog
problema moze se svesti na reSavanje dva odvojena potproblema

(3.2) q(v)= ;}151 filzi,yn) +vlyn 10 ga(v) = ;21152 fa(z2,y2) — v ya,

Potproblem 1” Potproblem 2”

gde je dualni problem dat sa

max g(v) = g1(¥) + g2(v).
Analogno, kao i primarnoj dekompoziciji, resavanje dualnih potproblema se
moze uraditi u potpunosti nezavisno. Prilagodavanjem Algoritma [I| moze do-
biti resenje Potproblema 1”7 i 2”, kao i resenje problema (3.2)). Algoritam za
reSavanje problema (1.4) dualnom dekompozicijom je dat sa:

ALGORITAM 3.
ponovi

S1 Resi dualne potprobleme (nezavisno).
Nadi 1,1 koji minimizira fi(z1,y1) + v7yi.
Nadi 2, y2 koji minimizira fo(z2,y2) — v7ys.
S2 Azuriraj dualne promenljive.
vi=v—oap(ya — y1).
Dakle, u koraku S1 se reSavaju dualni potproblemi i u koraku S2 zatim
azuriramo dualnu promenljivu koriste¢i gradijent funkcija g1 i go.
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4. Zakljucak

U okviru ovog preglednog rada su izlozene dve moguénosti za reSavanje
skoro separabilnih optimizacionih problema kori¢enjem primarne i dualne de-
kompozicije. Moguénost primene primarne i dualne dekompozicije na distribui-
ranu optimizaciju se ne zaustavlja samo na optimizaciji bez ogranicenja, ve¢ se
sli¢ne ideje mogu iskoristiti i na optimizaciju sa ogranicenjima [3]. Ipak, autori
su odluéili da se u ovom radu fokusiraju isklju¢ivo na primenu dekompozicionih
metoda u optimizaciji bez ogranic¢enja kako bi jasno i sazeto objasnili osnovne
principe primarne i dualne dekompozicije. Takode, bitno je napomenuti da uz
odgovarajué¢e modifikacije navedenih algoritama i izbora pravca pretrazivanja,
dekompozicija se moze uspesno primeniti na klasu semi-glathih funkcija. Ko-
ris¢enje subgradijentnih metoda omogucéava efikasno resavanje optimizacionih
problema i u slucajevima gde funkcije nisu glatke, tako da ovo daje nove mo-
guénosti za primenu dekompozicionih tehnika u Sirem spektru prakti¢nih pro-
blema.
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