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Sazetak. Tejlorove algebre su usko vezane za problem zadovoljenja uslo-
va (eng. Constraint Satisfaction Problem). Dihotomija problema zadovo-
ljenja uslova pokazana je 2017. godine u nezavisnim radovima Bulatova i
Zuka. U ovom radu éemo proucavati odredeni redukt Tejlorovih algebri,
tzv. Tejlor-minimalne algebre. Pokazace se da spomenute algebre imaju
neke lepe osobine, koje Tejlorove algebre ne moraju da zadovoljavaju u
opstem slucaju. To nas dovodi do pretpostavke da bi mogao da postoji
jednostavniji dokaz dihotomije za problem zadovoljenja uslova.
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1. Uvod

Problem zadovoljenja uslova (skrac¢eno CSP) je privukao nauénike iz raz-
nih oblasti matematike i teorijskog ra¢unarstva. Primeri problema zadovolje-
nja uslova su problem zadovoljenja logickih formula, problem obojivosti grafo-
va, reSavanje sistema jednacina nad kona¢nom algebarskom strukturom, kao i
mnogi drugi primeri.

Jedan od prvih znacajnijih rezultata vezanih za klasifikaciju CSP-a je dao
Tomas Sefer 1978. godine u [10], gde je pokazao da vremenska slozenost resa-
vanja CSP-a nad dvoelemntnim domenom, tzv. Bulovom strukturom, je ili
polinomna ili NP-kompletna. Pretpostavku o dihotomiji za CSP su postavili
Feder i Vardi i ona glasi da se pokazana teorema Sefera moze uopstiti na domen
proizvoljne konacne velicine. Sto su Bulatov [3] i Zuk [IT, 2] i pokazali u
nezavisnim radovima 2017. godine.

U Seferovom radu je prepoznato da vremenska slozenost CSP-a zavisi od re-
lacijskog klona koji generisu relacije iz posmatranog CSP-a. Galoove veze nam
daju jedinstvenu korespodenciju izmedu relacijskih klonova i klonova (skupa
term operacija neke algebre). To dovodi do zakljucka da je zapravo jedino po-
trebno posmatrati operacije kompatibilne sa relacijama CSP-a, $to nas dovodi
do toga da mozemo koristiti i neke tehnike iz univerzalne algebre.
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Bulatov, Jeavons i Krohkin su 2005. godine u [5] pokazali da je svaki CSP
ekvivalentan CSP-u nad idempotentnim domenom, odnosno gde za sve terme
t vazi t(z,... ,x) = z. Drugi vazan doprinos tog rada je da je pokazano da
ako ne postoji Tejlorov term kompatibilan sa relacijama posmatranog CSP-a,
onda je vremenska slozenost tog CSP-a NP-kompletna. Tako je od 2005. godine
postojala hipoteza da ako postoji Tejlorov term kompatibilan sa relacijama, u
tom sluc¢aju se CSP reSava u polinomnom vremenu. Iz navedenih razloga se
podrazumeva da su sve algebre u ovom radu idempotentne i konacne.

I Bulatov i Zuk u svojim radovima nisu radili sa generalno Tejlorovim al-
gebrama, nego su koristili redukt Tejlorove algebre (izbacili su neke operacije
koje im nisu bile potrebne) tako da i dalje imaju Tejlorov term ali dobijaju i
neke nove lepe osobine algebri. To nas dovodi do toga da posmatramo algebre
koje su Tejlorove ali da nijedan njihov pravi redukt nije Tejlorov, odnosno do
Tejlor-minimalnih algebri. Tejlor-minimalne algebre su prvo definisane u [I] i
ovo je pregledni rad tog rada.

2. Definicije

Definicija 2.1. (Idempotentna, konaé¢na) algebra A je Tejlorova ako za svako
n € N ne postoji koliénicka algebra podalgebre od A™ takva da se dobije
dvoelementna algebra ¢ije su sve operacije projekcije.

Ova definicija se moze pojednostaviti.

Teorema 2.2 ([0]). Algebra je Tejlorova ako i samo ako ne postoji kolicnicka
algebra podalgebre od A takva da se dobije dvoelementna algebra cije su sve
operacije projekcije.

Za osnovne definicije i teoreme iz univerzalne algebre pogledati knjigu [7].
Za nas najkorisnija karakterizacija Tejlorovih algebri je sledeca.

Teorema 2.3 ([2]). Algebra A je Tejlorova ako za svaki prost brojp > |A|, A
mma term operaciju arnosti p koja je ciklicna, odnosno zadovoljava identitet

t(x1,x2,... ,2p) =t(22,...,Tp, &1).
Tri tipa operacija koje su Tejlorove i sa kojima ¢emo raditi su:

e polumrezna operacija je binarna operacija V koja je komutativna, idem-
potentna i asocijativna. Algebra (A;V), gde je V polumrezna operacija,
se naziva polumreza.

e magjdZoriti operacija (eng. majority) je ternarna operacija m koja zado-
voljava m(x, z,y) = m(z,y,z) = m(y,z,x) = z.

e Maljcevljeva operacija je ternarna operacija p koja zadovoljava
p(y,z,x) = p(x,z,y) = y. Jedan primer takve operacije je d(x,y,z) =
x—1y+zna A, gde su + i — operacije abelove grupe na skupu A. U tom
slucéaju algebra (A;x — y + z) se naziva afina Maljcevljeva algebra date
abelove grupe.
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Definicija 2.4. Algebra A je abelova ako je dijagonala Ay = {(a,a) : a € A}
jednaka klasi kongruencije za neku kongruenciju algebre A?Z.

Teorema 2.5. Tejlorova algebra je abelova ako i samo ako je afini modul.

Lako se moze proveriti da na dvoelementnom skupu postoje samo cetiri
Tejlorove algebre: dve polumreze, majdzoriti i Maljcevljeva. Ove algebre su bile
i inspiracija Bulatovu za definisanje njegovih ivica na algebri. U radu [I] koji
ovde predstavljamo definisane su samo debele ivice, dok je pored njih Bulatov
definisao i tanke ivice u [4]. Elementi algebre predstavljaju évorove, dok ivice
(grane) grafa definiSemo na sledeéi naéin.

Definicija 2.6. Neka je A algebra. Uredeni par (a,b) € A? je ivica ako postoji
kongruencija # na E =Sga (a, b) razli¢ita od E?, takva da je zadovoljen jedan
od uslova:

e (polumrezna ivica) Postoji term operacija f € Cloz(A) koja deluje kao
V-polumrezna operacija na {a/6,b/0} sa maksimalnim elementom b/6,

tj. f(a/0,b/8), f(b/0,a/8) Cb/6.

e (majdzoriti ivica) Postoji term operacija m € Clog(A) koja deluje kao
majdzoriti operacija na {a/0,b/6}.

e (abelova ivica) Algebra Sga (a,b)/6 je abelova.

Ivica (a,b) se naziva minimalna ako postoji maksimalna kongruencija 6 koja
svedo¢i da je (a,b) ivica i za sve o/, b’ € A takve da (a,a’), (b, V') € 6, imamo
da Sga (a’,b") =Sga(a,b).

Sada ¢emo dati definiciju apsorbuju¢ih skupova neke algebre. Ovaj termin
potice iz teorije koja je razvijana za CSP i takode je Zuk koristi u svom ra-
du. Kasnije ¢emo videti i neke veze izmedu Bulatovljevog pristupa i Zukovog
pristupa.

Definicija 2.7. Neka je A algebra i B C A. Kazemo da je B n-apsorbujudi
skup od A ako postoji term operacija t € Clo,(A) takva da t(a) € B kada
acA"il|{i:a; € B} >n—1.

Pored apsorbujuéih skupova vaznu ulogu u Zukovoj teoriji ima i pojam
centra. Levi centar relacije R C A x B je skup {a € A: (Vb € B)(a,b) € R}.
Ako R ima neprazan levi centar, kazemo da je levo centralna relacija. Desni
centar i desna centralna relacija se definisu analogno. Relacija je centralna ako
je ilevo i desno centralna.

Definicija 2.8. Podskup B C A je centar algebre A ako postoji algebra C
bez netrivijalnih 2-apsorbujuéih poduniverzuma i R <;q A x C takva da je B
levi centar od R. Ako C moze biti izabrano da je Tejlorova algebra, onda ¢emo
B nazivati Tejlorovim centrom algebre A.

Kazemo da je algebra A’ redukt algebre A ako je Clo(A’) C Clo(A).

Definicija 2.9. Algebra A je Tejlor-minimalna ako je Tejlorova i ne postoji
pravi redukt od A koji je Tejlorov.
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3. Rezultati

Pocnimo sa nekim laksim, ali i veoma vaznim tvrdenjima.
Lema 3.1. Za svaku Tejlorovu algebru postoji redukt koji je Tejlor-minimalan.

Ova lema nam omogucava da kod CSP-a sa obi¢ne Tejlorove algebre prede-
mo na Tejlor-minimalne. To mozemo uraditi zato Sto ako smanjimo broj opera-
cija kompatibilnih sa relacijama CSP-a dobi¢emo samo tezi problem, ali kako
i dalje imamo Tejlorov term, na osnovu hipoteze o dihotomiji koja je sada
teorema o dihotomiji, problem je i dalje resiv u polinomnom vremenu. Na dvo-
elementnom skupu, recimo {0,1}, postoje samo tri Tejlor-minimalne algebre
do na izomorfizam: polumreza, majdzoriti algebra i afina algebra sa termom
d(x,y,z) = x —ay+2 2z na Zs. Da su Tejlor-minimalne sledi iz Postove karakte-
rizacije klonova na dvoelementnom skupu [9]. Na troelementnom skupu Brejdi
je pronasao svih 24 Tejlor-minimalnih algebri. One se mogu pronadi i u master
radu [8]. Sledeca lema vazi za Tejlor-minimalne algebre, ali ne i za Tejlorove u
opstem slucaju.

Lema 3.2. Neka je A Tejlor-minimalna algebra 1 B C A je zatvoren za opera-
ciju f € Clo(A) takvu da B zajedno sa restrikcijom od f na B formira Tejlorovu
algebru. Tada je B poduniverzum od A.

Lema 3.3. Svaka podalgebra, konacan proizvod ili kolicnicka algebra Tejlor-
minimalne algebre je takode Tejlor-minimalna.

Teorema 3.4. Neka je A Tejlor-minimalna algebra i B apsorbujuéi skup od
A u odnosu na neki term. Tada je B poduniverzum od A.

Term ¢(z1,. .. ,x,) zavisi od i-te koordinate, i < n, ako postoje ai,... ,a;_1,
@it1,... 0, € Atakvidat(as,...,a;—1,%, 041, - .. ,ay) nije konstantna funk-
cija. Kazemo i da je i-ta koordinata esencijalna za term t.

Definicija 3.5. Neka je A algebra i B C A. Skup B je jako projektivan
poduniverzum od A ako za svako f € Clo(A) i svaku esencijalnu koordinatu ¢
za term f vazi f(a) € B gde je a € A" takav da a; € B.

Teorema 3.6. Sledeca turdenja su ekvivalentna za sve Tejlor-minimalne alge-
bre A 1 sve B C A:

e B je 2-apsorbujuci skup od A.
e R(r,y,2) = B(x) V B(y) V B(2) je poduniverzum od A3.
e B je jako projektivan poduniverzum od A.

Teorema 3.7. Sledeca tvrdenja su ekvivalentna za sve Tejlor-minimalne alge-
bre A i sve B C A:

e B je 3-apsorbujuci skup od A.
e R(x,y) = B(x) V B(y) je poduniverzum od AZ.
e B je Tejlorov centar od A.
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Lema 3.8. Usmeren graf formiran pomocu minimalnih ivica neke proizvoljne
algebre je (slabo) povezan.

Teorema 3.9. Neka je (a,b) ivica (polumreina, majdzoriti ili abelova) u Tejlor-
minimalnoj algebri A i neka je 0 kongruencija algebre E = Sg(a, b) koja svedoci
da je (a,b) ivica.

a) Ako je (a,b) polumreina ivica, onda je E/O term ekvivalentno dvoele-
mentnoj polumrezi sa apsorbujudim elementom b/0.

b) Ako je (a,b) majdzoriti wica, onda je E/0 term ekvivalentno dvoelement-
noj magdzZoriti algebri.

¢) Ako je (a,b) abelova ivica, onda je E/0 term ekvivalentno afinoj Maljce-
vljevoj algebri, gde je Maljcevljeva operacija x — y + z dobijena kao term
abelove grupe koja je izomorfna grupi Z,,, za neki prirodan broj m.

Takode, kongruencija koja svedoci da je wica (a,b) polumrezna je jedinstvena
1 ta kongruencija je maksimalna. Isto vazi i za majdZoriti tvice.

Lema 3.10. Neka je (a,b) minimalna polumrezna iica u Tejlor-minimalnoj
algebri. Tada je {a,b} poduniverzum od A, iz ¢ega sledi da je Sga (a,b) = {a,b}
i kongruencija koja svedoci da je (a,b) ivica je relacija = .

Definicija 3.11. Neka je A algebra, B C A i (b,a) ivica. Kazemo da je B
stabilan za ivicu (b,a) ako za svaku kongruenciju 6 algebre Sgy (b,a), koja
svedoci da je (b,a) ivica, takvu da b/6 sece skup B vazi da svaka 0-klasa sece
skup B.

Teorema 3.12. Sledeca tvrdenja su ekvivalentna za sve Tejlor-minimalne al-
gebre A i sve B C A:

e B 2-apsorbuje algebru A.
e B je stabilan za sve ivice.

Teorema 3.13. Svaki apsorbujuci skup (u odnosu na neki term t) Tejlor-
minimalne algebre A je stabilan u odnosu na polumrezne i abelove ivice. Takode,
za svako b € A sledeca tvrdenja su ekvivalentna:

e {b} apsorbuje A.

e {b} je stabilan u odnosu na polumrezne i abelove ivice.

4. Zakljucak

U ovom radu smo prezentovali najvaznije rezultate iz rada [I]. Definisane su
tri vrste ivica, a zatim su pokazane i veze izmedu ivica i apsorbujuéih skupova
u Tejlor-minimalnim algebrama. Pokazana je i teorema povezanosti u grafu
formiranom pomocu ivica koja vazi za bilo koje algebre. Razlika u ivicama
izmedu Tejlorove algebre i obi¢ne algebre je u abelovim ivicama: kod Tejlorovih
algebri abelova ivica (a, b) je zapravo afina, tj. Sg(a,b)/0 je afina algebra, dok
u obi¢nim algebrama abelova ivica moze biti ili afina ili skupovna, tj. Sg(a, b)/0
ima samo projekcije kao operacije §to kod Tejlorovih algebri nije moguce.
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