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Na prethodnom casu
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Na prethodnom casu

® Slobodni vektori

® Sabiranje vektora

® Mnozenje vektora i skalara

® Linearna kombinacija vektora, linearna nezavisnost, generatornost
[ ]

Skalarni proizvod i projekcije
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Slobodni vektori - koordinate



Slobodni vektori - koordinate
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Baze vektora i koordinate

Napomena

e Videli smo da ako su &, b i € nekomplanarni vektori tada se svaki X € V moZe na
Jedinstven nacin predstaviti kao njihova linearna kombinacija

% =ad+Bb+~8=(xp,7)

Zapravo, (a, 8,7) su kooridnate vektora X u (bazi) (3, b, ).
® Kako izracunati koordinate? Pomocu projekcija, tj. skalarnog proizvoda.

® Mi smo posebno zainteresovani za skupove vektora (baze) koje imaju lepu osobinu
ortonormiranosti:

® Da su svi vektori jedinicni (ortovi) - normirani
® Da su svaka dva vektora iz tog skupa medusobno ortogonalni



Slobodni vektori - koordinate
0000000

Vektori u koordinatama
Neka su @1, g2 i g3 jedinicni, medusobno normalni (ortogonalni) vektori i neka je 7

ravan odredena vektorima gj i ga. Primetimo da je g5 | 7. Neka je X € V.
® |z projekcije X na ravan m imamo

pra(X) = X = prg,(x). 4.

X = pr (X)+prg, (X) = prg, (X)+prg, (X)+prg, (X)
® Posto je g1 jedinicni to prg (X) = (G1X)q1 -
algebarska projekcija ¢1x je i koordinata. 1
Isto vazi za projekciju vektora X na g i g - Prg; ()
’ X
Teorema g3 .
Neka su G1,q> i Gz jedinicni medusobno @ C_fz P, (X)
normalni vektori (tj. Cine skup ortonormiranih . (%)
vektora), tada za svaki X € V vazi Pz
T

. o I o r- (X
X = (G1X)G1 + (§2X) G2 + (q3X) 3 Pry (X)



Slobodni vektori - koordinate
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Gram-Smitov algoritam
Pitanje: Da li se od svaka tri nekomplanarna vektora (3, b, €) (baze) moze dobiti

ortonormirana baza (¢, g2, G3)?
Odgovor: Gram-Smitov algoritam. Neka su (&, b, €) tri nekomplanarna vektora (baza).

Ortonormiranu bazu (di, G2, g3) dobijamo na sledeéi nacin:
1. g1 = i% - tj. q1 je ort koji ima pravac 3
- b—prg (b oL - -
2. Go = iL‘“() - tj. @ je ort koji ima pravac normalan na §i
|b—prg;, (b)|

1
o E—pr (S) __ €—Pral(€)—Pr52(5) T
3. gz = i|57prw(cﬁ)‘ = i|5fpral(5)*Pr62(5)\ tj. g3 je ort koji ima pravac normalan na

ravan 7 koja je odredena vektorima g1 i ¢>

Napomena
Gram-Smitov algoritam se lako uopstava na n-dimenzionalne vektorske prostore
(radi¢emo kasnije), a u matri¢noj notaciji (koju éemo takode raditi kasnije) daje QR

dekompoziciju matrica.



Slobodni vektori - koordinate
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Triedar desne orijentacije

Definicija (Triedar i desni triedar)

® Trojka nekomplanarnih vektora zove se triedar ili baza prostora slobodnih vektora

e Triedar (1, G2, G3) je desne orijentacije ako se smerovi vektora poklapaju sa
smerovima odredenim sa prva tri prsta desne ruke (palac, kazZiprst, srednji prst).

® (Od svih triedara desne orijenatcije
fiksiramo jedan ortonormiran (i, j, k).

® Tada se svaki slobodan vektor X na
jedinstven nacin moze predstaviti sa

Dakle, algebarske projekcije vektora X na
(i,j, k) su (iX, jX, kX) - a ovo su zapravo

koordinate vektora X.

X

i



Slobodni vektori - koordinate
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Sabiranje vektora i proizvod vektora i skalara u koordinatama

Napomena

Neka je (/_; f; E) ortonormiran triedar desne orijentacije. Do sad smo zakljucili da za
svaki @€ V imamo

5= pri{d) + pr{d) + pri(8) = (73)i+ (J3)j + (ka)k = avi'+ aof + ask

Teorema

Neka Jje ( i k) ortonormiran triedar desne orijentacije. Tada za proizvoljne vektore

a—a1/—|—a2/+agk ib= b1/—|—b2]+b3k i skalar A € R vazi

T+ b= (ari + azj + ask) + (bii + boj + bsk) = (a1 + by)i + (a2 + ba)j + (a3 + b3 )k
AT = Mari + apj + a3k) = (a1 )i + (Aa2)j + (Maz)k

a

0 = 8123223320



Slobodni vektori - koordinate
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Racunanje pomocu koordinata

Teorema
Neka Je ( , _j, k) ortonormlran trledar desne orijentacije. Tada za prozvoljne vektore
a—all+azj+33kIb—b11+sz+b3k vazi

1. 3b= aiby + axby + azbs

|3l = Vaa=/a} + a5 + a3

@b = Bl

Dokaz
Dokazacemo samo prvo tvrdenje, ostala su direktne posledice definicija i prvog tvrdenja.
55 = (317+ azj—{— a3l?)(b1f+ sz—{— b3/?)

= alb117+ 31b217j—|— 31b31722—|— azbJﬁ— 32b217+ 32b3_17—|— a3b1EF+ a3b2/?f—|— a3b3/?/?
= aiby + axbp + azbs
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Vektorski 1 meSoviti proizvod



Vektorski i meSoviti proizvod
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Vektorski proizvod
Definicija
Vektorski proizvod vektora je operacija x : V2 — V gde je vektor ¢ = a'x b odreden sa
o Intezitet: |&| = |3 x b| = |3]|b|sin <(3, b);
® Pravac: €1 3i €L b, tj. € je normalan na ravan odredenu vektorima 3 i b;
* Smer: takav da (3, b, €) &ini triedar desne orijentacije.

0l

e Ako je P povrsina paralelograma
odredenog vektorima 3'i b, a h visina koja
odgovara stranici |a], tada iz

sin<((3, b) = % dobijamo

oy

P = |3lh = |3 x b

QL



Vektorski i meSoviti proizvod
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Osobine

Teorema
Za sve slobodne vektore 3, b, C i skalare o € R vazi

1. 3x b= —(bx a);

2. a(a@x b) = (ad) x b= a x (ab),
3.3|b e axb=0;
4. ¥x a=0;
5.31b & |3xb|=|3|bl & 3b=0;
6. ix (b+&)=3axb+3xC¢

Dokaz

Svi sem poslednjeg su direktna posledica definicija (za dokaz poslednjeg pogledati
knjigu). Na primer, za prvo tvrdenje imamo da je b x & vektor koji ima isti intezitet i
pravac kao a x b ali suprotan smer (zbog orijentacije).



Vektorski i meSoviti proizvod
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Vektorski proizvod u koordinatama

Teorema

Neka Je ( , _j, k) ortonormlran trledar desne orijentacije. Tada za prozvoljne vektore
a—all+azj+33kIb—b11+sz+b3k vazi

Pj ok
Ix b= (32b3 — a3b2)i — (a3b1 — 31b3)j + (31b2 — agbl)k = | a a2 as
bi by b3
Dokaz o
x| 7 Kk
. . . oo il 0 Kk —f
Na osnovu definicije ortonormiranog desnog triedra (i,j, k) sledi - P oo T
J |- i
Koristeci ovo i osobine vektorskog proizvoda imamo kfJj —i 0

X E: (alf—i— 32_174- 331?) X (b1f+ bz_/?—l— b3E)
= (aghs — a3by)i — (agby — ayb3)j + (a1by — azby )k



Vektorski i meSoviti proizvod
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MesSoviti proizvod

Definicija
Mesoviti proizvod je funkcija koja preslikava V® u R definisana sa 5'(5 x C).

Teorema
Apsolutna vrednost mesovitog proizvoda nekomplanarnih vektora 3, b i C jednaka je

zapremini paralelopipeda konstruisanog nad tim vektorima.

Dokaz
Sledi direktno iz |a(b x ¢)| = |b x c||prj, ~(3)
pralelograma konstruisanog nad vektorima b i C, tj. povrsini baze paralelopipeda, a

lpri;, (3)| jednako je visini paralelopipeda, jer je vektor b x & normalan na bazu

, Jer je ]5 x C| jednak povrsini

odredenu vektorima b i C.



Vektorski i meSoviti proizvod
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Mesoviti proizvod i komplanarnost

Teorema
Vektori 3, b i € su komplanarni akko je a(b x ) = 0.

Dokaz

(=) : Neka su &, b i &su komplanarni. Posto je vektor b x & normalan na ravan
odredenu vektorima b i &, a vektor 3 je komplanaran sa nijma, sledi da je
(b x &) L & Odatle je &b x &) = 0.

(<) : Neka je 5(5 x €) = 0. Ako pretpostavimo suprotno, da su &, b i & nekomplanarni,
tada dobijamo da je zapremina paralelopipeda konstruisanog nad njima razli¢ita od
nule, tj. |a(b x &)| # 0, 5to je u kontradikciji sa pretpostavkom.
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Mesoviti proizvod u koordinatama

Teorema
Neka Je ( , J, k) ortonormiran triedar desne oryentacue Tada za prozvoljne vektore
a—all+82j—|—33k b—b1/+bgj+b3k/C—c11—|—c21+C3k vazi

al b1 1
5([3 X E) = 31(b2C3 — b3C2) — 32(b3C1 — b1C3) + 83(b1C2 — b2C1) = | ar b2 (o))
a3 bz c3

3(b x &) = (ayi + aof + azk)((bacs — bsca)i — (bscy — bics)j + (bica — bycy)K)
= ai(byczs — b3c) — ax(bscr — bics) + az(bicy — bocy)

Napomena

Vektori kolona u determinanti gore su linearno zavisni (komplanarni) akko je
determinanta jednaka null.
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Ortonormirane baze
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Mes3oviti proizvod

Sta smo danas radili

Ponavljanje
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